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  دهیچک

براي حل عددي معادلات دیفرانسیل معمولی وجزئی ن نامه از تابع اسپلاین نمایی در این پایا     
با استفاده از . فرمولبندي شده است اسپلاین غیرچندجمله اي کششی  .استفاده شده است 

با شرایط مرزي دیریکله گوردون تعمیم یافته -اسپلاین غیرچندجمله اي، معادله غیرخطی ساین
پایداري وهمگرایی این روش عددي . ونیومن حل شده است ودسته اي از روشها ایجاد شده اند 

همچنین مسئله مقدار مرزي دیریکله .با استفاده از روشهاي وان نیومن وانرژي بررسی شده است 
این مسئله با . واکنش شبه خطی مختل غیر عادي در نظر گرفته شده است -براي معادله پخش

تکه  Shishkinکه از اسپلاین در کشش روي افراز نوع استفاده از روش تفاضلی اسپلاین نمایی 
همگرایی بررسی شده ونشان داده شده است که .نتیجه شده است ، فرمولبندي می شود اي یکنوا 

  .در پایان ، نتایج عددي داده شده است .روش در مرتبه دوم همگراست 

مسئله  مختل غیرعادي ،گوردون ، مسئله -، معادله سایناسپلاین نمایی  :واژه هاي کلیدي 

  .بررسی پایداري وهمگرایی یکنواي تکه اي ، Shishkinواکنش شبه خطی ، افراز -پخش
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 مقدمه - 1-1

جهان واقعی ، بسیاري از فرایندها و پدیده هاي فیزیکی توسط مدلهاي ریاضی مورد در        
، انحنا وترك خوردگی مواد ، ارتعاشات ، حرکت اجسام ، انتقال گرما . مطالعه قرار می گیرند 

العه مط .واکنشهاي شیمیایی وهسته اي همگی به وسیله معادلات دیفرانسیل مدل بندي می شوند 
براي بدست آوردن جواب تقریبی معادلات دیفرانسیل مورد توجه قرار گرفته روشهاي عددي 

ایجاد بهبود در این روشهاي عددي وارتقاي تکنولوژي رایانه حل بسیاري از این معادلات . است 
  .را در زمان محدود ممکن می سازد 

ر دسته کلی روشهاي عددي که براي این گونه معادلات به کار برده شده اند ، در چها      
  :تقسیم بندي می شوند 

 1روشهاي تفاضل متناهی  )1

 2روشهاي المان محدود  )2

 3با استفاده از توابع اسپلاین روشهاي تقریب  )3

  4روشهاي مبتنی بر حذف شبکه بندي  )4

اسپلاین براي حل معادله دیفرانسیل معمولی وجزئی را بیان  درونیابدر این پایان نامه کاربرد    
   .می کنیم 

هدف اصلی ما توسعه روشهاي دسته سوم می باشد ، لذا مختصر تاریخچه اي براي این  چون  
  .دسته از روشها را بیان می کنیم 

                                                             
1 Finite difference 
2 Finite element 
3 Spline function approximations 
4 Meshless method 
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ریاضی دانان تلاش می کنند روشهایی براي حل مسائل ارائه می دهند که دقت را افزایش داده   
قریبی با بیشترین و خطا را کاهش دهد ، یعنی براي حل مسائلی که جواب ندارند یک جواب ت

  .دقت و کمترین خطا را بدست آورند 

این . یکی از مشکلات درونیابی با استفاده از چند جمله ایهاي با درجه بالا ، نوسان آنهاست     
باعث دور شدن چند جمله اي درونیاب از تابع درونیابی شده ، در بازه نوسان ممکن است 

ن مشکل تقسیم بازه درونیابی به چند زیربازه و سپس یکی از راههاي حل ای. درونیابی می شود 
این نوع تقریب . تشکیل چندجمله ایهاي تقریب با درجه پایین روي هر یک از زیربازه ها است 

  .را درونیابی تکه اي چندجمله اي می گویند 

ویژگی  با توجه به. تکه اي چندجمله اي می باشد درونیابی اسپلاین از بهترین نوع درونیابهاي    
این . تکه اي بودن آن ، بالا بردن دقت بدون افزایش درجه چند جمله اي امکان پذیر می باشد 

درونیابی اسپلاین براي هر یک .و همینطور کاهش خطاي محاسبات می گردد امر باعث افزایش 
از در واقع در درونیابی اسپلاین براي هریک . از درونیابهاي چندجمله اي در فواصل معین است 

وجود چند جمله ایهاي متعدد از .بازه هاي افراز شده ، یک چندجمله اي بدست آورده می شود 
این توابع چندجمله اي کاربرد فراوانی . افزایش درجه چند جماه اي درونیاب جلوگیري می کند 

و به طور گسترده روشهاي عددي از ) روشهاي ترسیمی ( در تئوري تقریب ، گرافیک کامپیوتري 
له حل عددي معادلات دیفرانسیل معمولی ، حل عددي معادلات با مشتقات جزئی وحل جم

بویژه اسپلاین درجه سه داراي نقش مهمی در تحقیقات . دارند ... عددي معادلات انتگرال و 
کاربردي است ، زیرا داراي سهولت در محاسبات ، همواري در درونیابی ، همگرایی سریع در 

  .]17و19و10و5و1[رم حداقل استتقریب وداراي خواص ن
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در بیشتر متنهاي علمی ، . استفاده از توابع اسپلاین از ابتداي قرن گذشته شروع شد       

وي که ریاضیدان رومانیایی بود در مقاله اي . ]23[را بوجود آورنده اسپلاین می دانند 5شوئنبرگ 
به معرفی اسپلاینها پرداخت و این اولین جایی بود که کلمه اسپلاین براي معرفی  1946در سال 

قابل توجهی در زمینه هاي از آن زمان تاکنون بطور . اتصال چندجمله ایهاي تکه اي استفاده شد 
البته این ایده ریشه در هواپیماسازي و کشتی . رد تئوري و کاربردي مورد توجه محققان قرار دا

سازي دارد ، زیرا در طی سالهاي قبل از جنگ جهانی دوم اشاره هایی به این موضوع در 
از تکه هاي چوبی در واقع در آن سالها  . تکنیکهاي ساخت بدنه کشتیها و هواپیماها شده است 

ر صنعت خودروسازي نیز مهندسینی از د. هموار براي مدلسازي بدنه آنها استفاده می شد 
شرکتهاي رنو و سیتروئن جزء اولین استفاده کنندگان این تکنیک در طراحی بدنه خودروها بودند 

لازم به یادآوري است کلمه اسپلاین یک کلمه . برمی گردد  1960که سابقه استفاده آنها به سال 
  .محلی در زبان انگلیسی می باشد 

توابع قطعه اي چندجمله اي به خصوص توابع اسپلاین به سرعت  1960از حدود سال     
توابع اسپلاین یک رابطه مستقیم بین مشتقات ومقادیر تابع درونیابی شده در . عمومیت پیدا کرد 

تعدادي از محققان روشهاي تقریب توابع اسپلاین چندجمله اي و . نقاط گره اي برقرار می کنند 
از جمله دي : عددي معادلات دیفرانسیل مورد توجه قرار دادند  غیر چندجمله اي را براي حل

  ... .و]1[و دیگران 7، آلبرگ]6 [ 6بور

 8یک اسپلاین درجه سه پارامتري ابداع کرد که اسپلاین در فشار  ]13[جین 1979در سال    
  . می شود یک اسپلاین درجه سه تبدیلبه     →  0  این تابع اسپلاین به یک پارامتر.  نامیده شد

                                                             
5 Schoenberg 
6 De Boor 
7 Ahlberg 
8 Spline in Compression 
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به کار بردن تقریبهاي اسپلاین در فشار ، روابط تفاضلی  با]14[9و جین و عزیز]13[جین  
اسپلاین در فشار بعدها توسط جین .آزمایشی براي معادلات دیفرانسیل با مشتقات نسبی ساختند 

  .تعمیم یافت  11واسپلاین کششی 10وعزیز به اسپلاین سازگار

به بررسی وم سفصل در .فصل دوم به بیان تعاریف وقضایاي مورد نیاز اختصاص یافته است    
با استفاده از اسپلاین کششی به حل عددي معادلات  م چهاردر فصل .اسپلاین نمایی می پردازیم 
گوردون پرداخته و پایداري وهمگرایی این روش را بررسی  –طی ساین با مشتقات جزئی غیر خ

واکنش غیرعادي و  –با استفاده از اسپلاین نمایی به حل مسئله پخش  پنجمدرفصل . می کنیم 
   .مختل می پردازیم 

  .محاسبه شده است        افزار  با کمک نرم  نتایج عددي

 

 

 

 

 

 

  
                                                             
9 Aziz 
10 Adaptive Spline 
11 Spline under Tension 
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  دوم فصل

 پیش نیازها
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  مقدمه    - 1- 2

 

در این فصل ، برخی از تعاریف وقضایاي اساسی آنالیز ریاضی ، جبر خطی و نظریه معادلات  
  .دیفرانسیل بیان شده است که در فهم و درك بهتر سایر فصل ها کمک می کنند 

  تعاریف ومفاهیم ریاضی    - 2- 2

∶ تابع  )1-2(تعریف     → مشتقاتش از هر مرتبه اي موجود  گوییم هرگاه  12همواررا   

  .باشد 

.‖یک فضاي برداري باشد ، تابع   با فرض اینکه  )2-2(تعریف  ‖ ∶  →  ≥ یک نرم  0

,  است هرگاه براي هر  روي    :داشته باشیم        و      

‖ ‖ = 0 ⟺  = 0   ‖  ‖ = | |‖ ‖ ‖ +  ‖ ≤ ‖ ‖ + ‖ ‖  .  

  . را یک فضاي نرم دار گویند     در این صورت فضاي

= براي    روي فضاي  13نرم اقلیدسی )   3- 2(تعریف  (  ,   , … ,   :برابر است با       (  

‖ ‖ =     +    + ⋯ +     

                                                             
12 Smooth function 
13 Euclidian norm  
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, ])  . نرم هاي مشابهی براي فضاهاي تابعی وجود دارد  ، فضاي برداري همه توابع حقیقی  ([ 
, ] تعریف شده روي بازه کراندار وبسته مقدار ام پیوسته اند ، در نظر  -   مشتقرا که تا     ∁ [ 
, ])       براي. بگیرید  ]) ،  

‖ ‖ =     ( )   
    ⁄

 

: می گوییم تابع   )4- 2(تعریف  ⊆  → ,( ) است هرگاه    از رده    …  , روي    ⊇ : به طور مشابه ، .موجود وپیوسته باشند       → است هرگاه تمام    از رده  
اگر تابعی داراي .موجود وپیوسته باشند   روي   جزئی آن ازمرتبه کوچکتر یا مساوي مشتقات 

  .]30[ است    پیوسته از هر مرتبه اي باشد می گوییم از رده مشتقات 

≠ باشند وهمواره  ℎ دو تابع از  و   اگر  ) مرتبه همگرایی() 5- 2( تعریف وداشته  0

  :باشیم 

lim →  (ℎ) (ℎ) = 0 

(ℎ) در این صورت می گوییم  =    (ℎ)   واگر (ℎ) = ℎ   آنگاه:  

 (ℎ) =  (ℎ ) 

  . ]30[را مرتبه همگرایی گویند  به صفر میل می کند و   ℎ سریعتر از (ℎ) و 

را معین مثبت گویند هرگاه به ازاي هر   ×  ماتریس ) ماتریس معین مثبت (  )6- 2( تعریف

≠ بردار         ،  

 ∗  > 0 

  ) .است   ترانهاده مزدوج  ∗ ( 


