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ÂØÈ� ø ü÷�¢¤Àìø ù¢�¢ ¤�Âì ©¢�¡ ÓÎó ¢¤�õ �¤ ùÀ�� �î �¤��Ú¨�³¨ ï¤�� À÷ø�À¡ ¥� ��� Âû ¥� Û±ì. ´¨� ù¢�� Â�Ö� ùÀ�� ý�Â� üð¤�� °Üì ��ì �È�Þû ø� Â� Ûî���÷�Êó�¡ ø �÷�Þ�Þ¬ ü±ó�Ï ü�½þÂµî¢ ý�ì� ���� ��þ�ä ý�Þ�û�¤ ¢�µ¨� ¥� Å³¨ý¤�þ �ó�¨¤ ßþ� ßþøÀ� ¤¢ �¤ ùÀ�� ö�ª �µÆþ�ª ø �¹� ý�û üþ�Þ�û�¤ �� �î Ý�î üõ ÂØÈ�¢�µ¨� ×þ �ØÜ� üÞÜä ¢�µ¨� ×þ ö���ä �� �ú�� �÷ Û�Ê½� ö�¤ø¢ ñ�Ï ¤¢ ø À÷¢�Þ÷.À÷� ù¢�� ùÀ�� ý�Â� ��÷ ë�¡�üÜä Âµî¢ ý�ì� ���� ø ýÂõ�ä �®¤ ¤�ÆêøÂ� ý�ì� ���� �¤ø�Èõ À���¨� ¥� ß��»Þû.�¤�¢ �¤ ý¤��Ú¨�³¨ ñ�Þî ü±ó�Ï Âç¬�ÂØÈ� ��Ö�Ö½� ø ¤�î Íþ�Âª ö¢Âî Ýû�Âê ÂÏ�¡ �� ��÷ ö�¤À÷¥�õ ù�ÚÈ÷�¢ ü®�þ¤ ùøÂð ¥�. Ý�î üõ.�¤��Ú¨�³¨ ,À÷� ù¢�� ùÀ�� ö�±�µÈ� ø üõ�� ù¤��Þû �î ��þ�ä ùb¢��÷�¡ ¥� ö�þ�� ¤¢
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:�� ÝþÀÖ�

ÝÜä Û�Ê½� ¤¢ ßõ üÜ¬� ß�ì�Èõ �î ��þ�ä ¤¢�õ ø ¤À� �;À÷¢��
.À÷¢�� �¤�î ¤¢ ùÀ�� üõÂÚó¢ ¶ä�� �î �� üõ�Âð ÂÆÞû ø �
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ùÀ���Ø�×þ �¤ M ¥� K ñøÀõÂþ¥ .Àª�� ñøÀõ-R×þ M ø �ÖÜ� ×þ R À��î ­Âêý¤�Ï �� M ¥� N ñøÀõÂ þ¥ Âû ý�Â � ù�ðÂû Ý� þ�ð M ¥� � ��� ÷-Æ ñøÀõÂ þ¥� ó�¨¤ ßþ� ¤¢ .N +K 6= M Ý�ª� � � µª�¢ ´¨� ¢ÂÔ�õ ñøÀõ ×þ M=N �îÓ�ã® �µÆ� Ýû-Æ ö� ¤¢ ñøÀõ ×þ ¥� Ý�ÖµÆõ À÷�ãÞ� Âû ¢�¢ Ý�û��¡ ö�È÷Ýû-Æ ñøÀõÂ þ¥ ×þ N ø ù¢� � M ¥� � ��� ÷-Æ ñøÀõÂ þ¥ ×þ K Â ð� .´¨�×þ K Ý�û¢ üõ ö�È÷ ù�Ú÷� ,K � N �î ý¤�Ï �� Àª�� M ¥� Ó�ã® �µÆ�.Àª�� üõ ��÷ N ¥� ����÷-Æ ñøÀõÂþ¥¥� á�÷ ßþ� ý�Â � ü¬��¡ ø ù¢Âî ÓþÂã� � ó�¨¤ ßþ� ¤¢ �¤ Æ � GS ý�û ñøÀõÂÔ¬ ý�µó¢ �� Æ � GS ñøÀõ Âû Ý�û¢ üõ ö�È÷ .Ýþ¤ø� üõ ´¨À� �û ñøÀõ´¨� ý� �þ�¹� ý�¤�¢ Æ �GS ñøÀõ Âû ß��»Þû .´¨� ù¢�¨ �Þ�÷ ñøÀõ ×þ.´¨� ü¨�¨� üþ�µó¢ ý�¤�¢ ýÂÚþ¢ ø ù¢�¨ �Þ�÷ �ûÀ÷�ãÞ� ¥� üØþ �î,ÂþÁ� ÛÞØõ-Æ ñøÀõ ,����÷-Æ ñøÀõÂþ¥ ,ýÂþ�Ê�-Rad ñøÀõ :ýÀ�Üî ��ÞÜîñøÀõ ,Æ �D+11 ñøÀõ ,Æ �D11 ñøÀõ ,�µÆ� Ýû-Æ ñøÀõÂþ¥ ,ùÀ÷Â���� -Æ ñøÀõ.Ó�ã® �µê�þ Ý�Þã� ÂþÁ� ÛÞØõ-Æ ñøÀõ ,�µê�þ Ý�Þã� ÂþÁ� ÛÞØõ-Æ



���¤À�õ ´¨Âúê
6 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �õÀÖõ7 ü��õÀÖõ ý�þ�Ìì ø Ý�û�Ôõ ,Óþ¤�ã� 18 : : : : : : : : : : : : : ßÆ��Ø�� ñ�Øþ¢�¤ ø ×��î ý�û ñøÀõ Âþ¥ 1.110 : : : : : : : : ñøÀõ ×þ Ûî�¨ø �µÆ� ø ÝÞµõ ,ü¨�¨� ý�û ñøÀõ Âþ¥ 2.113 : : : : : : : : : (��µî�øÂ�) ýÂþ�Ê� ø (��µîÄ÷�)üÖþ¤�� ý�û ñøÀõ 3.116 : : : : : : : : : : : : : : : : : : ùÀ÷Â���� ø ÂþÁ� ÛÞØõ ý�û ñøÀõ 4.121 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Ûõ�î �Þ�÷ ø Ûõ�î ý�û �ÖÜ� 5.123 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ¢ÂÔ�õ ý�û ñøÀõ 6.126 Rad�Di ý�û ñøÀõ ø ýÂþ�Ê� -Rad ý�û ñøÀõ 227 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ýÂþ�Ê� -Rad ý�û ñøÀõ 1.233 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Rad�Di ý�û ñøÀõ 2.26



ÛÞØõ-Æ ý�úóøÀõ ¤¢ ö� ý�û¢Â�¤�î ø �µÆ�-Ýû-Æ ý�û ñøÀõÂþ¥ ü¨¤Â� 340 ùÀ÷Â����-Æ øÂþÁ�41 : : : : : : : : : : : : : : : : ü¨�¨� ý�þ�Ìì ø ����÷-Æ ñøÀõÂþ¥ 1.346 : : : : : : Ûõ�î �Þ�÷-Æ ø Ûõ�î-Æ ý�û �ÖÜ� ,ýÂþ�Ê� Çª��-Æ 2.350 : : : : : : : : : : : : : : : ùÀ÷Â����-Æ ø ÂþÁ� ÛÞØõ-Æ ý�û ñøÀõ 3.356 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ü¨�¨�-Ýû-Æ ý�û ñøÀõÂþ¥ 4.360 : : : : : : : : : Ó�ã® �µÆ�-Ýû-Æ ø �µÆ�-Ýû-Æ ý�û ñøÀõÂþ¥ 5.374 Æ �D+11 ø Æ �D11 ý�û ñøÀõ 475 : : : �µÆ�-Ýû-Æ ý�úóøÀõÂþ¥ �� �ú÷� ¯�±�¤� ø Æ �D11 ý�û ñøÀõ 1.482 : : : : : : : : : : : : : : : : : ñøÀõ ×þ ¥� PÆ ø Æ� ý�û ñøÀõÂþ¥ 2.486 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Æ �D+11 ý�û ñøÀõ 3.493 ýÂ�¹÷¥ Íþ�Âª ü¨¤Â� ø �µê�þ Ý�Þã� ÂþÁ� ÛÞØõ-Æ ý�û ñøÀõ 595 : : : : : : : : : : : : : : : : : : Æ �GAS ø Æ �GS ý�û ñøÀõ 1.5108 : : : : Æ �GAS ø Æ �GS ý�û ñøÀõ ýø¤ ýÂ�¹÷¥ Íþ�Âª ü¨¤Â� 2.5115 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Æ �GWS ý�û ñøÀõ ü¨¤Â� 3.5122 : : : : : : : : : : : : : Æ �GS ø Æ �D11 ý�û ñøÀõ ß�� ¯�±�¤� 4.57
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�õÀÖõüþ��Æ� ´�Þû� ¥� ýÂþ�Ê� ø üÖþ¤�� ý�û ñøÀõ �ãó�Îõ ,ñøÀõ ø �ÖÜ� �þÂÑ÷ ¶½� ¤¢À�ª�� üõ �ÂÎõ Ýû ö�ðø¢ ö���ä �� �î �û ñøÀõ ¥� ù¢¤ ø¢ ßþ� �ãó�Îõ ¤¢ .Àª�� üõ ¤�¢¤�¡Â�ö���ä �� ñ�·õ ö���ä �� .Ý��î üõ ¢¤�¡Â� ù¢¤ ø¢ ßþ� �� �µÆ��ø ý�û ñøÀõ ¥� ý¢�þ¥ �µ¨¢ ��ý�û ñøÀõ ,(C2 ø C1 ¯Âª ý�¤�¢ ñøÀõ) �µ¨��� ý�û ñøÀõ ,üÖþ¤�� ý�û ñøÀõ ¥� üÞ�Þã�ý�¤�¢ ñøÀõ) üã�¨�� ý�û ñøÀõ �f¬�Ê¿õ ø (C3 ø C1 ¯Âª ý�¤�¢ ñøÀõ) �µ¨��� �±ªÍ¨�� ø ùÀª �ÂÎõ �û ñøÀõ ¥� ù¢¤ ßþ� �� â��¤ üÔÜµ¿õ ý�û ¶½� ø ùÀª �ÂÎõ (C1 ¯Âª�±ª ñøÀõ ×þ �µ¨��� ñøÀõ Âû �î ´¨� üúþÀ� .À÷� �µêÂð ¤�Âì �ãó�Îõ ¢¤�õ ý¢�þ¥ ¢�Âê�üÖþ¤�� ý�û ñøÀõ �¡�ª ¤¢ .Àª�� üõ üã�¨�� ñøÀõ ×þ �µ¨��� �±ª ñøÀõ Âû ø �µ¨���ßþ� .Àª�� üõ �µ¨��� ñøÀõ ×þ (üÖþ¤�� ¢�¡) üÖþ¤�� �±ª ñøÀõ Âû �î ´¨� ùÀª ´���ö���ä �� üã�¨�� ø �µ¨��� �±ª ø �µ¨��� ý�û ñøÀõ À�î üõ ö��� âì�ø ¤¢ �î ý�ì ¤��Æ� ÝØ�´�Þû� ¥� üÖþ¤�� ý�û ñøÀõ �¡�ª ¤¢ ,À�ª�� üõ �ÂÎõ üÖþ¤�� ý�û ñøÀõ ¥� üÞ�Þã�´¨À� �û ñøÀõ ¥� �û ù¢¤ ßþ� �� â��¤ °ó�� ¸þ�µ÷ ö� ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ø ´¨� ¤�¢¤�¡Â� ö�ø�Âê.´¨� ùÀõ�ñøÀõ �Áó ø À÷�ª üõ �ÂÎõ D3 ø D2 ,D1 Íþ�Âª ,C3 ø C2 ,C1 Íþ�Âª ö�ðø¢ ö���ä ���±ª ý�û ñøÀõ ,üã�¨�� ý�û ñøÀõ ö�ðø¢ ö���ä �� (D1 ¯Âª ý�¤�¢ ñøÀõ) ùÀ÷Â���� ý�ûñøÀõ ùÂ¡��� ø ,�µ¨��� �±ª �û ñøÀõ ö�ðø¢ ö���ä �� (D3 ø D1 ¯Âª ý�¤�¢ ñøÀõ) �µÆÆð.À÷�ª üõ �ÂÎõ �µ¨��� ý�û ñøÀõ ö�ðø¢ �� (D2 ø D1 ¯Âª ý�¤�¢ ñøÀõ) �µÆÆð ý�ûü��Ö�Ö½� ý�û¤�î ¥� ÂµÈ�� ùÀ÷Â���� ý�û ñøÀõ �¡�ª ¤¢ ü��Ö�Ö½� ý�û¤�î ÓÜµ¿õ Ûþ�¢ ��



ßþ� ¥� üÔÜµ¿õ ý�û Ý�Þã� ùÀ÷Â���� �û ñøÀõ �¡�ª ¤¢ ø ´¨� üã�¨�� ý�û ñøÀõ �¡�ª ¤¢ñ�·õ ö���ä �� .À�µÆ�÷ ÓþÂã� Û��ì ö�ðø¢ �¡�ª ¤¢ �î À÷�ª üõ �ÂÎõ �û ñøÀõ ¥� ù¢¤ë¢�¬ "Àª�� üõ �µ¨��� ñøÀõ ×þ (üÖþ¤�� ¢�¡) üÖþ¤�� �±ª ñøÀõ Âû" °ÜÎõ ö�ðø¢.Àª�� üÞ÷ ùÀ÷Â���� �î ¢¤�¢ ¢��ø ýÂþ�Ê� ñøÀõ üµ� .´Æ�÷ñøÀõÂþ¥ Û��Öõ ¤¢ �Ø�ó�� ¤¢ À�÷�ÆØþ ø ¢���õ ù¤��Þû �µÆ� ø ÝÞµõ ý�û ñøÀõÂþ¥ ß��»ÞûüÞ÷ ÛÞØõ �fõø�ó �µÆ� Ýû ñøÀõÂþ¥ ×þ ø À�ª�� üÞ÷ ¢���õ �fõø�ó �µÆ� Ýû ø ÛÞØõ ý�ûý�û Ý�Þã� ø ÂþÁ� ÛÞØõ ý�û ñøÀõ ÓþÂã� °±¨ ÛÞØõ ý�û ñøÀõÂþ¥ ßµª�À÷ ¢��ø .Àª��üõ �ÂÎõ ùÀ÷Â���� ý�û ñøÀõ ¥� üÞ�Þã� ö���ä �� �ú÷� �Þû �î ´¨� ùÀª ö� ¥� üÔÜµ¿õ.´¨��ãõ ü� ÂþÁ� ÝÞµõ ý�û ñøÀõ ÓþÂã� �Ø�ó�� ¤¢ .À�ª��ßþ� ýÂþ�Ê� ý�û ñøÀõ �¡�ª ¤¢ ��Ö�Ö½� ý�û¤�î ��õ�¢ üð¢ÂµÆð ÂÚþ¢ Ûþ�¢ �ÜÞ� ¥�´¨� ¢���õ ù¤��Þû ñøÀõ ×þ ý�Â� 1 üÖþ¤�� é�è ,üÖþ¤�� ý�û ñøÀõ �¡�ª ¤¢ �î ´¨�ý�û �ÖÜ� ÓþÂã� °±¨ ¢�¡ ßþ� ø Àª�� üÞ÷ ¢���õ �fõø�ó ýÂþ�Ê� Çª�� Û��Öõ ¤¢ �õ�Ûõ�î �Þ�÷ ý�û �ÖÜ� ø (À�ª�� ýÂþ�Ê� Çª�� ý�¤�¢ ö� ý�û ñøÀõ �î ý� �ÖÜ�) Ûõ�îý�û Ý�Þã� ø (Àª�� ýÂþ�Ê� Çª�� ý�¤�¢ ö� ùÀª À�ó�� �f�û��µõ ñøÀõ Âû �î üþ�û �ÖÜ�).´¨� ùÀª �û �ÖÜ� ¥� ù¢¤ ßþ� ¥� ö�ø�Âê ¤��Æ�ßþ� ¤¢ üÞ�û�Ôõ ø ÂþÁ� ÛÞØõ ø ùÀ÷Â���� ø ýÂþ�Ê� ý�û ñøÀõ �¡�ª ¤¢ �ó�¨¤ ßþ� ¤¢ ��÷ �õ�� ø ù¢Âî �ÂÎõ �¤ �û ñøÀõÂþ¥ ø �û ñøÀõ ¥� ü±ó�� ý�û ù¢¤ ø �µ¡�¢Â� �ãó�Îõ �� ¯�±�¤�.Ý�µ¡�¢Â� �ú÷� «��¡ ü¨¤Â�¢¤�õ �¤ ýÂþ�Ê�-Rad ö���ä ´½� ýÂþ�Ê� ý�û ñøÀõ ¥� üÞ�Þã� �ø¢ ÛÊê ¤¢ �Àµ��inje
tive hull1



´½� �¤ À�ª�� ýÂþ�Ê� ñøÀõ ×þ ñ�Øþ¢�¤ �� ´±Æ÷ �î üþ�û ñøÀõ ø ù¢�¢ ¤�Âì �ãó�Îõ´¨À� ¸þ�µ÷ �ÜÞ� ¥� .Ý��î üõ �ÂÎõ ýÂþ�Ê�-RadÓ�ã® ¤�Ï �� ý�û ñøÀõ ö���äM ¥� Ý�ÖµÆõ À÷�ãÞ� ×þ Rad(M) ,M ñøÀõ ×þ ý�Â� �î ´¨� ßþ� ÛÊê ßþ� ¤¢ ùÀõ�.Àª�� ýÂþ�Ê�-Rad�M Ó�ã® ¤�Ï �� ñøÀõ Âû Âð� �ú��ø Âð� ´¨�üõ ÂþÁ� ÛÞØõ ø ùÀ÷Â���� ý�û ñøÀõ ���õ¥ ¤¢ âõ�� ¤��Æ� ý�û ��µî ¥� üØþ ℄6[ â�Âõ¤�Ï �� 2006 ñ�¨ �� �û ñøÀõ ¥� ù¢¤ ßþ� �� â��¤ ùÀª ��¹÷� Ýúõ ��Ö�Ö½� Â·î� ø Àª��â�Âõ ×þ ö���ä �� ��µî ßþ� ¥� À�÷��� üõ À�Þì�ä ¢�Âê� �î ´¨� ùÀõ� ��µî ßþ� ¤¢ ÛÊÔõ.À��î ù¢�Ôµ¨� Ûõ�îý�û ñøÀõÂþ¥ ¥� üÞ�Þã� ö���ä �� �¤ ����÷-Æ ý�û ñøÀõÂþ¥ (℄37[)2000 ñ�¨ ¤¢ 2 ø�ø üêÂãõ �� �ó�Öõ ö� ¤¢ ýø .¢Âî �ÂÎõ ñøÀõ ×þ ¥� ¢ÂÔ�õ ñøÀõÂþ¥ ö¢Âî Â�ð ¤¢ �� ����÷.´¡�¢Â� ÝÑ�õ �Þ�÷-Æ ø Ûõ�î �Þ�÷-Æ ø Ûõ�î-Æ ý�û �ÖÜ� ü¨¤Â��ÜÞ� ¥� �î ´¨� ùÀª �µ¨�¤ ßþ� ¤¢ ö�ø�Âê ��Ö�Ö½� ��¹÷� °±¨ ����÷-Æ ý�û ñøÀõÂþ¥ ù¢¤.¢Âî ù¤�ª� ℄32[ ø ℄17[ ,℄16[ ,℄1[ �� ö��� üõ¥� üÔÜµ¿õ ý�û ù¢¤ ����÷-Æ ñøÀõÂþ¥ ��úÔõ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� �õ 5 ø 4 ø 3 ý�û ÛÊê ¤¢.Ý�û¢ üõ ¤�Âì �ãó�Îõ ¢¤�õ �¤ �ú÷� «��¡ ø ù¢Âî üêÂãõ �¤ �û ñøÀõÂþ¥ ø �û ñøÀõ
üêÂãõ �¤ Ó�ã® �µÆ� Ýû-Æ ø �µÆ� Ýû-Æ ,ü¨�¨� Ýû-Æ ý�û ñøÀõÂþ¥ ��¨ ÛÊê ¤¢ÛÊê ßþ� ¤¢ �ÜÞ� ¥� .Ýþ¤ø� üõ ´¨À� �û ñøÀõÂþ¥ ¥� �µ¨¢ ßþ� ý�Â� °ó�� ü¹þ�µ÷ ø ù¢Âî:Ý�û¢ üõ ö�È÷Y. Zhou2



ø Â ð� ´¨� M ¤¢ L ¥� ü¨�¨� Ýû-Æ ñøÀõÂ þ¥ ×þ K Ý þ¤�¢ K � L � M ý�Â � (1¥� ,Àª�� ¢ÂÔ�õ ñøÀõ ×þ M=X �î üÏÂª �� M ¥� X ñøÀõÂþ¥ Âû ý�Â� Âð� �ú��.K +X =M ¢�ª �¹�µ÷ L+X =MM ¥� �µÆ� Ýû-Æ ñøÀõÂþ¥ ×þ N ø X �Æ M �î ý¤�Ï �� X � N � M ù�ðÂû (2.X � N ù�Ú÷� ,Àª��×þ L=K ù�Ú ÷� ,Àª� � M ¥� � µÆ� Ýû-Æ ñøÀõÂ þ¥ ×þ L ø K � L � M ù�ðÂû (3.´¨� M=K ¥� �µÆ� Ýû-Æ ñøÀõÂþ¥ÛÊê ß þ� ¤¢ .Àª À �û��¡ �ÂÎõ Æ � D+11 ø Æ � D11 ý�û ñøÀõ �¤� ú� ÛÊê ¤¢� � �¤ �û ñøÀõ ¥� á�÷ ßþ� ¯�± �¤� ø ù¢¤ø� ´¨À� �û ñøÀõ ¥� ù¢¤ ßþ� ý�Â � °ó�� ü¬��¡üõ ö�È÷ ÛÊê ßþ� ¤¢ .Ý��î üõ ü¨¤Â� Ó�ã® �µÆ� Ýû-Æ ø �µÆ� Ýû-Æ ý�û ñøÀõÂþ¥ø ����÷ üþ�µó¢ ý�¤�¢ �ûÀ÷�ãÞ� ¥� üØþ �î ´¨� �þ�¹� ý�¤�¢ Æ �D11 ñøÀõ Âû �î Ý�û¢.Àª�� üõ ©¢�¡ �� Â��Â� üþ�µó¢ ý�¤�¢ ýÂÚþ¢´�¬�¡ �� Æ � D11 ñøÀõ ×þ ¥� À÷�ãÞ� Âû �î Ý��î üõ ´��� ÛÊê ßþ� ¤¢ ß��»Þû.Àª�� üõ Æ �D11 ñøÀõ ×þ ,À÷�ãÞ� í�Âµª�Æ�D11 ñøÀõ ¥� ýÂÆî Âû �î ´¨� ßþ� ÛÊê ßþ� ¤¢ ùÀõ� ´¨À� ÂÚþ¢ °ó�� ¸þ�µ÷ �ÜÞ�¥�.´¨� Æ �D11 ñøÀõ ×þ �f¢À¹õ 3 �þ�� �f õ�î ñøÀõÂþ¥ ×þ �Ü�¨ø ��Æ�D11 ñøÀõ Âû Ý�û¢ üõ ö�È÷ ø ù¢Âî üêÂãõ ÛÊê ßþ�¤¢ �¤ Æ�D+11 ý�û ñøÀõ �úµ÷� ¤¢:Àª�� üõ Æ �D+11 ñøÀõ ×þ Âþ¥ Íþ�Âª ¥� üØþ ù�ÂÞû ��fully invariant3



D3 ¯Âª �� ñøÀõ ×þ (1)üã�¨�� ø UC ñøÀõ ×þ (2)üã�¨�� ø ÛØª À�� ñøÀõ ×þ (3)üÖþ¤�� �±ª ø üû��µõ Àã� �� üã®�õ¤�Ï �� ø ÛØªÀ�� ñøÀõ ×þ (4)
�� ø Ý��î üõ üêÂãõ �¤ Æ � GWS ø Æ � GAS ,Æ � GS ý�û ñøÀõ Ý¹�� ÛÊê ¤¢ýø¤ ýÂ�¹÷¥ Íþ�Âª ÛÊê ßþ� ý�úµ÷� ¤¢ .Ýþ¥�¢Â� üõ �û ñøÀõ ¥� ù¢¤ ßþ� «��¡ ü¨¤Â�Ý¹�� ÛÊê ¤¢ ùÀõ� ´¨À� ¸þ�µ÷ �ÜÞ� ¥� .Ý�û¢ üõ ¤�Âì Û�Ü½� ¢¤�õ �¤ Æ �GS ý�û ñøÀõ:¥� À��¤�±ä.´¨� ù¢�¨ �Þ�÷ ñøÀõ ×þ ÂÔ¬ ý�µó¢ �� Æ �GS ñøÀõ Âû (1ø ù¢� � ù¢�¨ �Þ� ÷ �û À÷�ãÞ� ¥� üØþ �î ´¨� ý� � þ�¹� ý�¤�¢ Æ � GS ñøÀõ Âû (2.´¨� ü¨�¨� üþ�µó¢ ý�¤�¢ ýÂÚþ¢Æ �GS ñøÀõ ×þ ¥� ýÂÆî Âû ß��»Þû ø Æ �GS ý�û ñøÀõ üû��µõ ¢�Àã� á�Þ¹õ (3.¢�� Àû��¡ Æ �GS ñøÀõ ×þ �f¢À¹õÂð� ´¨� ü���¤� M ù�Ú÷� ,Àª�� ùÀª À�ó�� �f�û��µõ ø Æ �GAS ñøÀõ ×þ M ù�ðÂû (4.À�î ëÀ¬ ����÷-Æ ý�û ñøÀõÂþ¥ ýø¤ üóø�÷ Â�¹÷¥ ¯Âª ¤¢ M Âð� �ú��øÂð� �ú�� ø Âð� ´¨� Æ �GWS ,M ù�Ú÷� ,Àª�� ùÀª À�ó�� �f�û��µõ ñøÀõ ×þ M ù�ðÂû (5.Àª�� Ó�ã® ÂþÁ� ÛÞØõ-Æ ñøÀõ ×þ M



ø ´¨� ÂÔ¬�÷ ü�Â® ü÷�Þû ÂÊ�ä �� �ÖÜ� ×þ ùÀ�û¢ ö�È÷ R �ó�¨¤ ßþ� Â¨ �� Â¨ ¤¢üþ�¹����÷ üÜî ´ó�� ¤¢ �û �ÖÜ� .Àª�� üõ ü÷�Øþ ´¨�¤ ñøÀõ - R×þ ,ñøÀõ ¥� ¤�Ñ�õMod�R �� �¤ ´¨�¤ ý�û ñøÀõ - R ý¤�Úµî .¢�ª ¼þÂÊ� ö� é�¡ �î ßþ� ÂÚõ ,À�µÆûö¢�¢ ö�È÷ ý�Â� °��Â� �� E(M) ø Z(M) ,Rad(M) ,J(R) ý�û¢�Þ÷ ¥� .Ý�û¢ üõ Çþ�Þ÷üÖþ¤�� é�è ø M ñøÀõ ¢ÂÔ�õ ñøÀõ Âþ¥ ,M ñøÀõ ñ�Øþ¢�¤ ,R �ÖÜ� ßÆ��Ø�� ñ�Øþ¢�¤¥� Ý�ÖµÆõ À÷�ãÞ�×þ N �î ´¨��ãõ ßþ� �� N �� M ß�»Þû .Ý��î üõ ù¢�Ôµ¨�M ñøÀõ.´¨� M



1 ÛÊê
ü��õÀÖõ ý�þ�Ìì ø Ý�û�Ôõ ,Óþ¤�ã�
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8 ßÆ��Ø�� ñ�Øþ¢�¤ ø ×��î ý�û ñøÀõ Âþ¥ 1.1¤�Â ì ù¢� Ô µ¨� ¢¤� õ � ó� ¨¤ ß þ� Â¨�Â¨ ¤¢ � î ü þ�À µ �� Ý � û� Ô õ üêÂ ã õ � � ÛÊê ß þ� ¤¢℄33[ ø ℄19[ ,℄6[ ,℄2[ â���õ ¥� ÛÊê ßþ� ý�þ�Ìì ø Óþ¤�ã� ,Ý�û�Ôõ .Ýþ¥�¢Â�üõ ,À÷Â�ðüõ.À÷�ùÀª �µêÂð
ßÆ��Ø�� ñ�Øþ¢�¤ ø ×��î ý�û ñøÀõ Âþ¥ 1.1¤¢ (����÷) ×��î �¤ M ¥� N ñøÀõ Âþ¥ .Àª�� ñøÀõ ×þ MÀ��î­Âê 1.1.1 ÓþÂã�M ¥� L ùÂ¨ ñøÀõ Âþ¥ Âû ý�¥� �� ù�ðÂû ,Ý�û¢ üõ Çþ�Þ÷ N � M ´õ�ä �� ø Ý�þ�ð MN + L = M ¥� ,M ¥� L ñøÀõ Âþ¥ Âû ý�¥� �� ,ñ¢�ãõ ¤�Ï �� �þ N + L 6=M Ý�ª�� �µª�¢. L =M ¢�ª �¹�µ÷(℄19[ 4.2 Ýó) 2.1.1 Ýó:À÷¤�ÂìÂ� Âþ¥ ��Ø�� .À�ª�� M À�÷�õ üóøÀõ ý�û ñøÀõÂþ¥ A � B À��î ­Âê;A�M ù�Ú÷� A� B Âð� (1;A� B ù�Ú÷� Àª�� M ¥� Ý�ÖµÆõ À÷�ãÞ� ×þ B ø A�M Âð� (2.f(A)� f(M) ù�Ú÷� Àª�� üµ¿þÂÞû ×þ f :M �! N ø A�M Âð� (3Rad(M) �� �¤ M ßÆ��Ø�� ñ�Øþ¢�¤ .Àª�� ñøÀõ ×þ M À��î ­Âê 3.1.1 ÓþÂã�:Ý��î üõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� ø ù¢�¢ Çþ�Þ÷Rad(M) = TfN j ´¨� M ¥� üó�Þþ�î�õ ñøÀõ Âþ¥ Ng = PfKjK �Mg



9 ßÆ��Ø�� ñ�Øþ¢�¤ ø ×��î ý�û ñøÀõ Âþ¥ 1.1
(℄2[ 15.4 �¹�µ÷) 4.1.1 Ýó.Rad(RR) = J(R) = Rad(RR) ù�Ú÷� Àª�� �ÖÜ� ×þ R Âð�ù�Ú÷� ,Àª�� �ÖÜ� ×þ R À��î ­Âê 5.1.1 ÝóJ(R) = fr 2 Rj ´¨� ÂþÁ� öø¤�ø ´¨�¤ ¥� 1� rs , s 2 R Âû ý�¥� �� g= fr 2 Rj ´¨� ÂþÁ� öø¤�ø ²� ¥� 1� sr , s 2 R Âû ý�¥� �� gø À � ª� � ñøÀ õ ø¢ N ø M À � � î ­Â ê (℄2[ 9.14 ù¤�� ð)( Ó ó� 6.1.1 ù¤��ð.f(Rad(M) � Rad(N) ù�Ú÷� Àª�� üµ¿þÂÞû-R×þ f :M �! N.MJ(R) � Rad(M) ù�Ú÷� .Àª�� ñøÀõ ×þ M À��î ­Âê (℄2[ 15.18 �¹�µ÷) (�(℄2[ 9.19 ù¤��ð) 7.1.1 ù¤��ð,M = Li2IMi �î ý¤�Ï � � Àª� � M ý�û ñøÀõ Â þ¥ ¥� �ä�Þ¹õ ×þ (Mi)i2I Âð�.Rad(M) =Li2I Rad(Mi) ù�Ú÷�öø¤�ø 1 � x � þ x ,x 2 R Âû ý�¥� �� ù�ðÂû À�õ�÷ üã®�õ �¤ R �ÖÜ� 8.1.1 ÓþÂã�.Àª�� ÂþÁ�:À�ó¢�ãõ R �ÖÜ� ý�Â� Âþ¥ ¢¤��õ (℄2[ 15.15 ù¤��ð) 9.1.1 ù¤��ð;´¨� üã®�õ R (1;¢¤�¢ ´¨�¤ ß�È�� ¢Âê �� ÂÊ½�õ ñ� ùÀþ� ×þ R (2.´¨� R´¨�¤ ß�È�� ¢Âê �� ÂÊ½�õ ñ� ùÀþ� J(R) (3



10 ñøÀõ ×þ Ûî�¨ ø �µÆ� ø ÝÞµõ ,ü¨�¨� ý�û ñøÀõ Âþ¥ 2.1
Ý�ÖµÆõ âÞ� ö���ä �� ,M ñøÀõ ¥� M = Li2IMi �þ�¹� ×þ Ý�þ�ð 10.1.1 ÓþÂã�ù� ðÂ û ,À � î ü õ Û õ� î �¤ Ý � Ö µ Æ õ ý� û À ÷� ã Þ � ,(Mi)i2I Â Ô ¬� ÷ ý� û ñøÀ õ Â þ¥� î ý¤� Ï � � À ª� � ¢� �� õ J � I � ä� Þ¹ õ Â þ¥ ,M ¥� K Ý � Ö µ Æ õ À ÷� ã Þ � Â û ý�Â �.M = (Lj2JMj)�K�¤�¬ � � ü û� � µ õ � þ� ¹ � × þ ý�¤�¢ M Â ð� (℄2[ 12.7 � ¹ � µ ÷) 11.1.1 �¹�µ÷üµ¿þ¤ öø¤¢ �ÖÜ� ,i = 1;2; : : : ; n Âû ý�¥� �� �î ý¤�Ï �� Àª�� M = M1 � � � � �Mn.À�î üõ Ûõ�î �¤ Ý�ÖµÆõ ý�ûÀ÷�ãÞ� M ¥� �þ�¹� ßþ� ù�Ú÷� ,Àª�� üã®�õ End(Mi)ñøÀõ ×þ Ûî�¨ø �µÆ� ø ÝÞµõ ,ü¨�¨� ý�û ñøÀõ Âþ¥ 2.1ü¨� ¨� �¤ M ¥� A ñøÀ õ Â þ¥ × þ .À ª� � ñøÀ õ × þ M À � � î ­Â ê 1.2.1 ÓþÂã��÷ ñøÀõ Âþ¥ Âû ý�¥� �� ù�ðÂû Ý�û¢ üõ Çþ�Þ÷ A �e M ¢�Þ÷ �� ø ùÀ�õ�÷ M ¤¢ (ï¤��)üõ A ¥� ü¨�¨� â�¨�� ×þ �¤ M ´ó�� ßþ� ¤¢ ,Àª�� ¤�ÂìÂ� A \ K 6= 0 ,M ¥� K ÂÔ¬M ¤¢ M ¥� ÂÔ¬ �÷ ñøÀõ Âþ¥ Âû ù�ðÂû Ý�õ� ÷ üõ ´¡���Øþ �¤ M ÂÔ¬ �÷ ñøÀõ .Ý�õ� ÷.Àª�� ü¨�¨�üõ ù¢�¢ Çþ�Þ÷ So
(M) �� �î M Ûî�¨ ,Àª�� ñøÀõ ×þ M À��î ­Âê 2.2.1 ÓþÂã�.M ü¨�¨� ý�û ñøÀõÂþ¥ �Þû í�Âµª� ¥� ´Æ�¤�±ä ¢�ª



11 ñøÀõ ×þ Ûî�¨ ø �µÆ� ø ÝÞµõ ,ü¨�¨� ý�û ñøÀõ Âþ¥ 2.1.Àª� � �û ñøÀõ ¥� ù¢¤ ×þ A = fAigi2I ø ñøÀõ ×þ M À� �î ­Âê 3.2.1 ÓþÂã�¥� �û üµ¿þÂÞû ��Þ� Ý�ÖµÆõ Âþ�Ê� á�Þ¹õ ¥� ´Æ�¤�±ä A§�î �� ´±Æ÷M ñøÀõ ÅþÂ�.¢�ª üõ ù¢�¢ Çþ�Þ÷ TrM(A) �� ø M �� A ¤¢ ¢���õ ý�û ñøÀõñøÀõÂþ¥ �Þû á�Þ¹õ �� ´¨�Â��Â� �Ö�ì¢ So
(M) �î ´¨� ùÀª ù¢�¢ ö�È÷ ℄2[ â�Âõ ¤¢´±Æ÷ M ñøÀõ ÅþÂ� ¥� ´Æ�¤�±ä So
(M) ´Ôð ö��� üõ ßþ�Â���� ø M ñøÀõ ß�Þî ý�û.ù¢�¨ ý�û ñøÀõ §�î ��
Ûî�¨ �Áó .Àª�� ù¢�¨ ý�û ñøÀõ á�Þ¹õ �¤�Ê� ù�ðÂû Ý�þ�ð ù¢�¨ �Þ�÷ �¤ M ñøÀõ.Àª�� üõ ù¢�¨ �Þ�÷ ñøÀõ ×þ ù¤��Þû ñøÀõ ×þ
Âû Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� ù¢�¨ �Þ�÷ M ñøÀõ �î ´¨� ùÀª ´��� ℄2[ â�Âõ ¤¢ ß��»Þû.Àª�� Ý�ÖµÆõ À÷�ãÞ� ×þ ö� ñøÀõÂþ¥�¤ N .À�ª��M ý�û ñøÀõ Âþ¥ L ø N ø Àª�� ñøÀõ ×þ M À��î­Âê 4.2.1 ÓþÂã�.Àª�� ß�È�� ´�¬�¡ ßþ� �� ´±Æ÷ N ø N \ L = 0 ù�ðÂû Ý�õ�÷ üõ L ý�Â� ÝÞµõ ×þ�� �� .´¨� ü¨�¨� M ¤¢ N � L ù�Ú÷� ,Àª�� M ¤¢ L ý�Â� ÝÞµõ ×þ N Âð� �î À��î ����¢���õ M ¤¢ ÝÞµõ ×þ ù¤��ÞûM ¥� L ñøÀõ Âþ¥ Âû ý�Â� �î Ý���þ üõ ¤¢ 1ö¤¥ Ýó ýÂ�ð¤�îÛõ�ª B ù�Ú÷� A \ B = 0 �î ý¤�Ï �� À�ª��M ý�û ñøÀõ Âþ¥ B ø A Âð� âì�ø ¤¢ .´¨�.¢�� Àû��¡ M ¤¢ A ý�Â� ÝÞµõ ×þZorn's lemma1



12 ñøÀõ ×þ Ûî�¨ ø �µÆ� ø ÝÞµõ ,ü¨�¨� ý�û ñøÀõ Âþ¥ 2.1M ¥� üóøÀõ Âþ¥ ÝÞµõ N ù�ðÂû À�õ�÷ üõ ÝÞµõ ×þ �¤ M ¥� N ñøÀõ Âþ¥ 5.2.1 ÓþÂã�.Àª�� L À�÷�õ,Ý�þ�ð �µÆ�M ¤¢ �¤ M ¥� N ñøÀõ Âþ¥ .Àª�� ñøÀõ ×þ M À��î­Âê 6.2.1 ÓþÂã�.N �
 M Ý�Æþ�÷ üõ ´ó�� ßþ� ¤¢ .Àª�� �µª�À÷M ¤¢ ý� ùÂ¨ ü¨�¨� â�¨�� º�û N ù�ðÂûñøÀõ Âþ¥ D ø C ,B ,A ø ù¢�� ñøÀõ ×þ M À��î ­Âê (℄8[ 1.1 ù¤��ð) 7.2.1 Ýó.C � D ø A � B �î ý¤�Ï �� À�ª�� M ý�û.A \ C �e B \D ù�Ú÷� C �e D ø A �e B Âð� (1.A �e M Âð� �ú�� ø Âð� B �e M ø A �e B (2Âð� .À�ª��M ý�û ñøÀõ Âþ¥ A � B ø Àª�� ñøÀõ ×þ M À��î­Âê 8.2.1 ÓþÂã�Âþ¥ Âû ö¤¥ Ýó Â� ��� .Ý�õ�÷ üõ M ¤¢ A ý�Â� ¤�µÆ� ×þ �¤ B ù�Ú÷� ,B �
 M ø A �e BñøÀõ Âþ¥ ×þ ¤�µÆ� �î ¢¤�À÷ üõø�ó üóø ´¨� M ¤¢ ¤�µÆ� ×þ ý�¤�¢ Ýî ´¨¢ M ¥� ñøÀõ.Àª�� ¢Âê �� ÂÊ½�õù�ðÂû Ý�õ�÷ üõ ñøÀõ -UC ×þ �¤ M .Àª�� ñøÀõ ×þ M À��î­Âê 9.2.1 ÓþÂã�.Àª�� M ¤¢ �÷�Úþ ¤�µÆ� ×þ ý�¤�¢ M ¥� ñøÀõ Âþ¥ Âû:À�ó¢�ãõ M ñøÀõ ý�Â� Âþ¥ ��Ø�� (℄24[ 6 Ýó) 10.2.1 ù¤��ð.´¨� ñøÀõ -UC ×þ M (1.´¨� �µÆ� M ¤¢ ��÷ N1 \N2 ù�Ú÷� ,À�ª��M ¥� ý� �µÆ� ý�û ñøÀõ Âþ¥ N2 ø N1 Âð� (2


