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:چكيده   
  

  .در اين پايان نامه زير جبرهاي موروثي از جبرهاي عملگرها را مورد بررسي قرار مي دهيم
عملگرها روي يك فضاي هيلبرت است ، يا به بيان ديگر يك زير جبر  يك جبر عملگرها يك جبر بسته از

     .جبر است−C*بسته از يك
از عملگرها ، يكدار است، اگر يك هماني از نرم يك داشته باشد و مي گوييم       Aمي گوييم يك جبر

  .يكه ي تقريبي دار است اگر يك هماني تقريبي انقباضي داشته باشد
  .است 1B، يك زير جبر بسته  شامل Bجبر−C*يك زير جبر يكدار از يك

     را مورد بررسي قرار مي دهيم و تناظر بين رده ي از عملگرها Aاز جبر ايده آل ها −rسپس رده ي
r−  ايده آل ها و رده يl− هر جبر عملگرها داراي  همچنين نشان مي دهيم. ها را پيدا مي كنيم ايده آل

)يك هماني تقريبي انقباضي ، داراي خاصيت )l مي باشد.  
نظريه ي         نتايج مطرح شده در فصل دوم را بكار خواهيم برد تا به يك تعميم از در فصل هاي سوم

*C− مدول ها دست يابيم.   
               از فضاي حالت و *ارتباط بين زير جبرهاي موروثي ، صورت هاي بسته ي ضعيفدر فصل چهارم 

كه زير جبرهاي موروثي از يك جبر يكه ي  نيم پيوستگي پاييني را مطرح مي كنيم ، سپس نشان مي دهيم
  . ايده آل هاي يكه ي تقريبي دار هستند  −Mاز عملگرها ، دقيقا شبه  Aتقريبي دار
  .تصاوير را مورد بررسي قرار مي دهيم −pنظريه ي كلاسيك تصاوير قله اي و پنجمدر فصل  سرانجام

  
  
  
  
  
  
  

:واژگان كليدي   
   مدول ، −C*، تصوير باز ، هماني تقريبي ، صورت ، فضاي حالت ، ايده آل ، زير جبرهاي موروثي

M− ، ايده آل ، تصوير قله ايp− تصوير.  
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  :مقدمه 
  

يك جبر عملگرها يك جبر بسته از عملگرها روي يك فضاي هيلبرت است ، به بيان ديگر يك زير جبر بسته 
  .جبر است −C*از يك

     از عملگرها ، يكدار است، اگر يك هماني از نرم يك داشته باشد و مي گوييم   Aمي گوييم يك جبر
  .يكه ي تقريبي دار است اگر يك هماني تقريبي انقباضي داشته باشد

  .است 1B، يك زير جبر بسته شامل Bجبر −C*يك زير جبر يكدار از يك
از عملگرها سروكار داريم كه شامل  Aاز يك جبر Jدر اين پايان نامه اغلب با ايده آل هاي راست بسته ي

  .ايده آل ها مي ناميم −rمي باشند كه اين ها را براي اختصار Jيك هماني تقريبي انقباصي چپ براي
ايده آل ها ناميده         −lهماني تقريبي انقباضي راست ، رده ي آل هاي چپ بارده ي مورد نظر از ايده 

  .اما به دليل تقارن موضوع لزومي ندارد كه اين رده را در نظر بگيريم. مي شود
ايده آل هاي راست هستند و يك تناظر دوسويي بين               ايده آل ها دقيقا −rجبرها ، −C*براي 

r− ايده آل ها وl−  ايده آل ها برقرار است ، يعني*J J→ .  
ن                         نشان داده شده است يك تناظر دوسويي بي [13]از مرجع 5-2همانطور كه در بخش 

l− ايده آل هايJ و تصاوير مشخصp در دوگان دوم**A اين تابع دوسويي ،. وجود داردJ  را به
مي برد           Jاز يك هماني تقريبي انقباضي چپ براي *تكيه گاهي چپ اش ، يعني حد ضعيفتصوير 

pA**را به ايده آل راست pو برعكس AI مي برد.  
به آن مراجعه  ( Hay s theorem ) هايختصار به عنوان قضيه ي كه به ا [29]قضيه ي اصلي در مرجع

 pباز باشد آنگاه تصاوير Bجبر −C*يك زير جبر يكدار از يك Aخواهيم كرد بيان مي كند كه اگر
Aه عنوان تصاوير درمي توانند ب اثبات اين قضيه بسيار طولاني  .باز هستند مشخص شوند  B**كه در ⊥⊥

                         ( noncommutative Urysohn lemma)است و در آن از لم اوريسون غير جابه جايي 
  .نيز استفاده مي شودبيان شده  [2]كه در مرجع

، يك ايده آل داخلي است اگر و تنها اگر  Aاز يك جبر Jدر اين پايان نامه مي گوييم يك زير فضاي
JAJ J⊂ .  

از عملگر ها ، يك زير جبر موروثي است اگر و تنها اگر  Aكه يك زير فضا از يك جبرنشان مي دهيم 
  .يك ايده آل داخلي يكه ي تقريبي دار باشد
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  :اكنون محتوي پايان نامه را بطور خلاصه مورد بررسي قرار مي دهيم 
  .در فصل اول به بيان برخي از تعاريف و قضاياي مقدماتي مورد نياز مي پردازيم

ك زير جبر موروثي از جبر عملگر ها مي پردازيم و قضايايي در اين رابطه ذكر به بيان تعريف ي در فصل دوم
  .مي كنيم
)داراي خاصيت Aيك جبر عملگرهاي [11] در مرجع )l  ناميده مي شود اگر يك هماني تقريبي انقباضي

)چپ )te د بطوريكهداشته باشs t se e e→ باt براي هرs  . در اين مرجع اين پرسش مطرح  مي شود
)كه آيا هر جبر عملگرهاي داراي يك هماني تقريبي انقباضي ، داراي خاصيت )l  مي باشد يا خير ؟ كه در

  .ين فصل به اين سوال پاسخ خواهيم دادا
در فصل هاي سوم نتايج مطرح شده در فصل دوم را بكار خواهيم برد تا به يك تعميم از نظريه ي        

*C− مدول ها دست يابيم .  
از فضاي حالت و          *در فصل چهارم ، ارتباط بين زير جبرهاي موروثي ، صورت هاي بسته ي ضعيف

       ايده آل ها مي آوريم و نشان  −Mمطالبي را راجع بهم پيوستگي پاييني را مطرح مي كنيم ، سپس ني
                         يقا شبهاز عملگرها ، دق Aمي دهيم كه زير جبرهاي موروثي از يك جبر يكه ي تقريبي دار

M−  ايده آل هاي يكه ي تقريبي دار هستند .  
بخصوص . تصاوير مي پردازيم −pبه بيان تعاريف و قضاياي مربوط به تصاوير قله اي و پنجمدر فصل 

ايده آل ها يكي  −rتصاوير با تصاوير تكيه گاهي  −pيعني اين كه آيا [29]سوال مطرح شده در مرجع
  :تبديل مي كنيم هستند يا خير را به صورت يك سوال ساده مهم زير درباره ي هماني تقريبي 

داراي يك هماني تقريبي به  Aيك جبر يكه ي تقريبي دار از عملگرها باشد آنگاه آيا Aاگر: سوال 
1)فرم )tx− با( )tx Ball A∈  1عنصر هماني يكدار شده ي 1هست يا خير ؟ كه در اينجاA ازA 
  .است

  
  



 

را يك فضاي نرم دار گوييم هرگاه تابعي مانند )  Fروي ميدان( ،  Xفضاي برداري : تعريف 1-1
. : X → x,موسوم به نرم وجود داشته باشد بطوريكه براي هر � y X∈ و هرFα داشته  ∋

  :باشيم 
)1(0  ,  x 0  0 x x≥  = ⇔ =   
)2 (x xα α=   
)3 (.  x y x y+ ≤ +  

x,اگر براي هر y X∈ تعريف كنيمd(x,y)= x y− آنگاهX تبديل به يك فضاي متريك  
  . مي شود كه توپولوژي حاصل از آن را توپولوژي نرم مي ناميم

  
  .مي شودحاصل از نرم كامل باشد فضاي باناخ ناميده  آن ، متردار كه در يك فضاي نرم  : تعريف 2-1

  
  يك نگاشت Hيك ضرب داخلي روي يك فضاي برداري مختلط  : فضاي ضرب داخلي  3-1

( , ) ,x y x y
H H C

〈 〉
× →

a
  :وريكهاست بط

,براي هر ) 1( ,x y z H∈ و هر,a b C∈  
                                                                                      , , ,ax by z a x z b y z〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉   

x, براي هر  )2(       y H∈                                                                            , ,x y y x〈 〉 = 〈 〉  
0براي هر ) 3(       x H≠ ∈                                                                                 , 0x x〈 〉 ≥

)دراينصورت , , )H 〈⋅ xفضاي ضرب داخلي ناميده مي شود و براي هر يك 〈⋅ H∈ تعريف         
  :مي كنيم

  .,x x x= 〈 〉  
  

x,ي ضرب داخلي كه نسبت به نرميك فضا : فضاي هيلبرت4-1  x x= 〈 كامل باشد  〈
  .يك فضاي هيلبرت ناميده مي شود

  
شوارتز  -نا مساوي كشي:  (Cauchy-Schwartz inequality)شوارتز  -نامساوي كشي 5-1

x,بيان مي كند كه براي تمامي y ها در فضاي ضرب داخلي رابطه ي زير را داريم:  
2, , . , .x y x x y y〈 〉 ≤ 〈 〉 〈 〉    



 

〉.,.كه در آن    :همچنين رابطه ي فوق با رابطه ي زير معادل است . ضرب داخلي است  〈
, . .x y x y〈 〉 ≤     

  
   Xاگر دوگان. باشد  �يا �داري نرم دار روييك فضاي بر Xفرض كنيد: فضاي انعكاسي   6-1

  و دوگان دوم آن را با  X*نماد را با)  �يا �به Xيعني فضاي تمام نگاشت هاي خطي و پيوسته از( 
**X نمايش دهيم آنگاه يك تبديل خطي پيوسته**:J X X → تعريف شده توسط :  

*( )( ) ( ) ,J x x x X Xϕ ϕ ϕ=        ∀ ∈     ∈  
)حافظ نرم است يعني Jباناخ –هان بنابر نتيجه اي از قضيه ي . وجود دارد  )J x x=  و لذا يك به

  .، يك به يك و پوشا باشد Jيك فضاي انعكاسي ناميده مي شود هرگاه Xفضاي. يك است 
  

X,فرض كنيد:  عملگر خطي 7-1 Y عملگر. فضاهاي برداري باشند:T X Y→  را يك عملگر
1خطي گوييم هرگاه براي هر 2,x x X∈ و هرFα   :داشته باشيم  ∋

1 2 1 2( ) ( ) ( )   .T x x T x T xα α+ = +  
 
  

)طيالحاق يك عملگر خ  : الحاق يك عملگر خطي 8-1 )T B H∈  كه با نماد*T  نمايش   
  :داده مي شود به صورت زير تعريف مي شود

*, ,       x,y H   .x Ty T x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈  
    

          
T:يك عملگر خطي كراندار  : عملگر خود الحاق 9-1 H H→ي يك فضاي هيلبرتروH 

T*خودالحاق است اگر T=  . يا به عبارت ديگر عملگر خطي كراندارTتروي فضاي هيلبرH 
  : است اگر  ودالحاقخ

, ,     x,y H  .x Ty Tx y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈  
 
  

  . متقارن باشدAخودالحاق است اگر و تنها اگر  Aبا ماتريس  �nنگاشت خطي روي  : مثال 10-1
TAيعني  A=كه در آنTA ترانهاده ي ماتريسA است.  

 
  



 

يك عملگر  :عملگر تصوير 11-1
( )

:
x y P x

P H H
=
→

a
Hيك تصوير روي فضاي هيلبرت           ناميده  

Yباشد و  Pبرد  Yوجود داشته باشد بطوريكه Hاز Yمي شود، اگر يك زير فضاي بسته ي فضاي  ⊥
در اينصورت مي توان نوشت  . باشدYعملگر هماني رويYP باشدو Pپوچ

x y z
H Y Y ⊥

= +
= ⊕     

y,كه  Y z Y ⊥∈   : مي توان نوشت Pو با توجه به عملگر تصوير ∋
 ( ) ( ) .x y z P x I P x= + = + −     

Yاين نشان مي دهد كه عملگر تصوير روي فضاي  ⊥ ،I-P  مي باشد.  
وجود دارد كه معمولا به عنوان يك Hبراي يك تصوير روي فضاي هيلبرت  مشخصه هاي ديگري نيز

  .تعريف مي توان از آنها استفاده كرد
  

P:يك عملگر خطي كراندار  : )تصوير(قضيه  12-1 H H→  روي يك فضاي هيلبرتH    
*يعني( خود الحاق و خود توان باشد  P، اگر و تنها اگر تيك تصوير اس 2P=P =P( .  

   .نمايش دهيد Yرا با نمادP(H)باشد وHيك تصوير روي فضاي هيلبرت  Pفرض كنيد كه: برهان
xچون براي هر،  در اينصورت H∈ وPx y Y= 2Pداريم ،∋ x Py y Px= =   :لذا  =

2 .P P=    
1بعــلاوه فــرض كنيــد   1 1 2 2 2 ,  x y z x y z= + = 1كــه  + 2 1 2.  ,  ,  ,y y Y z z Y ⊥∈ ∈ 

Yدراينصورت چون Y 1پس  ⊥⊥ 2 2 1.  , , 0y z y z〈 〉 = 〈 〉 =  
   :از طرفي چون 

1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2, , , , ,   Px x y y z y y y z y x Px〈 〉 = 〈 + 〉 = 〈 〉 = 〈 + 〉 = 〈 〉  
  .خودالحاق است Pلذا 

ــر عكــس ــد كــه  : ب 2فــرض كني *P P P= ــا  P(H)و = ــد Yرا ب ــراي . نمــايش دهي در اينصــورت ب
xهر H∈  :  

( )   .x Px I P x= + −  
  :با توجه به اين كه 

, ( ) , ( ) , ,0 0Px I P x x P I P x x Px Px x〈 − 〉 = 〈 − 〉 = 〈 − 〉 = 〈 〉 =  
)نتيجه مي شود كه ) ( )Y P H I P H= ⊥ −  .  

Y فضاي پوچ  ،(I-P) مي باشد، چون  
2( ) 0   ( ) ,I P Px Px P x Y N I P− = − = ⇒ ⊂ −  



 

)اكنون فرض كنيد  )x N I P∈ )لذا − ) 0I P x− 0xپس = Px−   كه نتيجه مي دهد  =
x Px= لذاx Y∈ و داريم( )N I P Y− يك  Yفضاي پوچ بسته مي باشد لذا  چون   حال. ⊃

Pxحال اگر . فضاي بسته است y=  2، داريمPy=P x=Px=y   لذاYP   عملگر هماني روي
Y است       .  

  
  : داريمHروي يك فضاي هيلبرت   Pبراي هر تصوير  : قضيه 1-13

)1 (2,Px x P x〈 〉 =  
)2 (0 P ≥  
)3 (1P ≤ }و اگر   }( ) 0P H 1Pآنگاه ≠ = .  
 
  :با توجه به روابط زير حاصل مي شوند ) 2(و ) 1(روابط : اثبات 

22, P x,x , 0  .Px x Px Px Px〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = ≥  
2شـوارتز داريـم    كشـي  بنابر نامسـاوي  ,Px Px x Px x= 〈 〉 0xبنـابراين بـراي هـر     ≥ ≠  ،

1
Px
x

1P و ≥ 0همچنين اگر.  ≥ ( )x P H≠ 1آنگاه   ∋
Px
x

) 3(كه نشان مـي دهـد     =

    .  برقرار است

  
EPباشـد و  Hلبـرت يـك زيـر فضـاي بسـته از فضـاي هي       Eفـرض كنيـد   : قضيه 1-14 P=  تصـوير          

}را نمـــايش دهـــد و   Eبـــه روي }:  , 0   E f H f g g E⊥ = ∈ 〈 〉 = ∀      دراينصـــورت ∋
   : گزاره هاي زير با هم معادلند

      )١ (P   اق استيك عملگر خودالح.  
     )2 (( )P f f= براي هرf E∈ و( ) 0P g gبراي هر = E ⊥∈ .  
     )3(  2P P= .  
     )4 (2 2( ), ( )P f f P f f〈 〉 = ≤ .  
     )5 (E  بردP   است يعني:}{ :  ( )  E f H P f f= ∈ = .  
    )6 (E }{: است يعني   Pفضاي پوچ ⊥ :  ( ) 0E f H P f⊥ = ∈ =  
  



 

   . [33,7-14]: اثبات 
  

P:، يك نگاشت خطي Hيك تصوير متعامد روي فضاي هيلبرت  : تعريف 15-1 H H→   اسـت
  :كه در شرايط زير صدق كند 

)1(2P P=   
x,براي هر) 2( y H∈ داشته باشيم, ,Px y x Py〈 〉 = 〈 〉.  

  .يك تصوير متعامد لزوما كراندار است
  

1Pيك تصوير متعامد غير صفر باشد آنگاه Pاگر  : قضيه 16-1 =.  
xاگر: اثبات  H∈ 0وPx   : شوارتز داريم  -آنگاه بنابر نامساوي كشي ≠

2, , ,Px Px x P x x PxPx x
Px Px Px

〈 〉 〈 〉 〈 〉
= = = ≤  

1Pبنابراين ≤   .)1(  
0Pچــــون x، آنگــــاه يــــك ≠ H∈ 0وجــــود دارد بطوريكــــهPx )و ≠ )P Px Px= 
1Pبنابراين ≥    .)2(  

1P: داريم  )2(و )1(بنابر  =.   

  
                  گوييم Fيك جبر روي ميدان   Fرا روي يك ميدان Aفضاي برداري :جبر 17-1

Fاگر (  = �،A را يك جبر حقيقي و اگرF = � ،Aهرگاه )را يك جبر مختلط گوييم ،
)نگاشت ),a b ab→  ازA A A× Fαوجود داشته باشد بطوريكه براي هر → و هر  ∋

, ,a b c A∈ داشته باشيم:  
     )1( a(bc)=(ab)c   
     )2 (a(b+c)=ab+ac  ,  (a+b)c=ac+bc   
     )3 (.  ( a)b= (ab)=a( b) α α α    
a,bنسبت به عمل ضرب جابجايي باشد يعني به ازاي هر Aرا جابجايي گوييم هرگاه Aجبر A∈  داشته

  . ab=baباشيم 



 

1يكدار گوييم هرگاه عنصر را Aجبر A∈   وجود داشته باشد بطوريكه بـه ازاي هـرa A∈    داشـته باشـيم
1a=a1=a .  

  .نسبت به عمل ضرب بسته باشد Bگوييم هرگاه Aزير جبر را Aاز Bزير فضاي خطي
  

بـا ايـن نـرم    Aرا يك جبر باناخ گوييم، هرگاه  .همراه با نرم  Fروي ميدانAجبر  : جبر باناخ 18-1
a,يك فضاي باناخ بوده و براي هر  b A∈  داشته باشيمab a b≤ .  

  
19-1 *-C C-*يك  : جبر  x*همراه با نگاشت A، جبر باناخ جبر  x→  برA است كه به ازاي هر

,x y A∈  و هر,a b   :در شرايط زير صدق كند �∋

     )1 (( )**  x x=  
     )2 (* * *( )  ax by ax by+ = +  
     )3 (* * *( )  xy y x=  
     )4 (2*.   x x x=    

  
x*هر نگاشت     x→  صدق كند يك برگشت بر جبـر ناميـده  ) 3(و ) 2(و ) 1(بر يك جبر كه در شرايط 

  .مي ناميم xرا الحاق x*عضو . مي شود
  

  : جبر  C-*مثال هايي از 20-1
z*همراه با  �اعداد مختلط  ) 1(     z= ساده ترين *-C جبر است.  
است   باشد كه تحت برگشت بسته ) يكدار(يك زير جبر بسته Bجبر و  C-* يكAفرض كنيد ) 2(    

جبر با نرم، برگشت و ساختار  C-*خود يك  Bآنگاه ). عني شامل تمام الحاق هاي اعضاي خود باشد ي(
  .مي ناميمAزير جبر  C-*را يك  B.به ارث مي بردAجبري است كه از 

  
  : جبر -  *Cعناصر خاص در يك  21-1

    :باشد، دراينصورتAدر  xجبر و - *Cيك Aفرض كنيد 
)1 (x را خود الحاق گوييم اگر*x x=.    

      )2(  x  را يكاني گوييم اگر* * 1xx x x= *، يا بطور معادل = 1x x−= . 



 

      )3 (x را نرمال گوييم اگر* *x x xx= . 

      )4 (x را تصوير گوييم اگر* 2x  x x= =.  
      )5 (x را مثبت گوييم اگر*x y y= براي عضوي مانندy درA .  
داشته            Aدرϕرا مثبت اكيد گوييم اگر براي هر تابعك خطي مثبت غير صفر xعنصر) 6(      
)باشيم ) 0xϕ >   .  

  
همچنين واضح است كه اعضاي مثبت ، خودالحاقند و . ي است كه اعضاي خودالحاق و يكاني نرمالند بديه

0xمي نويسيم . تصاوير، مثبت هستند   .مثبت باشد xاگر و فقط اگر  ≤
  

22-1 *-C C-*يك  : جبر يكدار  1يكدار ناميده مي شود اگر يك هماني حاصلضربي Aجبر  1A = 
1*: داشته باشد كه داريم 1  .22و =1 1 ,  1 1 1= = =  

  
23-1 *-C      يك Sجبر و −C*يك  Aفرض كنيد:   جبر توليد شده توسط يك مجموعه 

]كه با نماد  Sجبر توليد شده توسط  - *C. باشدAزير مجموعه از  ]A S مي شود،  نمايش داده
  .باشد Sاست كه شامل A زير جبر  - *Cكوچكترين 

}اگر }1 2, ,..., nS x x x= 1آنگاه مي نويسيم 2[ ] [ , ,... ]nA S A x x x= . بخصوص[ ]A x  
C*  -  توليد شده توسطزير جبرxاست.  

  
جبر، خودالحاق ناميده مي شود، اگر تحت عمل  - *Cاز عناصر يك   Cمجموعه ي:  ريفتع 24-1

x,به عنوان مثال اگر. برگشت بسته باشد y عناصري در يك C* - باشند بطوريكه جبر *x y=  آنگاه ،
*چون * *( )y x x= }{پس مجموعه ي  = ,x y  در يكC*  -  جبر، يك مجموعه ي خودالحاق

x,است حتي اگر  y خودالحاق نباشند.  
  

يك فضاي هاسدورف فشرده باشد آنگاه يك زير جبر بسته  Xاگر  : جبر يكنواخت 25-1
( )A C X⊂  يك جبر يكنواخت رويX1ناميده مي شود اگر A∈  باشد وA  نقاط را جدا كند

xيعني براي هر   y≠  يكf A∈ وجود داشته باشد بطوريكه( ) ( )f x f y≠.  
  



 

)كه با نماد  A ضربگرهايجبر . جبر باشد−C*يك  Aفرض كنيد   : ضربگرهاجبر  26-1 )M A 
  : است كه در خاصيت جهاني زير صدق كند  جبر−C*نمايش داده مي شود يك 

همومورفيسم يكتاي −*به عنوان يك ايده آل است يك  Aكه شامل Dجبر −C*نظير هر
: ( )D M AΦ را توسيع دهد و  A، همومورفيسم هماني روي Φوريكه وجود داشته باشد بط →

{ }( ) 0A ⊥Φ   .باشد =
  

 كاملباشد كه با نرم ) حتمالا بدون يكها( يك جبر باناخ مختلط Aفرض كنيد  : يكه دار كردن 27-1
xyتجهيز شده است و رابطه ي  . x y≤  براي تمام,x y A∈ همچنين فرض . برقرار باشد

)مجموعه ي تمام زوج مرتب هاي 1Aكنيد ),x a   باشد كهx A∈  وa ∈�  .1A    همراه با اعمال
1Aاگر عمل ضرب را در . خطي كه بصورت مولفه اي تعريف شده اند يك فضاي برداري است بصورت  

  :زير تعريف كنيم
( )( ) ( ), , ,x a y b xy ay bx ab= + +  

  :بصورت زير تعريف شود 1Aو نرم در
( ),x a x a= +  

  :آنگاه داريم
( )( ) ( ), , ,x a y b xy ay bx ab xy ay bx ab= + + = + + +  

x y a y b x a b≤ + + +  

                                             ( , ) ( , )   .x a y b=  
)يك جبر باناخ با يكه  1Aلذا  )1   .است=1,0

)واضح است كه نگاشت  ),0x x→از  يايزومتر ييك يكريختA  به روي يك زير
         Aرا يكدار شده ي  1A .است  1A )در حقيقت يك ايده آل دو طرفه ي بسته ( فضاي بسته 

  .مي ناميم
  

M، دراينصورتباشد Xيك زير فضا از يك فضاي نرم دار  Mفرض كنيد  : تعريف 28-1 به  ⊥
  :صورت زير تعريف مي شود 

{ }* : ( ) 0M g X g M⊥ = ∈ =  



 

دراينصورت مي توانيم . يك جبر باناخ باشد Aفرض كنيد  : زحاصلضرب آرن 29-1
  . را با دو ضرب زير مجهز كنيم A**دوگان دومش

,a b A∈و*Aϕ Aη**و ∋ به  A*را به عنوان عناصري از  aϕو aϕعناصر. را در نظر بگيريد ∋
  : صورت زير تعريف مي كنيم

, ,a b baϕ ϕ〈 〉 = 〈 〉  
  و

, , .a b abϕ ϕ〈 〉 = 〈 〉  
  : به صورت زير تعريف مي كنيم A*را به عنوان عناصري در ϕηو ηϕعناصر

, ,b bηϕ η ϕ〈 〉 = 〈 〉  
  و

, , .b bϕη η ϕ〈 〉 = 〈 〉  
  :صورت زير تعريف مي شوند μ.و λ.چپ و راست زبا توجه به تعاريف فوق حاصل ضرب آرن

,**براي هر Aη ν Aϕ*و ∋ ∈  

. , ,λη ν ϕ η νϕ〈 〉 = 〈 〉  
  و
  

. , , .μη ν ϕ ν ϕη〈 〉 = 〈 〉  
  
جبر ناميده مي شود ، هرگاه به عنوان يك فضاي باناخ ، −W*يك Mجبر−C*يك:  تعريف 1-30

*وجود داشته باشد بطوريكه M*يعني يك فضاي باناخ. فضاي دوگان باشد
*( )M M= . كه در

*آن
*( )M  باناخ دوگانفضاي*M است .*M را پيش دوگانM مي ناميم.  

  
بستار ضعيف از يك مجموعه ي محدب با بستار نرم برابر :   (Mazur theorem)قضيه مازور  1-31

  . است
  .  [8]:اثبات 

  
  
 



 

32-1 C* - ض كنيدفر : همريختي ها,A B  دوC*  - نگاشت . جبر باشند: A BΦ را يك  →
C*  -  همريختي ناميم هرگاه به ازاي هر,x y A∈ و هر,a b   :داشته باشيم �∋

    )1 (( ) ( ) ( ) ax by a x b yΦ + = Φ + Φ  
    )2 (( ) ( ) ( ) xy x yΦ = Φ Φ  
    )3 (* *( ) ( )  x xΦ = Φ  

    )4 ( Φ  يكهAرا به يكه يB ببرد.  

جبر را يكريخت ناميم  -  *Cدو . يكريختي مي ناميم - *Cرا يك  Φ، يك به يك هم باشد، Φاگر 
  .يكريختي از يكي به روي ديگري وجود داشته باشد - *Cهرگاه يك 

  
  :باشد دراينصورت  Aتابعي خطي بر Φجبر و −C*يك Aفرض كنيد:  تعريف 33-1

    )1 ( Φ را هرميتي گوييم اگر براي هرx A∈ داشته باشيم
________

*( ) ( )x xΦ = Φ  .  
    )2 ( Φ 0را مثبت ناميم اگر براي تمامx )داشته باشيم ≤ ) 0xΦ ≥ .  
    )3 (Φ  را حالت ناميم اگرΦ (1)مثبت بوده و 1Φ = .  
  

}يك فضاي نرم دار باشد، مجموعه ي Aاگر  : نمادگذاري 34-1 }: 1x A x∈ را با نماد  ≥  
Ball(A)نمايش مي دهيم.  

  
1T بين فضا هاي نرم دار با Tيك عملگر خطي : انقباض 35-1   .انقباض ناميده مي شود ≥

  
36-1 ( )nM A  :  فرض كنيدA يك  *C−جبر باشد وnM  نشان دهنده ي ماتريس هايn n× 

)همچنين فرض كنيد. مختلط باشد )nM A  مجموعه ي ماتريس هايn n× با درايه هاي ازA باشد .
)عناصر  )nM A  را با,( )i ja نمايش مي دهيم و براي,( )i ja  و,( )i jb   در( )nM A تعريف    

  : مي كنيم 

, , , ,
1

( ).( ) ( )
n

i j i j i k k j
k

a b a b
=

= ∑  

  و
* *

, ,( ) ( ).i j j ia a=  
)با اعمال تعريف شده در فوق ملاحظه مي كنيم كه  )nM A  يك*C−جبر است.  



 

  
مجموعه ي تمام تابعك هاي خطي و كراندار با اعمال نقطه اي روي فضاي باناخ   :  Xدوگان 37-1

X   را با*X فضاي . نمايش مي دهيم*X  خود يك فضاي باناخ مي باشد و آن را دوگانX مي ناميم.  
 

)طه يهمراه با راب Aيك مجموعه ي جهت دار، يك مجموعه ي :تعريف  38-1 )p  است كه در شرايط
  :زير صدق كند 

Aαبراي هر ) 1( ∈ ،α αp  
,براي هر) 2( , Aα β γ αاگر  ∋ βp وβ γp آنگاه ،α λp  
,براي هر) 3( Aα β Aγيك ∋ αوجود داشته باشد بطوريكه ∋ γp وβ γp.  

)همراه با رابطه ي Aمجموعه ي جهت دار )p ادرا با نم( , )A p نمايش مي دهيم.  
 

يك نگاشت  Xيك تور در يك مجموعه ي : تور 39-1
x

A X
αα→

   يك Aاست كه در آن →

)معمولا نگاشت فوق را با نماد. مجموعه ي جهت دار است )x α يا{ } A
x α α∈

  .نمايش مي دهند 
  

باشد   Xگردايه اي از زير مجموعه هاي τيك مجموعه و  Xفرض كنيد : توپولوژي 40-1
)يعني )P Xτ ⊂  .τرا توپولوژي درX   گوييم در صورتي كه در سه شرط زير صدق كند:  

   )1 ( ,  Xτ τ∅ ∈ ∈  
A,اگر)  2(    B τ∈ آنگاهA B τ∈I  
ω  ،ωمانند τبه ازاي هر زير گردايه ي)  3(    τ∈U   .  
 

به  Xيك خانواده از توابع از Fيك مجموعه و  Xفرض كنيد  : توپولوژي هاي ضعيف 41-1
القا مي شود، ضعيف ترين Fكه به وسيله ي   Xولوژي ضعيف برتوپ. باشد Yتوي فضاي توپولوژيكي 

)بنابراين يك تور.را پيوسته مي سازدFاست كه هر تابع در  Xوپولوژي بر ت) كوچكترين( )x α  در
X  بهx  وپولوژي همگراست اگر و تنها اگر تدر اين( ( ))f x α   به( )f x براي هرf F∈  همگرا
  .باشد

منظور از توپولوژي . باشد Xفضاي باناخ دوگان  X*اناخ و يك فضاي ب Xفرض كنيد 
، هميشه توپولوژي ضعيف القا شده توسط خانواده ي تمام تابعك هاي خطي و  Xضعيف بر 
)يك تور بنابراين . است Xكراندار بر  )x α  بهx  درX  يعني در (بطور ضعيف همگراست



 

)اگر و فقط اگر ) توپولوژي ضعيف همگراست ( ))F x α  به( )F x  براي هرF  در
*X همگرا باشد.  
*W− توپولوژي بر*X  عبارت است از توپولوژي ضعيف برX*  كه توسط خانواده ي

{ }:xf x X=  ∈F  القا مي شود كه به ازاي هرx  درX  تابع*:xf X → بصورت   �
( ) ( )xf F F x=   كه*F X∈ بنابراين يك تور . تعريف مي شود( )Fα  در*X  بهF  در

*W− توپولوژي همگراست اگر و تنها گر( ( ))F xα  به( )F x  به ازاي هرx X∈  همگرا
  . باشد

 
)تور . جبر باشد  −C*يك  Aفرض كنيد  : هماني تقريبي 42-1 ) I

eα α∈
يك هماني تقريبي  

aباشد با اين خاصيت كه براي هر Aاست هرگاه يك تور از عناصر خودالحاقAبراي A∈ داشته باشيم :  
 lim  .e a aαα

limaeو    = aαα
=  

  
)همچنين  تور  ) I

eα α∈
)ك هماني تقريبي كراندار گوييم هرگاه تور را ي  ) I

eα α∈
يك هماني تقريبي  

0Mباشد و    : αوجود داشته باشد بطوريكه به ازاي هر  <
.e Mα ≤  

)تور ) I
eα α∈

  :ريبي انقباضي گوييم هرگاه را يك هماني تق 
1.eα ≤    

 
براي هر . باشدX*دوگان فضاي  X**يك فضاي باناخ و Xفرض كنيد   : نگاشت متعارف  43-1

**x X
∧

*و  ∋ *x X∈  وx X∈  نگاشت ،**: X XΛ را با ضابطه ي  →
* *, ,x x x x

∧

〈 〉 = 〈 به روي زير  Xيك ايزوموفيسم ايزومتري از  Λدراينصورت . تعريف مي كنيم 〈
 .مي ناميمX**به   Xرا نگاشت متعارف ازΛ. استX**فضاي بسته اي از 

 
هاي خطي پيوسته روي يك فضاي لگراز عم بسته يك جبر عملگرها، يك جبر : جبر عملگرها  44-1
  .ا تركيب نگاشت هابا ضرب تعريف شده ب ، است هيلبرت

را يك جبر يكدار گوييم هرگاه يك هماني از نرم يك داشته باشد و مي گوييم          Aجبر عملگر هاي
 . يكه ي تقريبي دار است اگر يك هماني تقريبي انقباضي داشته باشد 



 

  . نيز يك جبر عملگرهاست  A**ا باشد آنگاهيك جبر عملگره Aاگر  : قضيه 45-1
  .   [6,13-5-2] :اثبات 

 
Bيك جبر يكه ي تقريبي دار از عملگرها و Aفرض كنيد:   تعريف 46-1 A⊂ باشد .

  :ناميم هرگاه  Aدررا يك صورت  Bدراينصورت
[ ] ,  ,  0.1   .   (1 )     a,b B  .a b A t s t ta t b B∀ ∈ ∈ + − ∈ ⇒ ∈ 

  
)يك عنصر از يك زير فضا از aفرض كنيد  : لم 47-1 , )B K H باشد و( )te يك تور از     

)انقباض ها در )B K باشد بطوريكهtae a→ .دراينصورت *
t tae e a→ و*

t tae e a→  و
*
tae a→.  

  .    [6,13-1-2]:  اثبات
  
 

)يك هماني تقريبي انقباضي Aدراينصورت. يك جبر باناخ باشد Aفرض كنيد  : قضيه 48-1 )te  دارد
انقباضي يك هماني تقريبي  Aبه طريق مشابه. داشته باشد 1از نرم  eيك هماني A**اگر و تنها اگر

)راست )te دارد اگر و تنها اگر**A يك هماني راستe  اگر. داشته باشد 1از نرمA يك جبر عملگرها 

)باشد و )te ك هماني تقريبي انقباضي يا يك هماني تقريبي انقباضي راست براييA باشد و اگرe  همانند
teبالا باشد آنگاه e→ در *بطور ضعيف**A.  

يك هماني  Aهم هماني تقريبي انقباضي راست و هم هماني تقريبي انقباضي چپ داشته باشد آنگاه Aاگر
  .دارد) دو طرفه ( تقريبي انقباضي 

    .  [8,13-5-2] :اثبات 
  

,فرض كنيد   : نگاشت دوخطي 49-1 ,X Y Z رم دار روي ميدان فضاهاي خطي نF باشند .
:نگاشت  X Y ZΦ ×   :را يك نگاشت دوخطي گوييم هرگاه →

yبراي هر ) الف Y∈  نگاشت:y X ZΦ )با ضابطه ي  → , )x x y→ Φ  خطي
1عضو  يعني براي هر دو. باشد 2,x x  ازX   و اسكالر هاي,a b  از ميدانF داشته باشيم :  

1 2 1 2( ) ( ) ( ).y y yax bx a x b xΦ + = Φ + Φ  



 

xبراي هر ) ب X∈  نگاشت:x Y ZΦ )با ضابطه ي  → , )y x y→ Φ خطي باشد .
1براي هر دو عضو  يعني 2,y y  ازY  و اسكالرهاي,c d  از ميدانF داشته باشيم:  

1 2 1 2( ) ( ) ( ).x x xcy dy c y d yΦ + = Φ + Φ  
  
  
 

50-1 A−فرض كنيد :  مدول باناخA فضاي برداري . يك جبر باناخ مختلط باشدX  را  �روي
Aمدول چپ باناخ گوييم هرگاه نگاشت −Aيك  X X× )با ضابطه ي  → , )a x ax→  و

0K xموجود باشند بطوريكه نگاشت فوق دوخطي بوده و براي هر  < X∈  و,a b A∈ :  
)) الف ) ( )a bx ab x=  
ax) ب K a x=.  

A−راست باناخ به طريق مشابه تعريف مي شود مدول.  
 X  را يكA−باناخ گوييم ، هرگاه يك  مدولA−و مدول چپ باناخA−راست باناخ باشد و  مدول

xبراي هر  X∈  و,a b A∈ در شرط زير صدق كند:  
( ) ( ) .a xb ax b=  

A−مدول چپ باناخX  را يكاني گوييم هرگاهA كدار باشد و براي هر يx X∈  داشته باشيم
ex x=  كه در آنe عضو همانيA است. 

  
 

) نه لزوما جابه جايي يا يكدار(جبر  −C*يك  Aفرض كنيد   : مدول ها−Aضرب داخلي  51-1
كه يك  Eيك فضاي خطي مختلط  ،مدول ها−Aيك ضرب داخلي . باشد ∗همراه با نگاشت 

A−ي باشد همراه با نگاشت زير است راست م مدول :  
.,. : E E A〈 〉 × →  

  : كه در شرايط زير صدق كند 
)1 (, , ,  x y z x y x zα β α β〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉  
)2 (, ,  x y x yα α〈 〉 = 〈 〉  
)3 (*, ,x y y x〈 〉 = 〈 〉    
)4 (, 0 x x〈 〉 ≥  
)5 (, 0 x x〈 〉 0xا اگر اگر و تنه= = .  



 

  
52-1 A−ضرب  فضايشوارتز ، نامساوي زير را براي يك  -با توجه نامساوي كشي:   مدول هيلبرت

  :داريم  Eمدول −Aداخلي 
, , , , .x y y x x x y y〈 〉〈 〉 ≤ 〈 〉 〈 〉   :,x y E∀ ∈  

x,از آنجا كه براي تمام عناصر مثبت و خودالحاق  y  درA اگر داريم كهx y≤ آنگاه 
x y≤   نتيجه مي شود كه ،:  

1
2,x x x= 〈 〉  

مدول هيلبرت يا يك −Aل باشد يك نسبت به اين نرم كام Eهرگاه . تعريف مي كند  Eوي يك نرم ر
*C−  مدول هيلبرت روي*C− جبرA ناميده مي شود.  
  
  

1يك زير جبر با Cجبر باشد و−C*يك Aفرض كنيد  : تعريف 53-1 1A C= در اينصورت . باشد
cمدول چپ با−Cرا به عنوان يك Aمي توانيم a ca=o به طريق مشابه. درنظر بگيريمA  را مي توان

مدول چپ و −Cاگر مدول ناميده مي شود −Cيك A. مدول راست در نظر گرفت−Cبه عنوان يك
  .راست باشد

1با Cجبر ديگر شامل−C*يك Bاگر 1B C=  وباشد: A Bϕ را يك  ϕخطي باشد آنگاه →
)مدول چپ با−Cنگاشت ) ( )ca c aϕ ϕ= براي هرa A∈ وc C∈ مي ناميم .  
مدول ناميده مي شود اگر −ϕ ،Cنگاشت. مدول راست به طريق مشابه تعريف مي شود−Cنگاشت

  .مدول راست باشد−Cمدول چپ و هم−Cهم
  
  
  

A,جبر  −C*دو   : نگاشت هاي بطور كامل مثبت و بطور كامل كراندار 54-1 B نگاشت  و
: A BΦ :همچنين نگاشت . را در نظر بگيريد → ( ) ( )n n nM A M BΦ را با ضابطه ي  →

, ,(( )) ( ( ))n i j i ja aΦ = Φ به اين معني است كه  "بطور كامل "بطور كلي كلمه ي . را در نظر بگيريد
}همه ي نگاشت هاي  }nΦ به عنوان مثال ، نگاشت . ت پيروي مي كننداز يك خاصيΦ مثبت ناميده   


