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چͺیده

روی نگاشت��ها اشتین�اشپرینگبرای قضیه�ی

∗C-مدول�هایهیلبرت

وسیله�ی: به
رودباری قره�گوزلو نسیم

و جبری تنسوری حاصل�ضرب ∗C-جبرها، هیلبرت، فضاهای از خواصͬ و تعاریف ابتدا پایان�نامه، این در

نگاشت�های مثبتو نگاشت�های مثبت، تابعک�هایخطͬ بررسͬ سپسبه مͬ�کنیم. بیان هیلبرترا ∗C-مدول�های

کرد؛ خواهیم بیان مثبت کاملا́ نگاشت�های زمینه�ی در اساسͬ قضیه�ی دو و پرداخته ∗C-جبرها روی مثبت کاملا́

عملͽرهای جبر به ∗C-جبرها روی مثبت کاملا́ نگاشت�های از مشخص نمایش ͷی که اشتین�اشپرینگ قضیه�ی

کاملا́ نگاشت�های مͬ�کند ثابت که آرویسون گسترش قضیه�ی و مͬ�دهد ارائه هیلبرت، فضاهای روی کراندار

همچنین هستند. گسترش قابل هیلبرت، فضاهای روی کراندار عملͽرهای جبر به ∗C-جبرها روی مثبت

روی حالت�ها برای گلفند-نیمارک-سͽال قضیه�ی از تعمیمͬ واقع در اشتین�اشپرینگ قضیه�ی که مͬ�دهیم نشان

∗C-مدول�های روی نگاشت�ها برای اشتین�اشپرینگ قضیه�ی مشابه قضیه�ای بررسͬ به ادامه در است. ∗C-جبرها

پرداخت. خواهیم هیلبرت

مثبت. کاملا́ نگاشت هیلبرت، ∗C-مدول مثبت، خطͬ تابعک ∗C-جبر، کلیدی: واژه�های

د
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پیشگفتار

سال در مفهوم این هستند. ∗C-جبرها بین نگاشت�های از مهمͬ دسته�ی مثبت کاملا́ نگاشت�های

شد. داده توسعه [٢] آرویسون٢ توسط بعد سال�های در و معرفͬ [٢٠] اشتین�اشپرینگ١ توسط ١٩۵۵

عملͽرهای جبر به ∗C-جبرها روی مثبت کاملا́ نگاشت��های از مشخص نمایش ͷی اشتین�اشپرینگ

کاملا́ نگاشت�های از ١٩۶١٩٧٢−٩ سال�های در آرویسون داد. ارائه هیلبرت٣ فضاهای روی کراندار

خودالحاق غیر جبری عملͽرهای و ناجابجایی انبساط قضیه�ی روی خود، کار اساس به�عنوان مثبت

جبر به ∗C-جبرها روی مثبت کاملا́ نگاشت�های که کرد ثابت همچنین آرویسون کرد. استفاده

هستند. گسترش قابل هیلبرت، فضاهای روی کراندار عملͽرهای

∗C-مدول�های روی نگاشت�ها اشتین�اشپرینگبرای قضیه�ی مشابه ٢٠٠٨قضیه�ای سال در [٣] اسدی۴

که است هیلبرت فضای ͷی از تعمیمͬ واقع در هیلبرت ∗C-مدول�های مفهوم کرد. ثابت هیلبرت

تحقیقات هفتاد، دهه�ی ودر گرفت صورت [١١] ۵ͬͺکاپلانس توسط فضاها این از استفاده بار اولین

ادامه [١٧] ریفل۶ توسط ∗C-جبرها شده�ی القا نمایش�های زمینه�ی در هیلبرت ∗C-مدول�های روی بر

نظر در بدون و بخشیده قوت را اسدی ٢٠١٠قضیه�ی سال در [۴] سامش٧ و رامش باهات، یافت.

کردند. ثابت دیͽر طریقͬ به آن�را قضیه، این در موجود اضافͬ شرط ͷی گرفتن

١Stinespring
٢Arveson
٣Hilbert
۴Asadi
۵Kaplansky
۶Rieffel
٧Bhat, Ramesh and Sumesh

١



به فصل این در است. پایان�نامه خلال در رفته به�کار نمادگذاری�های و اصطلاحات شرح اول فصل

تنسوری حاصل�ضرب با سپس پرداخته ∗C-جبرها و هیلبرت فضاهای خصوص در مطالبی یادآوری

مͬ�شویم. آشنا هیلبرت ∗C-مدول�های و جبری

مثبتمͬ�پردازیم. نگاشت�هایکاملا́ مثبتو نگاشت�های مثبت، تابعک�هایخطͬ بررسͬ به دوم فصل در

در دارد. آن�ها عمومͬ ویژگͬ�های و مثبت خطͬ تابعک�های به اختصاص فصل این از اول بخش

ͷی ∗C-جبر هر مͬ�کنیم ثابت و پرداخته گلفند-نیمارک-سͽال٨ قضیه�ی بیان به همچنین بخش این

مͬ�دهیم نشان و کرده بررسͬ را ∗C-جبرها بین مثبت نگاشت�های ابتدا دوم بخش در دارد. نمایش

مهم رده�ی ͷی معرفͬ به سوم بخش در نمͬ�باشند. دارا را مثبت خطͬ تابعک�های ویژگͬ�های از برخͬ

خطͬ تابعک�های به شبیه رفتاری که مͬ�پردازیم مثبت کاملا́ نگاشت�های یعنͬ مثبت، نگاشت�های از

دارند. مثبت

اشتین�اشپرینگ قضیه�ی یعنͬ مثبت، کاملا́ نگاشت�های با رابطه در مهم قضیه�ی دو سوم فصل در

قضیه�ی که دید خواهیم فصل این در همچنین مͬ�کنیم. اثبات و بیان را آرویسون گسترش قضیه�ی و

است. ∗C-جبرها روی حالت�ها برای گلفند-نیمارک-سͽال قضیه�ی از تعمیمͬ واقع اشتین�اشپرینگدر

پرداخت. خواهیم سامش و رامش باهات، قضیه�ی سپس و اسدی قضیه���ی بررسͬ به چهارم فصل در

�هستند. معادل یͺانͬ به�طور اشتین�اشپرینگ، مینیمال نمایش دو هر که مͬ�دهیم نشان همچنین

٨Gelfand-Naimark-Segal

٢



١ فصل

ها پیش�نیاز

مͬ�پردازیم. ∗C-جبرها و هیلبرت فضاهای خصوص در مطالبی یادآوری به ابتدا رو پیش فصل در

آن از پس مͬ�کنیم. بیان آن�را ویژگͬ�های از برخͬ و کرده تعریف را جبری تنسوری حاصل�ضرب سپس

مͬ�کنیم. بررسͬ هستند، هیلبرت فضاهای از تعمیمͬ واقع در که را هیلبرت ∗C-مدول�های

نرم�دار برداری فضاهای ١-١

اسͺالر، ضرب و جمع عمل دو آن در Xکه مانند است مجموعه�ای ،F میدان روی برداری فضای ͷی

شده�اند، تعریف زیر به�صورت X × X −→ X

(x, y) 7−→ x+ y

,

 F×X −→ X

(λ, x) 7−→ λx

باشند، برقرار زیر شرایط ،λ١, λ٢ ∈ F هر و x, y, z ∈ X هر �ازای به به�طوری�که

+x؛ y = y + x (١)

+x)؛ y) + z = x+ (y + z) (٢)

(λ٢x)λ١؛ = (λ١λ٢)x (٣)

λ١)؛ + λ٢)x = λ١x+ λ٢x (۴)

+λ(x؛ y) = λx+ λy (۵)

٣



١x؛ = x (۶)

.x+ ٠ = x ،x ∈ X هر به�ازای به�طوری�که دارد وجود ٠ ∈ X منحصربفرد بردار (٧)

درصورتͬ�که و حقیقͬ برداری فضای را X آن�گاه ،F = R اگر و مͬ�شوند نامیده بردار ،X عناصر

مͬ�نامیم. مختلط برداری فضای ،F = C

روی برداری فضای ͷی X کنیم فرض مͬ�باشند. نرم�دار فضاهای برداری، فضاهای از مهمͬ دسته�ی

این با ∥ · ∥ : X −→ [٠,+∞) مانند است تابعͬ X روی یͷنرم باشد. (F = R یا C) F میدان

که خاصیت

x؛ = ٠ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ٠ (١)

+x∥؛ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ X هر ازای به (٢)

.∥λx∥ = |λ|∥x∥ ،x ∈ X و λ ∈ F هر ازای به (٣)

مͬ�نامیم، باناخ یͷفضای را X نرم�دار فضای گوییم. نرم�دار یͷفضای (X , ∥ · ∥) به دراین�صورت

باشد. است) همͽرا آن در کشͬ دنباله�ی هر که (فضایی کامل فضای ͷی (X , ∥ · ∥) هرگاه

از خطͬ نگاشت�های همه فضای این�صورت در باشند. نرم�دار برداری فضای XوYدو کنیم فرض

Bنشان (X ,Y ) با Yرا Xبه از کراندار و نگاشت�هایخطͬ همه�ی فضای Lو (X ,Y ) با Yرا Xبه

�مͬ�کنیم تعریف T ∈ B (X ,Y ) هر ازای به همچنین مͬ�دهیم.

∥ T ∥= sup{∥ Tx ∥; ∥ x ∥= ١}.

است. نرم�دار فضای ͷی (B (X ,Y ), ∥.∥) که مͬ�شود مشاهده آسانͬ به

یعنͬ ،B(X ,F) مجموعه�ی گوییم. X روی خطͬ تابعک ͷی را φ : X −→ F خطͬ نگاشت

مͬ�دهیم. نشان X ∗ با و گوییم X اول دوگان را X روی کراندار و خطͬ تابعک�های تمام مجموعه�ی

،φ ∈ M∗ و X زیرفضای ͷیM نرم�دار، فضای ͷی X اگر هان-باناخ١) (قضیه�ی .١.١.١ قضیه

.∥φ∥ = ∥φ̃∥ و φ̃|M = φ به�طوری�که دارد وجود φ̃ ∈ X ∗ ͷی آن�گاه

شود. رجوع [٣.٢ قضیه�ی ،١۶] به اثبات.

١Hahn-Banach

۴



،M مجموعه�ی محدب غلاف این�صورت در .M ⊆ X و برداری فضای ͷی X کنیم فرض

یعنͬ مͬ�دهیم. نشان conv(M) با �را آن که Mاست اعضای از محدب ترکیبات تمام مجموعه�ی

conv(M) =
{
t١x١ + ...+ tnxn ; xi ∈ M, ti ≥ ٠, n ∈ N,

∑
ti = ١

}
.

هر ازای به مͬ�گیریم. نظر در را B : X × Y −→ Z نگاشت و Z ،Y،X برداری فضاهای

نگاشت�های ،y ∈ Y و x ∈ X

Bx : Y −→ Z , By : X −→ Z,

به�صورت را

Bx(y) = B(x, y) = By(x),

باشند. خطͬ By و Bx هرگاه گوییم، دوخطͬ را B نگاشت این�صورت در مͬ�کنیم. تعریف

* ضعیف و ضعیف توپولوژی ١-٢

Yfها که باشد f : X −→ Yf نگاشت�های از ناتهͬ خانواده�ی ͷی F و مجموعه ͷی X فرضکنیم

مجموعه�های از متناهͬ اشتراک�های اجتماع�های تمام گردایه�ی τ اگر هستند. ͷتوپولوژی فضاهای

به که مͬ�کند القا X روی توپولوژی ͷی τ آن�گاه است، باز Yf در V و f ∈ F که باشد f−١(V )

توپولوژی این گوییم. X روی F-توپولوژی یا X روی F وسیله�ی به شده القا ضعیف توپولوژی آن

هستند. پیوسته� f ∈ F تمام آن به�واسطه�ی که است توپولوژی ضعیف�ترین

توپولوژی را X روی X-توپولوژی ∗ این�صورت در باشد. برداری فضای ͷی X کنیم فرض حال

خانواده�ی توسط شده القا توپولوژی همچنین گوییم. X ضعیفروی

{x̂ : X ∗ −→ C ; x̂(f) = f(x) f ∈ X∗, x ∈ X} ,

،w∗ توپولوژی در همͽرایی که داریم توجه گوییم. X ∗ روی w∗ توپولوژی یا * ضعیف توپولوژی را

است. نقطه�ای همͽرایی

،X ∗ بسته�ی واحد گوی آن�گاه باشد، باناخ فضای ͷی X اگر باناخ-آلاغلو٢) (قضیه�ی .١.٢.١ قضیه

است. ∗w-فشرده

شود. رجوع [٣.١۵ قضیه�ی ،١۶] به اثبات.

٢Banach-Alaoglu

۵



هیلبرت فضاهای ١-٣

فضاهای داد �انجام آن روی را دقیق بسیار آنالیز مͬ�توان که آن�هایی جمله از و باناخ فضاهای مهم�ترین

مͬ�پردازیم. آن�ها روی عملͽرهای و هیلبرت فضاهای معرفͬ به بخش این در هستند. هیلبرت

مانند نگاشتͬ ،H روی داخلͬ ضرب ͷی باشد. �برداری فضای ͷی (H,+, .) کنیم فرض

زیر خواص در ،x, y, z ∈ H, λ ∈ C هر ازای به به�طوری�که است ⟨., .⟩ : H × H −→ C

کند. صدق

١. ⟨x, x⟩ ≥ ٠;

٢. ⟨x+ z, y⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨z, y⟩;

٣. ⟨λx, y⟩ = λ⟨x, y⟩;

۴. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩;

۵. ⟨x, x⟩ = ٠ ⇐⇒ x = ٠.

در ⟨., .⟩ نگاشت اگر مͬ�نامیم. پیش�هیلبرت فضای ͷی را فوق داخلͬ ضرب با همراه H فضای

کنیم فرض گوییم. داخلͬ نیم�ضرب ͷی را ⟨., .⟩ آن�گاه کند، صدق ۵ شرط از غیر فوق شرایط تمام

دهیم قرار x ∈ H هر برای اگر باشد. پیش�هیلبرت فضای ͷی (H, ⟨., .⟩)

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩,

,x؛ y ∈ H هر برای که داد نشان مͬ�توان آن�گاه

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥.

(H, ∥.∥) که داد نشان مͬ�توان آن ͷکم به و مͬ�باشد نامساویکشͬ-شوارتز٣ به موسوم نامساوی این

هرگاه گوییم، هیلبرت فضای ͷی را (H, ⟨., .⟩) پیش�هیلبرت فضای است. نرم�دار فضای ͷی

باشد. باناخ فضای ͷی (H, ∥ · ∥)

است. هیلبرت فضای ͷی مͬ�کنیم، تعریف زیر به�صورت که داخلͬ ضرب با همراه (Ck, ⟨·, ·⟩)

⟨(z١, z٢, ..., zk), (w١, w٢, ..., wk)⟩ = z١w١ + ...+ zkwk =
k∑
i=١

ziwi.

پیش�هیلبرت فضای ͷی زیر داخلͬ ضرب تحت ،([٠,١] روی پیوسته توابع تمام (فضای C[٠,١]

نیست. هیلبرت فضای که مͬ�باشد

⟨f, g⟩ =
∫
[٠,١]

f(x)g(x)dx =

∫ ١

٠
f(x)g(x)dx.

٣Cauchy-Schwarz

۶



نیست. همͽرا دنباله�ی ͷی که است C[٠,١] در کوشͬ دنباله�ی ͷی {fn}n∈N دنباله�ی زیرا

مͬ�دهیم قرار باشند. هیلبرت ,H٣,H٢,H١فضاهای ... کنیم فرض .١.٣.١ گزاره

H =

{
(hn)

∞
n=١; hn ∈ Hn,

∞∑
n=١

∥hn∥٢ <∞

}
,

مͬ�کنیم تعریف ،h = (hn)n=١, g = (gn)n=١ ∈ H برای و

⟨h, g⟩ =
∞∑
n=١

⟨hn, gn⟩.

داخلͬ ضرب این به وابسته نرم و مͬ�کند تعریف H روی داخلͬ ضرب ͷی ،⟨., .⟩ این�صورت در

به�صورت

∥h∥ =

(
∞∑
n=١

∥hn∥٢
) ١

٢

,

است. هیلبرت فضای ͷی داخلͬ ضرب این همراه Hبه است.

شود. رجوع [۶.٢ گزاره�ی ،۶] به اثبات.

مستقیم مجموع را ،١.٣.١ گزاره�ی هیلبرتHاز فضای ،H١,H٢,H٣, هیلبرت... فضاهای برای

مͬ�دهیم. Hنشان =
⊕∞

i=١Hi با و ,H٣,H٢,H١گوییم هیلبرت... فضاهای

بر x گوییم آن�گاه ،⟨x, y⟩ = ٠ و x, y ∈ H اگر باشد. داخلͬ ضرب فضای ͷیH کنیم فرض

مͬ�کنیم تعریف این�صورت در ،M ⊆ H اگر همچنین مͬ�دهیم. نشان x ⊥ y نماد با و است عمود y

M⊥ = {x ∈ H ; x ⊥ M}.

آن�گاه هیلبرتHباشد، فضای از بسته�ای Mزیرفضای اگر .٢.٣.١ قضیه

H = M⊕M⊥.

شود. رجوع [١٢.۴ قضیه�ی ،١۶] به اثبات.

داشته هرگاه گوییم، یͺه متعامد مجموعه�ی ͷی را H هیلبرت فضای از {ei}i∈I ناتهͬ مجموعه�ی

باشیم

⟨ei, ej⟩ =

٠ i ̸= j

١ i = j.

٧



مشمول سره طور به هرگاه گوییم، ماکسیمال هیلبرتHرا فضای در {ei}i∈I یͺه�ی متعامد مجموعه�ی

متعامد هیلبرتHیͷمجموعه�ی فضای برای یͷپایه از منظور نباشد. دیͽری متعامد مجموعه�ی هیچ

است. ماکسیمال یͺه�ی

خطͬ ی�ͷو�نیم یͷفرم را σ : H×H −→ Cنگاشت باشد. هیلبرت فضای ͷیH فرضکنیم

این�صورت در باشد. خطͬ مزدوج دوم مؤلفه�ی به نسبت و خطͬ اول مؤلفه�ی به نسبت σ هرگاه گوییم،

،x, y ∈ H هر ازای به

σ(x, y) =
١
۴

٣∑
k=٠

ikσ(x+ iky, x+ iky).

مͬ�نامیم. قطبی اتحاد را فوق تساوی

،x, y ∈ H هر ازای به هرگاه گوییم، خودالحاق را σ

σ(y, x) = σ(x, y).

.σ(x, x) ∈ R ،x ∈ H هر ازای به اگر تنها و اگر است خودالحاق σ

فرم هر که است بدیهͬ .σ(x, x) ≥ ٠ ،x ∈ H هر ازای به هرگاه گوییم، مثبت را σ ی�ͷونیم�خطͬ فرم

کشͬ-شوارتز نامساوی در آن�گاه باشد، مثبت خطͬ ی�ͷونیم فرم ͷی σ اگر است. خودالحاق مثبتͬ

،x, y ∈ H هر ازای به یعنͬ مͬ�کند، صدق

|σ(x, y)| ≤ σ(x, x)
١
٢σ(y, y)

١
٢ .

القا ͷمتری به Hنسبت ′Hکامل�شده�ی و داخلͬ ضرب فضای ͷی (H, ⟨., .⟩H) اگر .٣.٣.١ گزاره

هر ازای به به�طوری�که دارد ′Hوجود روی ⟨., .⟩H′ داخلͬ ضرب آن�گاه Hباشد، روی نرم توسط شده

کامل یعنͬ مͬ�شود. القا داخلͬ ضرب این ′Hتوسط روی ͷمتری و ⟨., .⟩H = ⟨., .⟩H′ ،x, y ∈ H

است. هیلبرت فضای ͷیH شده�ی

شود. رجوع [ ١.٩ قضیه�ی ،۶] به اثبات.

Hگوییم. داخلͬ ضرب فضای شده�ی کامل را ٣.٣.١ گزاره�ی از (H′, ⟨., .⟩H)هیلبرت فضای

هیلبرت فضاهای روی عملͽرها ۴-١

مͬ�دهیم. نشان B(H) با هیلبرتHرا فضای روی کراندار و خطͬ عملͽرهای همه مجموعه�ی

گوییم، متناهͬ�البعد را T : H١ −→ H٢ عملͽر باشند. هیلبرت فضاهای H٢ و H١ کنیم فرض

٨



هرگاه

rank(T ) := dimT (H١) < +∞.

مͬ�دهیم. نشان F (H١,H٢) با H٢را H١به از متناهͬ�البعد عملͽرهای تمام مجموعه�ی

عملͽر آن�گاه ،T ∈ B(H١,H٢) اگر باشند. هیلبرت H٢فضاهای H١و کنیم فرض .١.۴.١ قضیه

،x٢ ∈ H٢ و x١ ∈ H١ هر ازای به به�طوری�که دارد وجود T ∗ ∈ B(H٢,H١) یͺتای

⟨T (x١), x٢⟩ = ⟨x١, T ∗(x٢)⟩.

و T ∗∗ = T و است خطͬ مزدوج T −→ T ∗ نگاشت همچنین

∥T∥ = ∥T ∗∥ = ∥T ∗T∥
١
٢ .

شود. رجوع [٢.٣.١ قضیه�ی ،١۴] به اثبات.

ضابطه�ی با x⊗ y ∈ B(H)این�صورت در Hباشند، هیلبرت فضای از عناصری y و x کنیم فرض

است. خطͬ عملͽر ͷی زیر

(x⊗ y)(z) = ⟨z, y⟩x (z ∈ H).

هستند. برقرار زیر تساوی�های آن�گاه ،U ∈ B(H) و x, y, x′, y′ ∈ H اگر

١. (x⊗ x′)(y ⊗ y′) = ⟨y, x′⟩(x⊗ y′);

٢. (x⊗ y)∗ = y ⊗ x;

٣. U(x⊗ y) = U(x)⊗ y , (x⊗ y)U = x⊗ U∗(y).

جهت�دار مجموعه�ی ͷی را I مجموعه�ی مͬ�گیریم. نظر در را (I,≤) جزیی مرتب مجموعه�ی

هرگاه گوییم،

∀ i١, i٢ ∈ I ∃ i٣ ∈ I ; i٣ ≥ i١ , i٣ ≥ i٢.

است. X به (I,≤) جهت�دار مجموعه�ی ͷی از تابعͬ ،X مجموعه�ی در یͷتور

زیرمجموعه�های همه�ی ′Λمجموعه�ی Xو باناخ فضای عناصر از خانواده�ای (xλ)λ∈Λ فرضکنیم

مͬ�کنیم تعریف F ∈ Λ′ هر ازای به باشد. Λ از ناتهͬ و متناهͬ

xF =
∑
λ∈F

xλ.

٩



هرگاه است، x ∈ X عنصر به جمع�پذیر (xλ)λ∈Λ گوییم است. تور ͷی (xF )F∈Λ′ این�صورت در

مͬ�نویسیم این�صورت در باشد، همͽرا x به (xF )F∈Λ′ ∑تور
λ∈Λ

xλ = x.

اگر تنها و اگر است جمع�پذیر (xλ)λ∈Λ خانواده�ی آن�گاه باشند، R+ در xλها همه�ی اگر

داریم و supF
∑

λ∈F xλ < +∞

sup
F

∑
λ∈F

xλ =
∑
λ∈Λ

xλ.

در باشد. H برای یͺه متعامد پایه�ی ͷی E و H هیلبرت فضای روی عملͽر ͷی U کنیم فرض

مͬ�کنیم. تعریف زیر به�صورت را U عملͽر اشمیت۴ هیلبرت این�صورتنرم

∥U∥٢ = (
∑
x∈E

∥U(x)∥٢)
١
٢ .

اشمیت هیلبرت عملͽر را U عملͽر است. E یͺه�ی متعامد پایه�ی انتخاب از مستقل تعریف این

H هیلبرت فضای روی اشمیت هیلبرت عملͽرهای تمام مجموعه�ی .∥U∥٢ < +∞ هرگاه گوییم،

مͬ�دهیم. نشان L٢(H) با را

آن�گاه هیلبرتHباشند، فضای از دلخواه عناصری y و x اگر .٢.۴.١ تذکر

∥x⊗ y∥ = ∥x∥∥y∥ = ∥x⊗ y∥٢.

.F (H) ⊆ L٢(H) بنابراین

در باشد، H در یͺه متعامد پایه�ی ͷی E و H هیلبرت فضای روی عملͽر ͷی U کنیم فرض

مͬ�کنیم. تعریف زیر به�صورت را U عملͽر اثر رده�ی این�صورتنرم

∥U∥١ =
∑
x∈E

⟨|U |(x), x⟩,

.(|U | = (U∗U)
١
٢ است، ∗C-جبر ͷیB(H) این�که و صفحه�ی١٧ در شده ارائه تعریف به توجه (با

از عملͽرهای تمام مجموعه�ی .∥U∥١ < +∞ هرگاه گوییم، اثر رده�ی از عملͽر ͷی را U عملͽر

مͬ�کنیم تعریف ،U ∈ L١(H) هر ازای به مͬ�دهیم. نشان L١(H) با Hرا روی اثر رده�ی

tr(U) =
∑
x∈E

⟨U(x), x⟩.

۴Hilbert-Schmidt

١٠



تابع آن�گاه باشد، هیلبرت فضای ͷیH اگر .٣.۴.١ قضیه

tr : L١(H) −→ C , U 7−→ tr(U),

و است خطͬ

|tr(V U)| ≤ ∥V ∥∥U∥١ (V ∈ B(H), U ∈ L١(H)).

شود. رجوع [٢.۴.١۶ �قضیه��ی ،١۴] به اثبات.

است. پیوسته خطͬ تابعک ͷی tr

آن�گاه هیلبرتHباشند، فضای از دلخواه عناصری y و x اگر

∥x⊗ y∥١ = ∥x∥∥y∥.

مͬ�توان و tr(x⊗y) = ⟨x, y⟩ همچنین است. برقرار F (H) ⊆ L١(H) ⊆ L٢(H) شمول بنابراین

که داد نشان

F (H)
∥.∥١

= L١(H).

نگاشت آن�گاه باشد، هیلبرت فضای ͷیH اگر .۴.۴.١ قضیه

θ : B(H) −→ L١(H)∗ , V 7−→ θV ,

.θV (U) = tr(UV ) که است، طولپا خطͬ یͺریختͬ ͷی

شود. رجوع [۴.٢.٣ قضیه�ی ،١۴] به اثبات.

باناخ جبرهای ۵-١

به که A توی به A×A از (a, b) −→ ab ضربی نگاشت با همراه C میدان روی A برداری فضای

دارد. نام جبر ͷی کند، صدق زیر شرایط در λ ∈ C هر و a, b, c ∈ A هر ازای

١. a(bc) = (ab)c;

٢. (a+ b)c = ac+ bc , a(b+ c) = ab+ ac;

٣. (λa)b = λ(ab) = a(λb).

١١



را A آن�گاه ،ab = ba ،a, b ∈ A هر ازای به یعنͬ باشد، جابجایی فوق، شده�ی تعریف ضرب اگر

هر ازای به و ١A ̸= ٠ هرگاه گوییم، همانͬ عنصر Aرا جبر در ١A عنصر گوییم. جابجایی یͷجبر

باشیم داشته a ∈ A

١Aa = a١A = a.

باشد. همانͬ عنصر دارای هرگاه گوییم، یͺدار را A جبر است. یͺتا وجود صورت در همانͬ عنصر

دارد، نام جبری Aیͷنرم روی ∥.∥ نرم باشد. نرم�دار فضای ͷی (A, ∥.∥) و جبر ͷیA فرضکنیم

هرگاه

∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥ (a, b ∈ A).

شود. مͬ نامیده نرم�دار یͷجبر (A, این�صورت(∥.∥ در

نرم�دار جبر باشد. باناخ فضای ͷی ∥.∥ نرم تحت هرگاه گوییم، باناخ یͷجبر را (A, ∥.∥) نرم�دار جبر

.∥١A∥ = ١ و بوده یͺدار A هرگاه نامیم، یͺدار را (A, ∥.∥)

اعمال با همراه Ã = A⊕C مجموعه�ی باشد. یͺدار غیر باناخ جبر ͷیA فرضکنیم .١.۵.١ مثال

١. (x, λ١)(y, λ٢) = (xy + λ١y + xλ٢, λ١λ٢);

٢. (x, λ١) + (y, λ٢) = (x+ y, λ١ + λ٢);

٣. λ٢(x, λ١) = (λ٢x, λ٢λ١);

۴. ∥(x, λ)∥ = ∥x∥+ |λ|;

یͺدارسازی آن�را که است (٠,١) همانͬ با یͺدار باناخ جبر ͷی ،λ, λ١, λ٢ ∈ C و x, y ∈ A که

نگاشت همچنین گوییم. A شده�ی

A −→ Ã , a 7−→ (a,٠),

است. ͷبه�ی�ͷی همریختͬ ͷی

هرگاه گوییم، همریختͬ ͷی را T : A −→ B نگاشت باشند. باناخ جبر دو B و A کنیم فرض

یعنͬ نماید، حفظ نیز را ضرب که باشد خطͬ نگاشت ͷی T

T (ab) = T (a)T (b) (a, b ∈ A).

١٢


