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از بخشͬ یا تمام از استفاده صورت در دارد. تعلق لرستان دانشͽاه به پایاننامه این امتیازات همه

راهنمای اساتید یا استاد یا ) لرستان دانشͽاه نام باید سخنرانͬها، یا کنفرانسها مجلات، در مطالب

دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات دفتر از کتبی مجوز کسب ضمن و مأخذ ذکر با دانشجو نام و ( پایاننامه

گرفت. خواهد قرار قانونͬ پیͽرد مورد صورت این غیر در شود. ثبت



به تقدیم

” عزیزم همسر و مهربان مادر و پدر ”

۴



۵

چͺیده
عاطفه نام: شعبانͬ خانوادگͬ: نام

کراندار تماماً و کراندار مدولهای پایان�نامه: عنوان

بیرانوند رضا دکتر راهنما: استاد

نظری علیرضا دکتر مشاور: استاد

جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: درجه

پایه علوم دانشͺده: لرستان دانشͽاه تحصیل: محل

٩٠ صفحه: تعداد ١٣٩٢ ماه بهمن ٢٩ التحصیلͬ: فارغ تاریخ

کراندار، تماماً مدول کراندار، مدول آرتینͬ، مدول پروژکتیو، شبه مدول ها: واژه کلید

.FBN حلقهی L2-اول، مدول L2-نوتری، مدول کرول، بعد

مͬ تعمیم مدولها به را کراندار تماماً و کراندار حلقههای مفهوم رساله این در چͺیده:

annR(M/N) ≤e RR ،N ≤e MR هر برای هرگاه مͬنامیم کراندار MRرا مدول . دهیم

P سرهی پایای تماماً L2-اول زیرمدول هر برای (M/P ) هرگاه مͬنامیم تماماًکراندار و

مͬدهیم نشان ما باشد. کراندار R/annR(M/P ) روی مدول ͷی صورت به MR از

که حلقههایی همچنین هستند. موریتا پایای ویژگͬهای راست کرانداری و کرانداری

مͬشوند. دستهبندی هستند کراندار تماماً و کراندار آنها روی مدولهای همهی
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گفتار پیش

حلقهای چنین نمایش R و مͬشوند گرفته نظر در یͷدار حلقهها رساله این بحثهای سراسر در

مͬشوند. فرض یͺانͬ مدولها همهی همچنین است.

تعریفکرد. را کراندار تماماً و کراندار حلقههای [2] مرجع در بار نخستین برای ٢٠٠۴ سال در گودل

مدولهای و (FBNراست) راست کراندار تماماً راست نوتری حلقههای ١٩٩٧ تا ١٩٨٨ سالهای در

گرفتند. قرار مطالعه مورد گسترده طور به [4 − 7] مراجع در مینگ کوک و هیͺیانگ توسط آنها روی

است. شده داده تعمیم کراندار مدولهای به قبلͬ نویسندههای توسط راست کراندار حلقههای از مفهومͬ

حلقهی ͷی R/P ،P ∈ Ass(MR) هر برای که را MR مدول [10] مرجع در اسمیت ٢٠٠۵ سال در

سال در هیͺیانگ همچنین نامید. کراندار باشد، راست نوتری حلقهی ͷی R و راست تماماًکراندار

،N ≤e MR هر برای که شرط این با MRرا مدول [5] مرجع در ١٩٨٨

annR(M/N)/annR(M) ≤e R/annR(M)

مͬگوییم. L-کراندار را اخیر مدولهای اسمͬ تشابه از دوری برای نامید. کراندار

٧



٨ مطالب فهرست

بعدی فصلهای در استفاده برای را نیاز مورد گزارههای و لمها و تعاریف رساله این اول فصل در ما

و تعریف [2] مرجع از را FBNراست و تماماًکراندار و کراندار حلقههای دوم فصل در دادیم. قرار

قضایا و تعاریف بیان به سوم فصل در مͬکنیم. اثبات مذکور حلقههای مورد در را گزارههایی و لمها

،N ≤e MR هر برای هرگاه مͬنامیم کراندار را MR مدول خصوص به مͬپردازیم. اصلͬ نتایجͬ و

پایای تماماً L2-اول زیرمدول هر برای (M/P ) هرگاه مͬنامیم تماماًکراندار و annR(M/N) ≤e RR

مͬدهیم نشان فصل این در باشد. R/annR(M/Pکراندار روی( صورتیͷمدول MRبه از P سرهی

و مͬدهند تشͺیل L-کراندار مدولهای ردهی از بزرگتری ردهی ما تعریف با شده کراندار مدولهای

همه که حلقههایی همچنین هستند. موریتا پایای ویژگͬهای راست کرانداری و کرانداری مͬکنیم ثابت

نشان بالاخره و مͬشوند دستهبندی هستند L-کراندار و تماماًکراندار و کراندار آنها روی مدولهای ی

برابر حداکثر ناصفر شبهپروژکتیو کراندار تماماً L2-نوتری راست براییRͷ-مدول کرول بعد مͬدهیم

باشند. داشته وجود بعد دو هر زمانͬکه است، R از کرول ͷکلاسی بعد با



١ فصل

پیشنیازها

١.١

N ≤ MR و I ≤ RR نماد نامه پایان این در باشد. راست MیRͷ-مدول و حلقه ͷی R فرضکنید

نمادها، این گرفتن نظر در با حال مͬبریم. کار به M زیرمدول و R راست ایدآل برای ترتیب به را

مͬآوریم. بعدی فصلهای در استفاده برای را زیر گزارههای و تعاریف

M صورت این در باشد. آن از زیرمدولͬ N و راست R-مدول ͷی M کنید فرض .١.١.١ تعریف

صورت به و M ∩ N ̸= 0 ،M از K مانند ناصفر زیرمدول هر برای اگر گوییم N اساسͬ توسیع را

مͬشود. داده نشان N ≤e M

اگر صورت این در .N ≤e K و باشند MR از زیرمدولهایی N و L و K کنیم فرض .١.١.١ گزاره

.N ⊕ L ≤e MR آنگاه ،K ⊕ L ≤e MR

٩



١٠ پیشنیازها .١ فصل

بنابراین .0 ̸= k + l ∈ K ⊕ L کنید فرض .N ⊕ L ≤e K ⊕ L مͬدهیم نشان ابتدا اثبات.

∃ r ∈ R s.t 0 ̸= kr ∈ N =⇒ 0 ̸= (k + l)r = kr + lr ∈ N ⊕ L;

است. تناقض ͷی که kr = 0 است، مستقیم جمع چون و kr+ lr = 0 آنگاه ،(k+ l)r = 0 اگر زیرا

مرجع از (١۶.۵) گزارهی طبق حال .N ⊕ L ≤e K ⊕ L ≤e MR نتیجه در .(k + l)r = 0 بنابراین

� .N⊕L ≤e MR ،[1]

این در .I ⊆ J که باشند آن از طرفه دو ایدآلهایی J و I و حلقه ͷی R کنید فرض .٢.١.١ گزاره

.J ≤e R آنگاه ،J
I
≤e

R

I
اگر صورت

از طرفه دو ایدآل ͷی I چون آنگاه ،r ∈ I اگر .r+ I ∈ R

I
بنابراین .0 ̸= r ∈ R فرضکنید اثبات.

چون و r1 = 1 مͬدهیم قرار حال .rr1 ∈ J پس I ⊆ J چون و rr1 ∈ I ،r1 ∈ R هر برای است، R

اینرو از و r + I ̸= 0 آنگاه ،r ̸∈ I اگر .J ≤e R ،r ̸= 0

∃r1 + I ∈ R

I
s.t 0 ̸= (r + I)(r1 + I) = rr1 + I ∈ J

I
.

.J ≤e Rپس است. تناقض که rr1 ∈ I آنگاه ،rr1 = 0 اگر زیرا rr1؛ ̸∈ I و 0 ̸= rr1 ∈ J نتیجه در

�

،f : M −→ M مانند R-همریختͬ هر ازای به اگر Mاست پایای تماماً زیرمدول N .٢.١.١ تعریف

مͬشود. داده نشان N EM صورت به و f(N) ≤ N



١١ پیشنیازها .١ فصل

از پایا تماماً و اساسͬ زیرمدولͬ N اگر Mاست از پایا تماماً اساسͬ زیرمدول ͷی N .٣.١.١ تعریف

مͬشود. داده نشان N Ee M صورت به و Mباشد

صورت این در .MI = 0 و I ▹R و راست R-مدول ͷیM کنید فرض .٣.١.١ گزاره

.N EMR/I ⇐⇒ N EMR (i)

.N ≤e MR/I ⇐⇒ N ≤e MR (ii)

است: زیر ضرب با راست R/I-مدول ͷیM ،MI = 0 چون .N EMR/I کنید فرض (i) اثبات.

m(r + I) = mr.

بالا ضرب طبق باشد، R-همریختͬ ͷی f : M −→ M اگر بنابراین

f(m(r + I)) = f(mr) = f(m)r = f(m)(r + I).

مͬ اثبات مشابه طور به هم عکس قسمت .f(N) ≤ N بنابراین و هست هم R/I-همریختͬ ،f پس

شود.

بنابراین .N ≤e MR کنیم فرض (ii)

∀0 ̸= m ∈ M ∃r ∈ R s.t 0 ̸= mr ∈ M.



١٢ پیشنیازها .١ فصل

r همین ازای به است، R/I-مدول قبل قسمت در شده گفته ضرب Mبا چون

0 ̸= mr = m(r + I) =⇒ N ≤e MR/I .

� اثباتمͬشود. مشابه طور به هم عکسقضیه

.I ERR صورت این در باشد. آن از ایدآلͬ I و حلقه ͷی R کنید فرض .۴.١.١ گزاره

کنید فرض .f(I) ⊆ I مͬدهیم نشان باشد. R-همریختͬ ͷی f : R −→ R کنید فرض اثبات.

داریم: .a ∈ I

f(a) = f(1 · a) = f(1) · a ⊆ RI ⊆ I.

�

IJ ⊆ P و I, J E R هر برای هرگاه مͬشود نامیده اول R حلقهی در P سره ایدآل .۴.١.١ تعریف

.J ⊆ P یا I ⊆ P که بدهد نتیجه

باشد. اول ایدآل ͷی آن در (0) هرگاه است اول R حلقهی .۵.١.١ تعریف

طور به را کاملا́پایایش زیرمدولهای همهی اگر مͬشود نامیده L2-نوتری مدول M .۶.١.١ تعریف

کند. صدق آنها روی صعودی زنجیر شرط در و کند تولید متناهͬ

شرط ،W1,W2 E M هر برای اگر مͬشود نامیده M از L2-اول زیرمدول ͷی P .٧.١.١ تعریف

.W1 ⋆ W2 = HomR(M,W1)W2 آن در W2که ⊆ P W1یا ⊆ P که بدهد W1نتیجه ⋆ W2 ⊆ P



١٣ پیشنیازها .١ فصل

داده نشان Spec2(M) Mبا مانند مدول ͷی از L2-اول زیرمدولهای تمام مجموعهی تعریف٨.١.١.

مͬشود.

باشد. L2-اول آن در (0) زیرمدول هرگاه مͬشود نامیده L2-اول ،M مدول .٩.١.١ تعریف

آن از سره پایای تماماً L2-اول زیرمدول ͷی P و راست R-مدول ͷی M کنید فرض .۵.١.١ گزاره

است. R از اول ایدآل ͷی annR(M/P صورت( این در باشد.

و W1 = MA مͬدهیم قرار .MAB ⊆ P نتیجه در .AB ⊆ annR(M/P ) کنیم فرض اثبات.

داریم: و f(M) ⊆ W1 نتیجه در .f ∈ HomR(M,W1) کنیم فرض .W2 = MA

f(W2) = f(MB) = f(M)B ⊆ W1B = MAB ⊆ P.

MB ⊆ P MAیا ⊆ P بنابراین W2و ⊆ P W1یا ⊆ P نتیجه در .Hom(M,W1)W2 ⊆ P بنابراین

� .B ⊆ annR(M/P ) یا A ⊆ annR(M/P نهایت( در و

.I ≤e RR صورت این در باشد. آن از ناصفر ایدآلͬ I و اول حلقهی ͷی R کنید فرض .۶.١.١ گزاره

ایدآل ͷی I چون .0 ̸= a ∈ I کنید فرض است، ناصفر I چون .0 ̸= r ∈ R کنید فرض اثبات.

rRa مͬکنیم ادعا مͬگیریم. نظر در را I از rRaزیرمجموعهی حال .0 ̸= Ra ⊆ I Rاست، از دوطرفه

.RaR = 0 یا RrR = 0 نتیجه در .RrR · RaR = 0 آنگاه ،rRa = 0 اگر زیرا است. صفر مخالف

.0 ̸= rr
′
a ∈ I طوریکه به دارد وجود r′ ∈ R نتیجه در است. تناقض که a = 0 یا r = 0 بنابراین

�



١۴ پیشنیازها .١ فصل

MR/Iهم صورت این در .I = annR(M) و باشد L2-اول مدول ͷیMR فرضکنید .٧.١.١ گزاره

است. L2-اول

هم .W1 ⋆ W2 = HomR/I(M,W1)W2 W1که ⋆ W2 = 0 W1,W2و EMR/I کنید فرض اثبات.

W1 و M حال .f(W2) = 0 نتیجه در باشد. R/I-همریختͬ ͷی f : M −→ W1 کنید فرض چنین

هستند: R-مدول زیر ضربهای با

∀m ∈ M , r ∈ R m · r = m · (r + I).

∀w1 ∈ W1 , r ∈ R w1 · r = w1 · (r + I).

نتیجه در

f(mr) = f(m(r + I)) = f(m)(r + I) = f(m)r.

� .W2 = 0 W1یا = 0 نتیجه در و است یRͷ-همریختͬ f بنابراین

،0 ̸= N ≤ MR هر برای اگر مͬشود نامیده شدنͬ جمع ،M راست R-مدول .١٠.١.١ تعریف

.HomR(M,N) ̸= 0

هر ازای به هرگاه مͬشود نامیده اول درونریختͬهایش تحت ،M راست R-مدول .١١.١.١ تعریف

.f = 0 آنگاه ،fN = 0 اگر ،f ∈ EndR(M) و 0 ̸= N EMR

اول درونریختͬهایش تحت که باشد شدنͬ جمع راست R-مدول ͷی M کنید فرض .٨.١.١ گزاره



١۵ پیشنیازها .١ فصل

است. L2-اول مدول ͷیMR صورت این در است.

.W1 ⋆ W2 = HomR(M,W1)W2 آن در که W1 ⋆ W2 = 0 و W1,W2 EMR کنیم فرض اثبات.

نتیجه در و HomR(M,W1) ̸= فرض0 طبق بنابراین .W1 ̸= 0 کنیم فرض

∃0 ̸= f ∈ HomR(M,W1) =⇒ f ∈ EndR(M), f(W2) = 0.

.W2 = 0 بنابراین است. تناقض که f = 0 مͬگیریم نتیجه ،f(W2) = 0 چون ،W2 ̸= 0 اگر

�

.MI = 0 که باشد R از دوطرفه ایدآل ͷی I و راست R-مدول ͷی M کنید فرض .٩.١.١ گزاره

زیرمدول ͷی P اگر تنها و اگر است MR از سره پایای تماماً L2-اول زیرمدول ͷی P صورت این در

MR/Iباشد. از سره پایای تماماً L2-اول

، (٣.١.١) طبق باشد. MR از سره پایای تماماً L2-اول زیرمدول ͷی P کنیم فرض ابتدا اثبات.

که W1 ⋆ W2 ⊆ P و W1,W2 E MR/I کنیم فرض حال است. MR/I از پایا تماماً زیرمدول ͷی P

W1یا ⊆ P بنابراین و W1,W2 EMR ، (٣.١.١) طبق نتیجه در .W1 ⋆ W2 = HomR(M,W1)W2

� مͬشود. اثبات مشابه طور به نیز عکس قسمت .W2 ⊆ P

و سره پایای تماماً L2-اول زیرمدول ͷی P و راست R-مدول ͷی M کنید فرض .١٠.١.١ گزاره

و MI = 0 که باشد R از دوطرفه ایدآل ͷی I کنید فرض همچنین باشد. آن از زیرمدول ͷی N



١۶ پیشنیازها .١ فصل

صورت: این در .T =
R/I

annR/I(M/P )
و J = annR(M/P )

annR/J(M/N) ≤e (R/J)R/J ⇐⇒ annT (M/N) ≤e (T )T .

،M ،MI = 0 چون که مͬکنیم توجه ابتدا .annR/J(M/N) ≤e (R/J)R/J کنیم فرض اثبات.

MR/I از پایا تماماً سرهی L2-اول زیرمدول ͷی (٩.١.١) طبق P نتیجه در و است راست R/I-مدول

کنیم فرض حال است.

0 ̸= (r + I) + annR/I(M/P ) ∈ T.

آنگاه ،r + J = 0 اگر زیرا r؛ + J ̸= صورت0 این در

M

P
r = 0 =⇒ M

P
(r + I) = 0

=⇒ r + I ∈ annR/I(M/P )



١٧ پیشنیازها .١ فصل

طوریکه به دارد وجود r1 + J ∈ R

J
فرض طبق حال .r + J ̸= 0 بنابراین و دارد تناقض فرض با که

0 ̸= (r + J)(r1 + J) ∈ annR/J(M/N) =⇒ 0 ̸= rr1 + J ∈ annR/J(M/N)∗

=⇒ (rr1 + I) + annR/I(M/P ) ∈ annT (M/N).

داریم: باشد، صفر برابر اگر زیرا نیست؛ صفر برابر (rr1 + I) + annR/I(M/P ) همچنین

(
M

P
)(rr1 + I) = 0 =⇒ (

M

P
)rr1 = 0 =⇒ rr1 ∈ annR(M/P )

نتیجه در دارد. تناقض ∗ با که

0 ̸= (r + I)(r1 + I) + annR/I(M/P ) ∈ annT (M/N).

� مͬشود. اثبات مشابه کاملا́ طور به نیز عکس قسمت

بزرگترین باشد. آن از زیرمدول ͷی N و راست R-مدول ͷی M کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

مͬنامند. N M-متمم باشد، صفر با برابر N با اشتراکش که Mرا از زیرمدول

Dباشند. رستهی به C رستهی از همورد) (پاد همورد تابعگون دو G و F فرضکنید تعریف١٣.١.١.

هر به که است D ریختارهای به C شͬهای از σ مانند تابعͬ ،D به C از طبیعͬ تبدیل صورت، این در

هر ازای به که ویژگͬ این با مͬدهد نسبت را D از σ(A) : F (A) −→ G(A) ریختار ،A مثل C از شͬ



١٨ پیشنیازها .١ فصل

نمودار ،f : A −→ B مثل C از ریختار

F (A)
σ(A) //

F (f)
��

G(A)

G(f)
��

F (B)
σ(B)

// G(B)


F (B)

σ(B) //

F (f)

��

G(B)

G(f)

��
F (A)

σ(A)
// G(A)


دوسویی تابعͬ σ(A) : F (A) −→ G(A) ،A مثل C از شͬ هر ازای به اگر حال باشد. جابهجایی

مͬنامیم. D به C از طبیعͬ یͷریختͬ را σ طبیعͬ تبدیل آنگاه باشد،

S-مدول رستهی با R-مدولها رستهی اگر هستند موریتا همارز S Rو مانند حلقه دو تعریف١.١.١۴.

باشد. یͷریخت ها

مͬ موریتا پایای ویژگͬهای مͬشوند، حفظ موریتا همارزی تحت که را ویژگͬهایی .١۵.١.١ تعریف

نامند.

بͽیرید: نظر در را زیر مجموعهی باشد. راست R-مدول ͷیM کنید فرض .١۶.١.١ تعریف

Z(M) = {m ∈ M | annR(m) ≤e RR}.

.Z(M) = 0 هرگاه مͬنامند نامنفرد Mرا همچنین .Z(M) = M اگر مͬنامند منفرد Mرا
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این در باشد. اساسͬ ͷی به ͷی R-همریختͬ ͷی f : MR −→ NR کنید فرض .١١.١.١ گزاره

است. منفرد مدول ͷی N

Imf
صورت

آن در که Z(N/Imf) = N/Imf دهیم نشان باید اثبات.

Z(N/Imf) = {n+ Imf ∈ N/Imf | annR(n+ Imf) ≤e RR}.

برای باید پس .N/Imf ⊆ Z(N/Imf) مͬدهیم نشان .Z(N/Imf) ⊆ N/Imf که است واضح

چون .0 ̸= r ∈ R فرضکنیم .annR(n+ Imf) ≤e RR دهیم نشان 0 ̸= n+ Imf ∈ N/Imf هر

،Imf ≤e N چون ،nr ̸= 0 اگر .nr ∈ N ،n ∈ N

∃r′ ∈ R s.t 0 ̸= nrr′ ∈ Imf∗ =⇒ rr′ ̸= 0;

حال .rr′ ∈ annR(n + Imf) پس دارد. تناقض ∗ با که nrr′ = 0 آنگاه rr′ = 0 اگر زیرا

بنابراین .annR(n + Imf) ≤e RR نتیجه در و r ∈ annR(n + Imf) پس .nr = 0 کنیم فرض

� .N/Imf ⊆ Z(N/Imf)

است. منفرد Mنیز (n) صورت این در باشد. منفرد مدول ͷیMR کنید فرض .١٢.١.١ گزاره

برقرار نیز کلͬ حͺم ریاضͬ استقرای با سپس است. برقرار n = 2 برای حͺم مͬدهیم نشان اثبات.
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آن در که Z(M ⊕M) = M ⊕M دهیم نشان باید پس است.

Z(M ⊕M) = {m1 +m2 ∈ M ⊕M | annR(m1 +m2) ≤e RR}.

فرض .M ⊕ M ⊆ Z(M ⊕ M) مͬدهیم نشان پس .Z(M ⊕ M) ⊆ M ⊕ M که است واضح

فرض طبق .0 ̸= r ∈ R کنید فرض .annR(x, y) ≤e RR دهیم نشان باید .(x, y) ∈ M ⊕M کنید

نتیجه در و annR(x), annR(y) ≤e RR

∃ r1, r2 ∈ R s.t 0 ̸= rr1 ∈ annR(x), 0 ̸= rr1r2 ∈ annR(y).

� .rr1r2 ∈ annR(x, y) بنابراین و rr1r2 ∈ annR(x) همچنین

ͷی نیز N صورت این در .M = N ⊕K و باشد منفرد مدول ͷی MR کنید فرض .١٣.١.١ گزاره

است. منفرد مدول

واضح .Z(N) = {n ∈ N | annR(n) ≤e RR} آن در که Z(N) = N دهیم نشان باید اثبات.

دهیم نشان باید .x ∈ N کنیم فرض .N ⊆ Z(N) مͬدهیم نشان پس .Z(N) ⊆ N که است



٢١ پیشنیازها .١ فصل

فرض طبق بنابراین و x+ 0 ∈ N ⊕K = M نتیجه در .0 ̸= r ∈ R کنیم فرض .annR(x) ≤e RR

annR(x, 0) ≤e RR =⇒ ∃r′ ∈ R s.t 0 ̸= rr′ ∈ annR(x, 0)

=⇒ (x, 0)rr′ = (0, 0)

=⇒ xrr′ = 0

=⇒ rr′ ∈ annR(x).

�

.I ≤e RR صورت این در باشد منفرد R-مدول ͷی R/I اگر .١۴.١.١ گزاره

.annR(r + I) ≤e RR نتیجه در و r + I ∈ R/I = Z(R/I)پس .0 ̸= r ∈ R کنیم فرض اثبات.

بنابراین .annR(1 + I) ≤e RR و 1 + I ∈ R/I نتیجه در .r = 1 مͬدهیم قرار

∃r′ ∈ R s.t 0 ̸= rr′ ∈ anR(1 + I) =⇒ rr′(1 + I) = 0 =⇒ rr′ + I = 0

=⇒ rr′ ∈ I.

�

،M مانند ناصفر R-مدول هر برای اگر مͬشود گفته راست نیمهآرتینͬ R حلقهی .١٧.١.١ تعریف

.Soc(MR) ̸= 0


