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چ΋یده

ͳحقیق اعداد جبری اعمال از Έمتری فضاهای پایه�ای خواص این΋ه به توجه با
برد این΋ه جای به Έمتری فضاهای در که است ͳطبیع کاملا̈ ایده این م�ͳآید، بدست
این گیرد. قرار باناخ) یا (و برداری فضای Έی در گیرد قرار R در Έمتری تاب΄
ͳمخروط Έمتری فضاهای عنوان تحت Ίزان و Ίهان توسط بار اولین برای ایده
داده نشان علاقه آن به زیادی ریاضیدانان آن از پس و گردید مطرح ͳرسم طور به
ͳمخروط Έمتری فضاهای در را Έمتری فضاهای در شده مطرح مختلف مباحث و
مشترک ثابت نقاط مطالعه نامه پایان این در ͳاصل هدف داده�اند. قرار مطالعه مورد
نوع تواب΄ انطباق، نقاط ارتباط راستا این در باشد. ͳم ͳمخروط Έمتری درفضاهای
فضاهای روی تواب΄ مشترک ثابت نقاط با ها -cفاصله و متناوب نقاط کیلر-میر،
ͳم دست به ثابت نقطه قضایای از جدیدی نتای; و شود ͳم ͳبررس ͳمخروط Έمتری

آید.
کلماتکلیدی:

ͳمخروطΈمتری گوی فضای ،ͳمخروط Έمتری فضاهای انطباق، نقطه ثابت، نقطه
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مقدمه

Ίهان توسط باناخ ثابت نقطه قضیه تعمیم و ͳمخروطΈمتری فضاهای ͳمعرف پساز
آن خواص و ͳمخروط Έمتری فضاهای ها، مخروط روی زیادی مطالعات Ίزان و
نΎاشت ثابت نقاط روی مطالعه ͳتحقیقات های زمینه از ͳ΋ی است. شده انجام ها
ثابت نقاط مطالعه به نامه پایان این در باشد. ͳم ͳمخروطΈمتری فضاهای روی ها،

است. شده پرداخته ͳمخروط Έمتری فضاهای در مشترک
تعاریف و مقدمات به اول فصل در است. شده تنظیم فصل ۵ در نامه پایان این
ارتباط و انطباق نقاط مورد در ͳنتایج دوم فصل در است. شده پرداخته نیاز مورد
کیلر-میر شرط با تواب΄ به سوم درفصل گردد. ͳم بیان تواب΄ ثابت نقاط با ها آن
شده ͳبررس فضاها نوع این روی تواب΄ مشترک ثابت نقاط و است شده توجه قویتر
نقاط قضایای با مشترک ثابت نقاط و انطباق نقاط ارتباط به چهارم فصل در است.
که ͳهای نΎاشت برای ثابت نقطه قضایای فصل این در شود. ͳم پرداخته متناوب
ͳبررس BC AJو خاصیت دارای تواب΄ جفت نیز و کنند ͳم صدق (E.A)خاصیت در
مورد مشترک ثابت نقطه قضایای با فاصله مفهوم ارتباط پنجم فصل در شود. ͳم
به جدیدی مشترک ثابت نقطه قضایای مفهوم این از استفاده با و گرفته قرار توجه

آید. ͳم دست
است، شده استخراج زیر ازمقالات نامه پایان این مطالب

1.Som coincidence point results in cone metric spaces.

2. common fixed point theorems for the stronger Meir-Keeler

cone-type function cone ball-metricspaces.

3. coincidence and common fixed and periodic point theorems in cone

١



metric spaces.

4.Distance in cone metric spaces and common fixed point theorems.

٢



١ فصل

ͳمقدمات مفاهیم تعاریفو



خلاصه

کتاب بعدی های فصل در نیاز مورد نمادهای و تعاریف ارائه به فصل این در
م�ͳپردازیم.

تعاریف ١.١

زیرمجموعه باشد. صفر عنصر با ١ͳحقیق باناخ Eفضای فرضکنیم، تعریف١.١.١.
باشد: زیر شرایط دارای هرگاه م�ͳنامیم مخروط٢ Έی را E از P

.P ̸= {٠} و P ̸= ∅ باشد، بسته P .١

عضوی ax+ by آنΎاه باشند، P از ͳاعضای x, y و مثبت ͳحقیق اعداد a, b اگر .٢
باشد. P از

.x = ٠ آنΎاه باشد P از عضوی نیز −x و P از عضوی x اگر .٣

زیر صورت به را E روی ترتیب⩾ رابطه P ⊂ E مخروط هر برای تعریف٢.١.١.
م�ͳکنیم. تعریف

( x ̸= y و x ⩽ y اگر تنها و اگر x < y) y − x ∈ P اگر تنها و اگر x ⩽ y

١Real Banach space
٢cone

۴



م�ͳکنیم. تعریف زیر صورت به E روی را ≪ رابطه همچنین و
. y − x ∈ intP اگر تنها و اگر x≪ y

به باشد داشته وجود K > عدد٠ اگر گوییم نرمال٣ را P مخروط تعریف٣.١.١.
باشیم، داشته x, y ∈ E هر برای که طوری

٠ ⩽ x ⩽ y ⇒ ∥x∥ ≤ K∥y∥.

م�ͳنامند. P۴ نرمال ثابت را کند صدق بالا شرایط در که K مثبت عدد کوچ΋ترین

تعریف زیر صورت به را ۵ͳمخروطΈمتری فضای شده گفته مطالب از استفاده با
م�ͳکنیم.

با ͳحقیق باناخ فضای E و ͳته نا مجموعه Έی X م�ͳکنیم فرض تعریف١.١.۴.
d : X×X −→ EاشتΎاگرن باشد. P ⊂ E مخروط توسط شده مرتب⩾ایجاد رابطه
فضای Έی (X, d) و X روی ۶ͳمخروط متر Έی d آنΎاه کند، صدق زیر شرایط در

م�ͳشود. نامیده ͳمخروط Έمتری

d(x, y) = ٠ ⇐⇒ x = y و d(x, y) ⩾ باشیم:٠ داشته x, y ∈ X هر برای .١

d(x, y) = d(y, x) باشیم: داشته x, y ∈ X هر برای .٢

d(x, z) ⩽ d(x, y) + d(y, z) باشیم: داشته x, y, z ∈ X هر برای .٣

ای دنباله {xn} ،ͳمخروط Έمتری فضای Έی (X, d) کنیم فرض تعریف١.١.۵.
باشد. x ∈ X و Xدر

برای که باشد داشته وجود N ΀صحی عدد ٠ ≪ c شرط با c ∈ Eهر برای اگر .١
و است x به همΎرا٧ {xn} گوییم آنΎاه ،d(xn, x) ≪ c باشیم داشته n > N هر
limn→∞ xn = x یا xn → xصورت به را مطلب این و است {xn} حد x نقطه یا

م�ͳدهیم. نمایش

٣normal
۴normal constant
۵cone metric space
۶cone metric
٧convergent

۵



برای که باشد داشته وجود N ΀صحی عدد ٠ ≪ c شرط با c ∈ E هر برای اگر .٢
دنباله Έی را {xn} دنباله آنΎاه d(xn, xm) ≪ c باشیم داشته m,n > N هر

م�ͳنامیم. X در ٨ͳکش

در ͳکش دنباله هر هرگاه م�ͳشود نامیده کامل٩ (X, d) ͳمخروط Έمتری فضای .٣
باشد. همΎرا آن

Έی P و کامل ͳمخروط Έمتری فضای Έی (X, d) کنیم فرض .١.١.١ قضیه
شرط در f : X −→ X نΎاشت همچنین باشد. K نرمال ثابت با نرمال مخروط
x, y ∈ X هر برای که باشد داشته وجود ٠ ⩽ k < ١ عدد ͳیعن کند صدق ͳانقباض
ی΋تا ثابت نقطه Έی X در f صورت این در .d(fx, fy) ⩽ kd(x, y) باشیم داشته

دارد.

م�ͳدهیم، قرار م�ͳگیریم. نظر در x٠ ∈ X Έی اثبات.
x١ = fx٠, x٢ = fx١ = f ٢x٠ · · · xn+١ = fxn = fn+١x٠, · · ·

داریم، نتیجه در
d(xn+١, xn) = d(fxn, fxn−١)

⩽ kd(xn, xn−١)

⩽ k٢d(xn−١, xn−٢)

⩽ ...

⩽ knd(x١, x٠).

داریم، n > m هر برای بنابراین
d(xn, xm) ⩽ d(xn, xn−١) + d(xn−١, xn−٢) + ...+ d(xm+١, xm)

⩽ (kn−١ + kn−٢ + ...+ km)d(x١, x٠)

⩽ km

١− k
d(x١, x٠).

٨cauchy
٩complete

۶



داریم، پس
∥ d(xn, xm) ∥⩽

km

١− k
K ∥ d(x١, x٠) ∥ .

دنباله Έی {xn} پس .d(xn, xm) → ٠ آنΎاه n,m→ ∞ هرگاه که م�ͳدهد نشان این
ͳوقت که طوری به دارد وجود x∗ ∈ X عضو ،X بودن کامل به توجه با و است ͳکش

نتیجه در . xn → x∗ داریم n→ ∞

d(fx∗, x∗) ≤ d(fxn, fx
∗) + d(fxn, x

∗) ⩽ kd(xn, x
∗) + d(xn+١, x

∗),

و
∥ d(fx∗, x∗) ∥⩽ K[k ∥ d(xn, x∗) ∥ + ∥ d(xn+١, x

∗) ∥] −→ ٠.

ثابت نقطه Έی x∗ بنابراین fx∗ = x∗که م�ͳدهد نشان این و ∥ d(fx∗, x∗) ∥= ٠ پس
داشت خواهیم باشد fاز دیΎری ثابت نقطه Έی y اگر حال است.

نتیجه در x∗ = y و ∥ d(x∗, y) ∥= ٠ بنابراین d(x∗, y) = d(fx∗, fy) ⩽ kd(x∗, y)

ی΋تاست. f ثابت نقطه

دو f, T : X −→ X و ͳمخروط Έمتری فضای (X, d) کنیم فرض تعریف١.١.۶.
u ∈ X نقطه Έی هرگاه دارند X در انطباق نقطه Έی f, T گوییم باشند. نΎاشت

.fu = Tu که طوری به باشد داشته وجود

بالا از که ͳافزایش دنباله هر هرگاه گوییم منظم١٠ را P مخروط .٧.١.١ تعریف
صورت به ای دنباله {xn} اگر ͳیعن باشد همΎرا است دار کران

وجود x ∈ E عضو آنΎاه باشد، y ∈ E Έی برای x١ ⩽ x٢ ⩽ . . . ⩽ xn ⩽ . . . ⩽ y

. ∥ xn − x ∥−→ ٠ داریم n→ ∞ ͳوقت که طوری به باشد داشته

دنباله هر اگر تنها و اگر است منظم P مخروط م�ͳشود دیده ͳراحت به .١ .١ تذکر
باشد. همΎرا است دار کران پایین از که ͳکاهش

است. نرمال منظم مخروط هر .٢
برای صورت این در باشد نرمال غیر منظم یΈمخروط P کنیم فرض اگر زیرا

١٠regular cone

٧



n٢ ∥ tn ∥<∥ sn ∥ و tn−sn ∈ P که م�ͳکنیم انتخاب طوری را tn, sn ،n ≥ ١ هر
بودن نرمال غیر فرض طبق زیرا کنیم انتخاب م�ͳتوانیم را ͳهای دنباله (چنین
و ٠ ⩽ x ⩽ y که طوری به دارد وجود x, y ∈ E ،k > ٠ هر برای P مخروط
داشت خواهیم k = n٢ دادن قرار با n ∈ N هر برای نتیجه در ∥ x ∥> k ∥ y ∥

صورت این در .(sn ⩽ tnو ∥ sn ∥> n٢ ∥ tn ∥ که موجودند tn و sn عناصر
م�ͳدهیم، قرار n ≥ ١ هر برای

yn =
tn

∥ tn ∥
, xn =

sn
∥ tn ∥

.

داشت، خواهیم n ≥ ١ هر برای پس
xn, yn,∈ P, ∥ yn ∥= ١, n٢ <∥ xn ∥ .

y ∈ P عضو Έی پس است بسته P و همΎرا ∑∞
n=١

١
n٢

∥ yn ∥ سری چون

که م�ͳکنیم توجه حال . ∑∞
n=١

١
n٢

∥ yn ∥= y که طوری به دارد وجود

٠ ⩽ x١ ⩽ x١ +
١
٢٢
x٢ ⩽ x١ +

١
٢٢
x٢ +

١
٣٢
x٣ ⩽ · · · ⩽ y

نتیجه در همΎراست. ∑∞
n=١

١
n٢
xn ،P بودن منظم به توجه با بنابراین

است. تناقض Έی که limn→∞
∥ xn ∥
n٢

= ٠

و X = R و P = {(x, y) ∈ E : x, y ⩾ ٠} و E = R٢ کنیم فرض .١.١.١ مثال
در که باشد d(x, y) = (| x − y |, α | x − y ضابطه(| با نΎاشت d : X ×X −→ E

ͳمخروط Έمتری فضای (X, d) صورت این در است. مثبت ثابت عدد Έی α آن
آنΎاه (a, b) ⩽ (c, d) و (a, b), (c, d) ∈ R٢ اگر زیرا است. منظم مخروط Έی P و
نتیجه در و

√
a٢ + b٢ ⩽

√
c٢ + d٢ بنابراین a ⩽ c و b ⩽ d یا و (c, d) − (a, b) ∈ P

.∥ (a, b) ∥⩽∥ (c, d) ∥

است. نرمال غیر مخروط با ͳمخروط Έمتری فضای Έی زیر مثال

در که ∥ f ∥=∥ f ∥∞ + ∥ f ′ ∥∞ نرم با E = C١
R([٠, ١]) کنیم فرض .٢.١.١ مثال

این در باشد. P = {f ∈ E, f ⩾ ٠} و م�ͳباشد [٠, ١] روی | f | سوپریمم ∥ f ∥∞ آن
است. نرمال غیر مخروط Έی P صورت

آنΎاه، f(x) = x کنیم فرض و g(x) = x٢k دهیم قرار k ≥ ١ هر برای اگر زیرا

٨



زیرا، ∥ g ∥= ٢k + ١ و ∥ f ∥= ٢ و ٠ ⩽ g ⩽ f

∥ f ∥ =∥ f ∥∞ + ∥ f ′ ∥∞

= sup
٠≤x≤١

| f(x) | + sup
٠≤x≤١

| f ′(x) |

= sup
٠≤x≤١

x+ sup
٠≤x≤١

١

= ١+ ١

= ٢,

و
∥ g ∥ =∥ g ∥∞ + ∥ g′ ∥∞

= sup
٠≤x≤١

| g(x) | + sup
٠≤x≤١

| g′(x) |

= sup
٠≤x≤١

| x٢k | + sup
٠≤x≤١

| ٢kx٢k١ |

= ١+ ٢k.

است. نرمال غیر P و نیست P نرمال ثابت k نتیجه در .k ∥ f ∥<∥ g ∥ بنابراین
ضابطه با d : X ×X −→ E نΎاشت ،X = [٠,∞) کنیم فرض حال

f(t) = et ضابطه با f : R −→ R که م�ͳکنیم تعریف طوری را d(x, y) =| x− y | f

است. ͳمخروط Έمتری فضای Έی (X, d) صورت این در باشد.

اگر P مخروط با (X, d) ͳمخروط Έمتری فضای هر در که کنیم ͳم توجه .٢ تذکر
.limn→∞ xn = x آنΎاه ،limn→∞ d(xn, x) = ٠ و x ∈ X و X در ای دنباله {xn}∞n=١

با c ∈ E هر برای صورت این در (n → ∞) d(xn, x) → ٠ کنیم فرض اگر زیرا
آنΎاه ∥ x ∥=∥ c − x − c ∥< δ اگر که طوری به دارد وجود δ > ٠ ،٠ ≪ c شرط
داریم n > N هر برای که طوری به دارد وجود N ∈ N ،δ این برای .c− x ∈ intP

xn بنابراین ،d(xn, x) ≪ c ͳیعن این و c− d(xn, x) ∈ intP بنابراین ∥ d(xn, x) ∥< δ

است ΀صحی نیز مطلب این ع΋س باشد نرمال مخروط اگر حال است. همΎرا x به
ͳیعن

( lim
n→∞

xn = x) =⇒ lim
n→∞

d(xn, x) = ٠

داریم، limn→∞ xn = xفرض با زیرا
∀c≫ ٠,∃N ∈ N, n ⩾ N =⇒ d(xn, x) ≪ c

٩



حال ∥ d(xn, x) ∥≪ k ∥ c ∥ داریم d(xn, x) ≪ c شرط از است نرمال P چون اما
∥ d(xn, x) ∥→ ٠ پس ∥ ١

m
c ∥= ١

m
∥ c ∥→ ٠ و ١

m
c ∈ intP ،m ∈ N هر برای چون

در ͳکش دنباله Έی {xn} داریم نرمال ͳمخروط Έمتری فضای هر در مشابه طریق به
.limn,m→∞ d(xn, xm) = اگر٠ تنها و اگر است X

ثابت با نرمال مخروط P و ͳمخروط Έمتری فضای (X, d) کنیم فرض .١.١.١ لم
،xn → x که طوری به باشند X در دنباله دو {yn} ، {xn} همچنین و باشد k نرمال

صورت، این در yn → y

d(xn, yn) −→ d(x, y).

و ٠ ≪ c که م�ͳکنیم انتخاب طوری را c ∈ E عضو ε > هر٠ برای اثبات.
موجود N ͳطبیع عدد که م�ͳشود نتیجه {xn}, {yn} مفروضات از ∥ c ∥< ε

۴k + ٢
n > N اگر بنابراین d(xn, x) ≪ c, d(yn, y) ≪ c داریم: n > N هر برای که است

داشت، خواهیم آنΎاه
d(xn, yn) ⩽ d(xn, x) + d(x, y) + d(yn, y) ⩽ d(x, y) + ٢c,

d(x, y) ⩽ d(xn, x) + d(xn, yn) + d(yn, y) ⩽ d(xn, yn) + ٢c.

نتیجه، در
٠ ⩽ d(x, y) + ٢c− d(xn, yn) ⩽ ۴c.

داریم، P بودن نرمال به توجه با پس
∥ d(xn, yn)−d(x, y) ∥⩽∥ d(x, y)+٢c−d(xn, yn) ∥ + ∥ ٢c ∥⩽ (۴k+٢) ∥ c ∥< ε

داریم، n→ ∞ ͳوقت بنابراین
d(xn, yn) −→ d(x, y).

عدد و a ∈ P ،P مخروط دارای ͳحقیق باناخ فضای E اگر .١ .٣ تذکر
.a = ٠ آنΎاه a ⩽ λa که طوری به باشد موجود ٠ < λ < ١

وجود n٠ مثبت ΀صحی عدد آنΎاه an → ٠ و (n ∈ N) c ⩽ an و c ∈ intP اگر .٢
.an ≪ c داریم n ⩾ n٠ هر برای که دارد

١٠



.( ∀x, x ⩾ y ⇒ x ∈ intP ) آنΎاه، y ∈ intP اگر .٣

.c≪ b آنΎاه c≪ a و a ⩽ b اگر .۴

.c≪ b آنΎاه c ⩽ a و a≪ b اگر .۵

.intP + intP ⊆ intP .۶

.α intP ⊆ intP ،α ∈ (٠,∞) هر برای .٧

.a≪ c آنΎاه b≪ c و a≪ b اگر همچنین و .a ⩽ c آنΎاه b ⩽ c و a ⩽ b اگر .٨

.−(١−λ)a ∈ P نتیجه در و λa−a ∈ P که م�ͳدهد نتیجه a ⩽ λaشرط .١ اثبات.
نتیجه، در (١− λ)a ∈ P پس ١− λ > ٠ و a ∈ P چون ͳطرف از

(١− λ)a ∈ P ∩ (−P ) = {٠} =⇒ a = ٠.

م�ͳکنیم انتخاب طوری را صفر از V متقارن ͳΎهمسای .٠ ≪ c دهیم ͳقرارم .٢
که

به دارد وجود n٠ ∈ N عنصر که م�ͳشود نتیجه an → ٠ شرط از .c + V ⊂ P

c ± an ∈ c + V بنابراین .an ∈ V = −V داریم، n > n٠ هر برای که طوری
.c± an ∈ P داشت، خواهیم n > n٠ هر برای پس c+ V ⊂ P چون ͳطرف از

.an ≪ c و ٠ ≪ c± an نتیجه در

x = y + (x − y) که این به توجه با بنابراین x − y ∈ P آنΎاه x ⩾ y اگر .٣
ضابطه با u ∈ E هر برای را f : E → E تاب΄ حال .x ∈ P که م�ͳشود نتیجه
ͳدوسوی و پیوسته وضوح به تاب΄ این م�ͳکنیم. تعریف f(u) = u + (y − x)

چون حال م�ͳباشد. f−١(u) = u + (x − y) ضابطه با f−١ : E → E و است
بنابراین y + U ⊆ E که است موجود E از U باز مجموعه زیر پس y ∈ intP

f(x) = y ∈ U ͳطرف از است. باز E در نیز f−١(U) ،f ͳΎپیوست به توجه با
که است شده ثابت f−١(U) ⊆ P دهیم نشان اگر بنابراین .x ∈ f−١(U) پس

که م�ͳکنیم ملاحظه نیز منظور این برای .x ∈ intP

f−١(U) = {f−١(t) : t ∈ U} = {u+ x− y : u ∈ U} ⊆ P.

١١



٢ طبق a − c ∈ intP چون پس a − c ⩽ b − c آنΎاه c ≪ a و a ⩽ b اگر .۴
. b− c ∈ intP

٣ طبق b − a ∈ intP چون پس b − a ⩽ b − c آنΎاه c ⩽ a و a ≪ b اگر .۵
. b− c ∈ intP

٣ طبق بنابراین x ⩽ x+ y بنابراین ٠ ⩽ y = x+ y− x آنΎاه x, y ∈ intP اگر .۶
.x+ y ∈ intP

که است موجود δ > ٠ مانند ͳشعاع به و c مرکز به بازی گوی c ∈ intP اگر .٧
این .x ∈ P آنΎاه ∥ c−x ∥< δ ،x ∈ E هر برای پس م�ͳباشد. P زیرمجموعه
x ∈ P یا و x

α
∈ P آنΎاه ∥ αc−x ∥= α ∥ c− x

α
∥< αδ اگر که م�ͳدهد نشان

.α ∈ P پس است P زیرمجموعه αδ شعاع و αc مرکز به باز گوی پس .

م�ͳشود نتیجه b ⩽ c شرط از و b − a ∈ P م�ͳشود نتیجه a ⩽ b شرط از .٨
نتیجه در c− a ∈ P پس .c−a = (c− b)+ (b− a) ∈ P بنابراین، .c− b ∈ P

.a ⩽ c

نتیجه b ≪ c شرط از و b − a ∈ intP م�ͳشود نتیجه a ≪ b شرط از همچنین
،c − a = (c − b) + (b − a) ∈ intP ،۶ طبق بنابراین .c − b ∈ intP م�ͳشود

.a≪ cپس

هر برای هرگاه نامیم پایین از پیوسته شبه را f : X −→ R تاب΄ .٨.١.١ تعریف
باشیم، داشته باشد x ∈ X نقطه به همΎرا که X از {xn}∞n=١ صعودی دنباله

f(x) < lim
n→∞

f(xn).

عدد هرگاه، م�ͳشود نامیده شده١١ مرتب ͳانقباض شبه g ،f نΎاشت تعریف٩.١.١.
عضو ،gy ⊑ gx شرط با x, y ∈ X هر برای که طوری به باشد موجود λ ∈ [٠, ١)

آن در که d(fx, fy) ⩽ λu که طوری به باشد داشته وجود ،u ∈M f,g
٠ (x, y)

M f,g
٠ = {d(gx, gy), d(gx, fx), d(gx, fy), d(gy, fx)}.

١١ordered -quasi-contraction

١٢


