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พ়ࢁඟوदدردا਩ی

رياضيدان آری آفريد. ”هندسه” و اساس”حساب” بر را عالم كه را رحيم و رحمان سپاسخداوند و حمد

شͺر هزاران بخشيد. نظم هندسه پايه�ی بر و كرد استوار حساب اساس بر را دنيا چيز همه كه بزرگͬ

كه سپاس صدها و بوده ياور و يار آرزوهايم به نيل در مرا مهرش پر دستان كه را عظيم راهنمای اين

رياضͬ گسترده�ی باب�های از ͬͺي در كوتاه چند هر پژوهشͬ بتوانم تا شد ارزانͬ فرصتͬ پشتيبانيش با

باشم. داشته

مهربانͬ و صبر با كه �پور یزدان دكتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد از مͬ�دانم لازم خود بر اینجا در

که اساتیدم تمامͬ از همچنین آورم. جا به را قدردانͬ و تشͺر نهايت بودند بنده راهͽشای و راهنما

و پدر دستان بر بوسه نهایت در مͬ�کنم. قدردانͬ و تشͺر برده�ام بهره تدریسشان فیض پر محضر از

بودند. تͺيه�گاهم و مشوق تحصيل علͬ�الخصوصدوران زندگͬ دوران تمامͬ در كه مͬ�زنم عزيزم مادر

هستند. راهم روشنای مͬ�گرايد ͬͺتاري به برايم دنيا هرگاه که خورشيدهايͬ

باشند. پذیرا مرا ͷکوچ سپاس که امید

چهار



چͺیده

حلقه صفر مقسوم�علیه�های مجموعه Z(R) و ١ ̸= ٠ که باشد یͺدار و جابجایͬ حلقه R کنید فرض

دو به�طوری�که است R عناصر از متشͺل رأس�های با گرافͬ ، R حلقه کلͬ گراف از منظور باشد. R

مͬ�دهیم. نشان T (Γ(R)) با را آن که x+ y ∈ Z(R) اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز رأس

آن�ها از برخͬ که هستند جالبͬ ویژگͬ�های دارای یͺدار و جابجایͬ حلقه�های با متناظر کلͬ گراف�های

و اندرسون کارهای اساس بر گرفته�اند. قرار مطالعه مورد بداوی و اندرسون مانند دانانͬ ریاضͬ توسط

است متناهͬ یͷمجموعه Z(R) که حلقه�هایͬ با متناظر گرافکلͬ ویژگͬ�های پایان�نامه این در بداوی،

گونای دارای آن�ها کلͬ گراف که را متناهͬ حلقه�های همه کلاس بویژه مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را

زیر�گراف�های و کلͬ گراف همبندی بررسͬ به دیͽر، بخشͬ در . مͬ�کنیم رده�بندی ، است ͷی حداکثر

پرداخت. خواهیم کمر و قطر مانند گرافͬ کمیت�های از برخͬ محاسبه و آن

. چنبره�ای گراف مسطح، گراف گونا، صفر، مقسوم�علیه کلͬ، گراف کلیدی: واژه�های
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پیش�گفتار

علیه گرافمقسوم آنها، از ͬͺی استکه شده گراف�ها و جبری ساختارهای رابطه�ی به ویژه�ای توجه اخیراً

ͷی جابجایͬ و یͺدار حلقه�ی ͷی به ١٩٩٨ سال در ١ ͷب بار او̰لین است. R جابجایͬ حلقه ͷی صفر

عناصر تمام کار این در بود. گراف این رن�͹آمیزی در بیشتر او علاقه�ی واقع در که داد. نسبت گراف

بدست حلقه�ها از جالبͬ خواص گراف، نظریه مفاهیم از استفاده با ͷب بودند. گراف رئوس حلقه

مقسوم�علیه گراف نظریه و شدند علاقه�مند موضوع این به ٣ لیوینͽستون و ٢ اندرسون بعدها آورد.

گذاری پایه خواصحلقه�ای با آن�ها مقایسه و گرافͬ خواص بررسͬ و دقیق تعریف ͷی ارائه با را صفر

در مͬ�دهیم. نمایش Γ(R) نماد با را R جابجایͬ و یͺدار حلقه�ی صفر علیه مقسوم گراف کردند.

برای و است ناصفر صفر علیه مقسوم مجموعه یعنͬ Z(R)∗ = Z(R) \ گراف{٠} رئوس گراف این

علیه مقسوم گراف مفهوم .xy = ٠ اگر تنها و اگر هستند مجاور y و xرأس متمایز x, y ∈ Z(R)∗

است. حلقه نظریه و گراف نظریه بین پلͬ واقع صفردر

ارائه�ی به حلقه�ها و گراف�ها مورد در مقدماتͬ مفاهیم یادآوری از پس پایان�نامه، این او̰ل فصل در

توسط ٢٠٠٨ سال در بار نخستین که مͬ�پردازیم R یͺدار و جابجایͬ حلقه ͷی گراف�کلͬ مفهوم

R عناصر همه که مͬ�شود داده نمایش T (Γ(R)) نماد با گراف این شد. معرفͬ ۴ بداوی و اندرسون

تنها و اگر مجاورند y و x متمایز رأس دو آن در و مͬ�شود گرفته نظر در گراف این رأس�های عنوان به

١ Beek

٢ D.D.Anderson

٣ Livingston

۴ A.Bedawi

١



از گراف، این (القایͬ) زیرگراف�های بخش، این در همچنین باشد. صفر علیه مقسوم ͷی x + y اگر

منظم عناصر و صفر علیه مقسوم مجموعه به�ترتیب آن رأس�های که Reg(Γ(R)) و Z(Γ(R)) جمله

بیان را آرتینͬ حلقه�های از خواصͬ و اویلر فرمول دوم فصل در شد. خواهد معرفͬ هستند، R حلقه

زیرگراف�های و کلͬ گراف برای را همبندی و کمر قطر، مانند گرافͬ کمیت�های سوم فصل در مͬ�کنیم.

مͬ�کنیم. بررسͬ نباشد R از ایدآل ͷی Z(R) و باشد R از ایدآل ͷی Z(R) که حالت دو در آن

Z(R) اگر اگروتنها است کامل Z(Γ(R)) و است همبند همیشه T (Γ(R)) از Z(Γ(R)) زیرگراف

Reg(Γ(R)) و Z(Γ(R)) زیرگراف�های آنͽاه باشد R از ایدآل ͷی Z(R) اگر و باشد R از ایدآل ͷی

از کدام هر استکه متمایز زیرگراف�های Reg(Γ(R))اجتماع و است T (Γ(R)) متمایزاز زیرگراف�های

زیرگراف�های آنͽاه نباشد، R از ایدآل ͷی Z(R) اگر است. دوبخشͬ کامل گراف یا کامل گراف ها آن

وتنها اگر است همبند T (Γ(R)) و نیستند T (Γ(R)) متمایزاز زیرگراف�های Reg(Γ(R)) و Z(Γ(R))

قطر و است کامل یا همبند Reg(Γ(R)) زمانͬ چه که داد خواهیم نشان همچنین .R = (Z(R)) اگر

از سازی ایدآل گراف�های به راجع نتیجه چند با همچنین مͬ�کنیم. محاسبه را زیرگراف�ها این کمر و

مͬ�رسد. پایان به بخش ،R(+)M

گراف دو دکارتͬ حاصلضرب و دوبخشͬ کامل گراف رأسͬ، n کامل گراف گونای پایانͬ فصل در

ͷی حداکثر گونای دارای آن�ها کلͬ گراف که متناهͬ حلقه�های همه کلاس و مͬ�کنیم محاسبه را

مͬ�کنیم. بندی رده را باشد) چنبره�ای گراف یا مسطح گراف ͷی است(یعنͬ

است. شده اقتباس [٢] و [١٠] مقاله�های از پایان�نامه این

٢



اول فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

مͬ�شویم. آشنا حلقه�ها نظریه و گراف نظریه مفاهیم و مثال�ها نͺات، ، تعاریف از برخͬ با فصل این در

برخͬ یادآوری به دو̰م بخش در مͬ�کنیم. بیان مثال�هایͬ با همراه گراف نظریه از مفاهیمͬ او̰ل بخش در

معرفͬ را آن زیرگراف�های و حلقه ͷی کلͬ گراف آخر در و پرداخته حلقه� نظریه تعاریف و مفاهیم

مͬ�کنیم.

گراف نظریه از مفاهیمͬ ١.١

V عضوی دو مجموعه�های زیر از خانواده�ای E و ناتهͬ مجموعه ͷی V کنید فرض .١.١.١ تعریف

ها یال مجموعه را E و ها رأس مجموعه را V ، گراف ͷی را G = (V,E) صورت این در باشد.

گوییم یگراف اندازه را گراف های یال تعداد یگرافو مرتبه را یͷگراف رأسهای تعداد مͬ�نامیم.

مͬ�شود. -گرافنامیده nͷی رأسͬ، n گراف ͷی دهیم. مͬ نشان |E(G)| و |V (G)| با ترتیب به و

٣



یͺسان سر دو با یال و گوییم مجاور های رأس را رأس دو آن باشند متصل هم به یالͬ با رأس دو اگر

متناهͬ را گراف باشد متناهͬ گراف های یال مجموعه و ها رأس مجموعه اگر شود. مͬ نامیده طوقه

رأس دو هر بین و باشد نداشته ای طوقه هیچ اگر است ساده گراف G = (V,E) گراف مͬ�گوییم.

نباشد. یال ͷی از بیش

ͬͽهم شود)�، ذکر صریح به�طور که مواردی در (بجز شده معرفͬ گراف�های پایان�نامه، این طول در

نمایش uv با اختصار به را {u, v} ∈ E(G) یال ͷی همچنین مͬ�باشند ساده و متناهͬ گرافهای

مͬ�دهیم.

با است برابر گراف این های رأس مجموعه بͽیرید. نظر در را ١.١ شͺل در G١ گراف .٢.١.١ مثال

V (G١) = {v١, v٢, v٣, v۴, v۵}

با است برابر آن های یال مجموعه و

E(G١) = {e١, e٢, e٣, e۴, e۶}

است. ۶ اندازه از و ۵ مرتبه از ساده گراف ͷی لذا

..

v١

.

v٢

.

v۴
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Gگراف١ :١.١ شͺل

ناهمبند کاملا́ گراف را تهͬ گراف باشد. نداشته یالͬ هیچ که است گرافͬ تهͬ گراف تعریف٣.١.١.

گویند.

۴



صورت به پوشا و ͷی به ͷی تابعͬ اگر یͺریختهستند های Hگراف و Gگراف دو تعریف١.١.۴.

uv ∈ E(G) که طوری به باشد داشته وجود گراف دو های رأس مجموعه بین f : V (G) → V (H)

G ∼= H با و گویند یͺریخت Hرا و Gگراف دو صورت این در .f(u)f(v) ∈ E(H) اگر تنها و اگر

مͬ�دهیم. نمایش

هستند یͺریخت اما دارند متفاوتͬ ظاهر اینͺه با ٢.١ شͺل در شده داده نشان گراف دو .۵.١.١ مثال

داریم آنها برای و

f(I) = E, f(J) = A, f(L) = B, f(K) = H, f(M) = D, f(N) = F, f(P ) = G, f(O) = C
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یͺریخت گراف�های :٢.١ شͺل

گرفتن نظر در با باشند. مجاور آن رأس دو هر گاه هر گوییم کامل را G ساده گراف .۶.١.١ تعریف

گراف ͷی ٣.١ شͺل دهیم. مͬ Knنشان با را آن و دارد وجود رأسͬ n یͷگرافکامل تنها یͺریختͬ

است. رأسͬ ۵ کامل

زیر�������مجموعه k به را آن رأسهای ی مجموعه توان مͬ استکه گرافͬ -بخشͬ، kگراف تعریف٧.١.١.

۵



.
K۵گراف :٣.١ شͺل

.
K٣,٣ :۴.١ شͺل

ͷی کامل، k-بخشͬ گراف نباشد. مجموعه زیر ͷی در یالͬ هیچ سر دو که کرد افراز طوری مجزا

با یͺسان غیر ای مجموعه زیر در که هایͬ رأس تمام به رأس هر آن در که است -بخشͬ k ساده گراف

باشد. مͬ K٣,٣ گراف ͷی ۴.١ شͺل اند. شده وصل دارند، قرار آن

اگر .E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) هرگاه نامیم مͬ G زیرگراف را H گراف .٨.١.١ تعریف

گاه هر نامیم مͬ Gگراف ی سره گراف زیر را H گراف .H ⊆ G نویسیم مͬ باشد Gگراف زیر H

صورتͬ در . H ⊂ G نویسیم مͬ باشد G ی سره گراف زیر H اگر . H ̸= G و H ⊆ G باشیم داشته

نامیم. مͬ فراگیر زیرگراف را آن کند، صدق V (H) = V (G) شرط در H گراف زیر که

رأس�های مجموعه که G از زیرگرافͬ باشد. V از ناتهͬ ی زیرمجموعه V ′ فرضکنید .٩.١.١ تعریف

۶



شده القاء زیرگراف است، واقع V ′ در آن�ها رأس دو هر که باشد Gگراف از یال�هایͬ مجموعه و V ′ آن

مͬ�نامیم. V ′ رأس�های روی G القایͬ زیرگراف آن به و دهیم مͬ نمایش G[V ′] با و مͬ�نامیم V ′ توسط

که است Gگراف متمایز دو�به�دو رأس�های از دنباله�ای vرأس به uرأس از یͷمسیر تعریف١٠.١.١.

مسیر ͷی یال�های تعداد به هستند. مجاور دنباله این متوالͬ رأس دو و مͬ�شود ختم �v به و آغاز u از

مͬ�دهند. نمایش d(u, v) با را v و uرأس دو بین مسیر کوتاه�ترین مͬ�شود. گفته مسیر طول

n از متشͺل n ≥ ٣ شرط با v١, v٢, ..., vn+١ = (v١) به�صورت دنباله�ای دور ͷی .١١.١.١ تعریف

با را رأسͬ n دور هستند. مجاور دنباله این متوالͬ رأس دو هر به�طوری�که است متمایز دو به دو رأس

مͬ�نامیم. فرد یا زوج یͷدور باشد، فرد یا زوج k اینͺه به وابسته را -دور k ͷی مͬ�دهیم. نشان Cn

مثلثگویند. را دور، -٣ ͷی همچنین

تعریف زیر صورت به و مͬ�دهند نمایش diam(G) با را G مانند گراف ͷی قطر .١٢.١.١ تعریف

مͬ�شود.

diam(G) = sup{d(x, y)|x, y ∈ V (G)}

مͬ�دهیم. نشان gr(G) با را آن و مͬ�شود گفته G کمر ، G دور کوچͺترین طول به .١٣.١.١ تعریف

تنها و اگر d(u, v) = ∞ و d(u, u) = ٠ داریم G گراف از v و u رأس�های برای .١۴.١.١ قرارداد

.gr(G) = ∞ آنͽاه نباشد، دور شامل Gگراف اگر باشد. نداشته وجود v و u بین مسیری اگر

.gr(G) = ٣ و diam(G) = ٣ داریم شͺل(١.۵) گراف در .١۵.١.١ مثال

داشته وجود مسیر ͷی حداقل آن رأس دو هر بین گاه هر گوییم همبند را Gگراف .١۶.١.١ تعریف

از افرازی بنابراین مͬ�دهد. تشͺیل V (G) رأس�های مجموعه روی هم�ارزی رابطه ͷی همبندی باشد.

هم به مسیری با v و uرأس دو آن در که دارد وجود Vi, · · · , V٢, V١ ناتهͬ زیرمجموعه�های به V (G)

و ...،G [V٢] ،G [V١] زیرگراف�های باشتد. یͺسانͬ Vi به متعلق دو هر اگر تنها و اگر هستند متصل

مͬ�شوند. نامیده Gگراف همبندی مؤلفه�های G [Vi]

٧



.

Gگراف :۵.١ شͺل

همبندی مؤلفه دو با ناهمبند گرافͬ H گراف و همبند گرافͬ G گراف ۶.١ شͺل در .١٧.١.١ مثال

است.

H (ب) G (آ)

H ناهمبند گراف و G همبند گراف :۶.١ شͺل

درختگویند. را دور بدون همبند گراف ͷی .١٨.١.١ تعریف

.|E| = |V | − صورت١ این در باشد درخت ͷی G اگر .١٩.١.١ قضیه

٨



شود. مراجعه [١٣] مرجع به اثبات.

باشد. کامل گرافͬ G[S] که بطوری است V (G) از S مانند زیر�مجموعه�ای خوشه .٢٠.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان ω(G) با را آن و گرافGاست از خوشه بزرگترین اندازه با گرافGبرابر خوشه�ای عدد

G ∪H یعنͬ گراف دو مجزای اجتماع صورت این در باشند، گراف دو H و G اگر .٢١.١.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به ٬

V (G ∪H) = V (G) ∪ V (H)

و

E(G ∪H) = E(G) ∪ E(H)

مͬ�دهیم. نمایش mKn نماد با را رأسͬ n کامل گراف m مجزای اجتماع که باشید داشته توجه

dG(v) با و مͬ�باشد v بر واقع یال�های تعداد برابر ، G گراف در v هررأس درجه�ی .٢٢.١.١ تعریف

(G)∆نمایشمͬ�دهیم. و δ(G) با ترتیب به رأس�هایGرا درجه� بیشترین و کمترین مͬ�شود. داده نشان

گراف باشد. k برابر آن رأس�های تمام درجه�ی گاه هر گوییم -منتظم k را Gگراف .٢٣.١.١ تعریف

بخشͬ دو گراف�های و کامل گراف�های باشد. -منتظم k ، k مقدار ͷی ازای به که است گرافͬ منتظم،

هستند. منتظم ،Kn,n کامل

ضرب حاصل مͬ�گیریم. نظر در را G٢ = (V٢, E٢) و G١ = (V١, E١) گراف .٢۴.١.١ تعریف

رأس�های مجموعه با است گرافͬ G١ ×G٢ دکارتͬ

V (G١ ×G٢) = {(v١, v٢) : v١ ∈ V (G١), v٢ ∈ V (G٢)}

یا و مجاورند G٢ گراف در u٢ با v٢ و v١ = u١ اگر است مجاور (u١, u٢) رأس با (v١, v٢) رأس و

٩



. مجاورند G١ گراف در u١ با v١ و v٢ = u٢

صورت به G×H گراف آنͽاه باشد. ٧.١ شͺل به�صورت H و Gگراف کنید فرض .٢۵.١.١ مثال

بود. خواهد ٨.١ شͺل
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H و Gگراف :٧.١ شͺل
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G×H گراف :٨.١ شͺل

مͬ�کنیم. معرفͬ را یال اشتقاق عمل اکنون

به جدیدی مسیر آن به�جای برداشته، را یال آن گاه هر شده، مشتق e یال مͬ�گوییم .٢۶.١.١ تعریف

جدید رأس ͷی مسیر این داخلͬ رأس مͬ�کند. متصل یͺدیͽر به را یال سر دو که دهیم قرار دو طول
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