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  چكيده      
در سالهاي اخير يك توزيع جديد با نام توزيع نمايي تعميم يافته معرفي شده و به طور وسيع مورد مطالعه قـرار  

. اسـت  ) شـكل و مقيـاس  ( توزيع نمايي تعميم يافته مانند توزيع گامـا و وايبـل داراي دو پـارامتر   . گرفته است 

. هـاي گامـا و وايبـل بـه كـار بـرد        توان با عنوان جايگزيني براي توزيـع  ميبنابراين توزيع نمايي تعميم يافته را 

پايـان نامـه         هاي آنهـا در ايـن    هاي مختلف برآورد و ويژگي هاي مختلف ، روش پيدايش اين مدل ، ويژگي

فتـه تحـت   در اين پايان نامه به بررسي برآورد بيزي پارامترهاي نامعلوم توزيع نمايي تعميم يا. بحث خواهد شد

دگرهاي بيز توزيع نمـايي تعمـيم   برآور. ي شكل و مقياس مي پردازيم انتخاب توزيع پيشين گاما روي پارامترها

 MCMCبرآوردگرهاي بيز تقريبي بوسـيله ايـده لينـدلي و روش    . آيند  يافته بصورت فرم صريحي بدست نمي

  . شوند در پايان نيز شبيه سازي انجام شده است  محاسبه مي
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  فصل اول

  تعاريف پايه ايمفاهيم اساسي و 

  مقدمه و تاريخچه 1 -1

باشند كه  هاي طول عمر مي ها براي تجزيه و تحليل داده ترين توزيع هاي گاما و وايبل سه پارامتري، رايج توزيع

ها عبارتند از پارامتر شكل،  پارامترهاي اين توزيع. هاي طول عمر كاربرد بيشتري دارند در مقايسه با ديگر توزيع

هاي طول  پذيري بالاتري براي تجزيه و تحليل انواع داده ها انعطاف كه به علت وجود اين پارامتر. مكانمقياس و 

  .اند ها وابسته به شكلشان داراي نرخ خطر صعودي و يا نزولي اين توزيع. عمر دارند

زيع گاما اين است ايراد اصلي تو. باشند هاي گاما و وايبل سه پارامتري داراي نقاط قوت و ضعيف زير مي توزيع

براي . توان تابع توزيع و تابع بقاء آن را هنگامي كه پارامتر شكل صحيح نباشند، به سادگي محاسبه كرد كه نمي

هاي كامپيوتري  ي تابع توزيع و تابع بقاء و تابع نرخ خطر توزيع گاما بايد از جداول رياضي يا نرم افزار محاسبه

. شود تابع توزيع، تابع بقاء و تابع نرخ خطر وايبل به سادگي محاسبه مياين در حالي است كه . استفاده كرد

هاي واقعي توزيع وايبل در مقايسه با توزيع گاما بهتر برازش داده  اين در عمل نيز براي بسياري از داده افزون بر

ن توزيع وارد است، كه هايي نيز بر اي شمرديم ايراد هايي كه براي توزيع وايبل در فوق بر رغم مزيت علي. شود مي

ماكزيمم اين توزيع ممكن  درستنماييهای  نشان داد كه برآوردگر 1978در سال  1به اين صورت است كه بين

  .ها رفتار خوبي داشته باشند، حتي هنگاهي كه پارامتر مكان صفر باشد است براي همه مقادير پارامتر

تايي از اين  nي تصادفي  ، با اين وجود براساس يك نمونهباشد اي مي اگر چه تابع توزيع وايبل داراي شكل ساده

در حالي كه براي . توان به راحتي محاسبه كرد توزيع، توزيع مجموع و همچنين توزيع ميانگين نمونه را نمي

                                                 
١ Bain  



توزيع وايبل سه . پذير است ي توزيع مجموع و توزيع ميانگين نمونه به راحتي امكان توزيع گاما محاسبه

. معرفي شد 1995و سريواستاوا در سال  2يك پارامتر مقياس و دو پارامتر شكل توسط مود هلكارپارامتري با 

هاي معيني را تجزيه و تحليل كردند و نشان دادند كه توزيع وايبل نمايي سه پارامتري در  آنها مجموعه داده

ها حالت خاص توزيع  هر دوي اينو توزيع نمايي كه ) با پارامتر مكان صفر(مقايسه با توزيع وايبل دو پارامتري

حالت خاص از مدل وايبل نمايي، مدل نمايي تعميم يافته . شود ها برازش مي اند، بهتر به اين داده وايبل نمايي

هاي گاما و وايبل  هاي مطلوب مدل اين مدل ويژگي. معرفي شد 1997در سال  3باشد كه توسط گوپتا و كوندا مي

اغلب توزيع نمايي . هاي طول عمر استفاده كرد توان براي تجزيه و تحليل داده آن ميرو از  از اين . را دارا است

دهد مطرح شد و براي مثال، زمان لازم تا وقوع يك  به عنوان توزيع مدت زماني كه يك اتفاق خاصي رخ مي

                    .                          شود پيشامد، يك متغير تصادفي با توزيع نمايي در نظر گرفته مي

اي مانند تابع چگالي گاما، تابع چگالي نمايي و تابع چگالي بتا، تابع  در اين فصل، در بخش دوم به تعاريف پايه

. كنيم ها را نيز به صورت مختصر بيان مي پردازيم و برخي خواص اين توزيع چگالي وايبل، تابع چگالي پاراتو مي

هاي پسين و پيشين و در بخش چهارم برآوردگرهاي  روش بيز مانند توزيعدر بخش سوم مفاهيم مورد نياز در 

  .                                            كنيم بيز و را تعريف مي

  

 

  نمادها تعاريف و  1-2

  نماييتابع چگالي   1-2-1

                                                 
٢ Mudholkar and Srivastava  
٣ Gupta and Kunda  



  :است اگر تابع چگالي آن به صورت زير باشد λنمايي با پارامتر  راي تابع چگاليدا  Xمتغير تصادفي 

       xf (x ; ) e x , .−ββ = β < < ∞ β >D D                     

  : شاخص هاي ميانگين، واريانس، ضريب تغيير،  تابع مولد گشتاورها و تابع مشخصه آن برابرند با 

                x

xE(X) M (t) , t
t

var(X) (t) , t e
Ln t

cv(X)

β

⎛ ⎞β
= = < β⎜ ⎟β β −⎝ ⎠

β
= ψ = <

β β −
=

                                                

                                              
 

 

2

1

1

1
  

  گاما تابع چگالي 2 -1-2

  :به صورت زير باشداست اگر تابع چگالي آن  α  ,βهاي  گاما با پارامترداراي تابع چگالي  Xمتغير تصادفي 

1 xf (x; , ) x e x , ,
( )

α
α− −ββ

α β = < < ∞ α > β >
Γ α

D D D                    

  :هاي خاص حالت

αاگر  = )، يعني 1 , )Γ β1 همان توزيع نمايي با پارامتر ،β است.  

nαاگر  =،n N∈ يعني ،(n, )Γ βبه توزيع ارلنگ معروف است ،.  

nاگر  ,α = β =  
1

2 )n، يعني 2 , )Γ
1

2 درجه آزادي معروف است و معمولاً آن را با نماد nدو با  - ، به توزيع كاي2

(n)χ2 دهند  نمايش مي .  

  :شاخص ميانگين، واريانس، ضريب تغيير، تابع مولد گشتاورها و تابع مشخصه آن برابرند با 
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  بتا تابع چگالي  1-2-3

  :به صورت زير باشد است اگر تابع چگالي آن α , βبتا با پارامتر هاي  داراي تابع چگالي Xمتغيير تصادفي 

Xf (x; , ) x ( x) x ,
B( , )

α− β−α β = − < < α β
α β

D D D                >   , >1 11 1 1  

  ::است ارتباط بين توابع گاما وبتا به صورت زير

                                                         ( ) ( )B( , )
( )

Γ α Γ β
α β =

Γ α + β
  

  :اميد رياضي، واريانس و ضريب تغيير آن به ترتيب برابرند با 

                                                       

E(X)

var(X)
( )( )

cv( , )
( )

α
=

α + β
αβ

=
α + β + α + β

⎡ ⎤β
α β = ⎢ ⎥α α + β +⎣ ⎦

              

2

1
2

1

1

  

  

  لبواي تابع چگالي  1-2-4



  :به صورت زير باشد است اگر تابع چگالي آن α , βوايبل با پارامتر هاي  داراي تابع چگالي Xمتغير تصادفي 

X
xf (x; , ) x e x , ,

αα− −βα β = αβ > α > β >D D D                 1  

Xو آن را با  W( , )α β∼ ي قابليت اعتماد قابل  طور چشمگيري در نظريه اين تابع چگالي به. دهيم نشان مي

  .استفاده است

  :حالت خاص

αاگر  = )W، يعني 2 , )β2 به توزيع راي لي معروف است و معمولاً آن را با نماد ،R( )β دهند نشان مي.  

αاگر  = )W، يعني 1 , )β1 همان توزيع نمايي با پارامتر ،β است.  

  :اميد رياضي، واريانس، ضريب تغيير و تابع مشخصه آن به ترتيب برابرند با 

x t

( )
E(X)

( ) ( )
var(X)

( )
cv( , )

( )

t( )
(t)

α

α

α

Γ +
α=

β

Γ + − Γ +
α α=

β

⎧ ⎫Γ +⎪ ⎪αα β = −⎨ ⎬
⎪ ⎪Γ +

α⎩ ⎭

Γ +
αψ =

β
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2

2

2

1
2
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2 11 1
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  پاراتوتابع چگالي   1-2-5

  :به صورت زير باشداست اگر تابع چگالي آن   α  ,βهاي  پاراتو با پارامتر داراي تابع چگالي  Xتغير تصادفي م

Xf (x; , ) x , ,
x

α

α+
αβ

α β = ≥ β α > β >D D        1  



  : اميد رياضي، واريانس و ضريب تغييرآن برابرند با 

E(X)

var(X)
( ) ( )

cv( , ) ,
( )

αβ
= α

α −
αβ

= α
α − α −

⎡ ⎤
α β = α >⎢ ⎥α α −⎣ ⎦

        ,      >

    ,   >

         

2

2

1
2

11
21 2

1 22

  

  . ضمناً براي توزيع تابع مولد گشتاور وجود ندارد

  فراتر روند αها از حد معين  ها، وقتي كه درآمد توزيع پاراتو در الگو بندي مسايلي كه شامل توزيع درآمد

 .كاربرد فراوان دارد 

  

  نرمالتابع چگالي   1-2-6

  :به صورت زير باشد است اگر تابع چگالي آن  μ  ,σهاي  نرمال با پارامترداراي تابع چگالي  Xمتغير تصادفي 

X

(x )
f (x; , ) e , , , x

− −μ
σμ σ = − ∞ < μ < +∞ σ > ∈

πσ
D \              

21
221

2  

  :حالت خاص

σ,اگر  μ = D=     2 ، تابع Zبه نرمال استاندارد معروف است و معمولاً متغير تصادفي نرمال استاندارد را با  1

  .دهند نشان مي Φو تابع توزيع آن را با  φچگالي را با 

  :هاي ميانگين، واريانس و ضريب تغيير، تابع مولدگشتاور آن برابرند با شاخص



                                                     

x

E(X)
var(X)

cv( , )

M (t) exp t t

= μ

= σ
σ

α β =
μ

⎧ ⎫= μ + σ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 2 2

2

1
2

  

  

  بيز روشاصطلاحات  مفاهيم و  1-3

 4شود توسط توماس بيز فرمول اساسي كه براي دخالت دادن اطلاعات گذشته در تحليل آماري بكار برده مي

عنوان عضو انجمن سلطنتي  به اش خاطر دانش رياضي توماس بيز به. شد ارائه 1760كشيش انگليسي در سال 

. ، در بين متعلقاتش پيدا شدمشهور استكه اكنون اي به نام قضيه بيز  پس از مرگش، مقاله. انتخاب شده بود

  .باشد 1939در سال  5هارلد جفريشايد اولين كاربرد آن براي مسائل رگرسيون توسط 

داراي  θشود پارامتر ها اختيار مي در مسائل استنباط آماري به روش بيز بر اساس مشاهداتي كه از خانواده توزيع

شود كه مقادير ممكن  به عنوان يك متغير تصادفي در نظر گرفته مي θبه عبارت ديگر،. يك مقدار نامعلوم است

}آن فضاي پارامتر }Θ = θ θ∈B است ومعمولا داراي تابع احتمال يا تابع چگالي( )π θ  است و از آن به عنوان

تبلور تحليلگر آمار از خلاصه  6يع پيشيندر واقع توز. كنند تابع احتمال پيشين يا تابع چگالي پيشين ياد مي

. بيش از همه است Θهايي از  در چه بخش θاست كه احتمال قرار داشتن  θهاي او درباره  اطلاعات و دانسته

دارد و داراي خانواده  θبا توجه به آنچه بيان شد، فرض كنيد مدل احتمال آزمايش بستگي به پارامتر 

                                                 
4 T, Bayes 
5 H, Jeffreys 
6 Prior Distribution    



}هاي  چگالي }f ;θ θ∈ Θ فرض كنيد  .استnX (X , X ,..., X )= 1 nxي شده مشاهدهبا مقادير  2 (x , x ,..., x )= 1 2 

)باشند و , ,...)θ = θ θ ∈Θ1    :برابر است با θو xتوزيع توام صورت  در اين. بردار پارامتر مجهول باشد 2

f (x ; ) f (x ) ( )θ = θ π θ 

fكه در آن  (x )θ  تابع درستنمايي مشاهدات و( )π θبا فرض اينكه مشاهدات  .باشد توزيع پيشين مي  x را در

  .را به صورت زير بدست آورد x به شرط θ توان به كمك قضيه بيز توزيع مي ندباش رسدست

                                      f (x ) ( )
( x)

f (x ) ( ) d
Θ

θ π θ
π θ =

θ π θ θ∫
 

  
  

     .مي گويند 7توزيع پسينكه به آن  

 مانند θدر واقع هر خلاصه آماري از . در استنباط بيزي تنها توزيع پسين پايه استنباط درباره پارامترها است

)kمانند  θتوان اميد رياضي تابعي از  ها و ناحيه با بيشترين چگالي پسين را مي ميانگين، واريانس، چندك )θ 

  :توان محاسبه كرد گرفت كه به صورت زير مي در نظر

                                 
k( ) ( ) (X ) d

E k( ) X
( ) (X ) d

θ π θ π θ θ
⎡ θ ⎤ =⎣ ⎦ π θ π θ θ

∫
∫

  

  
  

در بسياري ازكاربردها، . تترين مشكلات استنباط بيزي بوده اس محاسبه انتگرال فوق تا اين اواخر يكي از عمده

E زياد است ارزيابي تحليلي θدر مواقعي كه بعد بخصوص  k( ) X⎡ θ ⎤⎣ امكان پذير نيست و براي محاسبه آن  ⎦

   . مراجعه شود» ب«براي توضيح بيشتر به پيوست . كنيم استفاده مي  MCMC هاي عددي مانند روش

اگر مجموعه همه اين . از منابع ديگر هم باشيم θممكن است علاقمند به استفاده از اطلاعات مربوط به 

ر تصادفي به عنوان يك متغي θيعني (باشد  θاطلاعات موجود در نمونه تصادفي، در قالب توزيع احتمال براي 

                                                 
3 Posterior Distribution  



. هاي موجود در هم آميخت توان با بكارگيري قضيه بيز با داده آنگاه اين اطلاعات را مي.) در نظر گرفته شود

ها از توزيع  در قالب يك توزيع پيشين و اطلاعات آميخته با داده را مجموع همه اين اطلاعات توان مي بنابراين

  .پسين استفاده كرد

قبل از مشاهده داده ها بايد ارزيابي كنيم كه درباره مقادير . نيز مشخص كرد θ در روش بيز بايد توزيعي براي

اين . بيان كرد θدانيم يا باور داريم و اين معلومات يا باور را به صورت توزيع احتمال  احتمالي پارامترها چه مي

  .نامند مي θتوزيع را توزيع پيشين 

,هاي اي با پارامتر دوجمله داراي توزيع Xفرض كنيد كه متغير تصادفي   3-1مثال  nθ     باشد و( , )θ∈ D 1 

α,داراي توزيع پيشين بتا با پارامترهاي  β   آيد توزيع پسين به صورت زير بدست مي صورت در اين. باشد :  

x n xn
f (x) ( ) x , , , ,..., n

x

( ) ( )
B( , )

−
θ

α− β−

⎛ ⎞
= θ − θ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

π θ = θ − θ < θ <
α β

      

1 1

1 0 1 2 3

1 1 0 1
  

  

  بنابراين 

                    

x n x

X

x n x

f (x, ) f (x). ( )
n

( ) d
xB( , )

f (x) f (x, )d

n
( ) d

xB( , )
n B( x,n x)
x B( , )

θ

+α− +β− −

+α− +β− −

θ = π θ

⎛ ⎞
= θ − θ θ⎜ ⎟α β ⎝ ⎠

= θ θ

⎛ ⎞
= θ − θ θ⎜ ⎟α β ⎝ ⎠

⎛ ⎞ α + + β −
= ⎜ ⎟ α β⎝ ⎠

∫

∫

1 1

1

0
1

1 1

0

1 1

1 1

  



  در نتيجه 

                 
x n x

f (x) ( )( x)
f (x) ( )d

( )
B( x,n x)

θ

θ

α+ − +β− −

π θ
π θ =

π θ θ

= θ − θ
α + + β −

∫
 

1 11 1
  

)داراي توزيع بتا با پارامترهاي  است و θرابطه اخير توزيع پسين براي  x,n x)α + + β  .باشد مي −

  بنابراين 

( x) Beta ( x ,n x)π θ α + +β −∼       

Xفرض كنيد   3-2مثال  ~ N( , )θ ~و 1 N( , )θ μ τ2 توان براي يك نمونه تصادفي  باشد مي  . nx , x ,..., x1 2 

  :نشان داد كه

( x) exp ( ) (x ) / ( )
⎧ ⎫μ⎪ ⎪⎡ ⎤π θ = − + θ − + +⎨ ⎬⎢ ⎥τ τ τ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭π

+ τ
 

2

2 2 2

2

1 1 1 11 1212 1

  

   بنابراين. استاست و داراي توزيع نرمال  θرابطه اخير توزيع پسين براي 

x
( x) N ,

μ⎛ ⎞+⎜ ⎟τπ θ ⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +

τ τ⎝ ⎠

∼   
2

2 2

1
1 11 1

  

پس در آناليز بيزي ممكن است نگران باشيم كه با  .هاي بيزي انتخاب توزيع پيشين است بخش مهم آناليز داده

دو نوع توزيع پيشين در زير ارائه  .چه قطعيتي  نتايج به توزيع پيشين خاصي كه انتخاب شده بود وابسته است

  :شود مي



   8توزيع پيشين فاقد اطلاع. 1

  پسين و پيشين مزدوج هاي توزيع. 2

  

  توزيع پيشين فاقد اطلاع 1- 3- 1 

  برآوردهاي . ناميده شده است "مرجع پيشين  ") 46، ص1989( 9فاقد اطلاع توسط ليتوزيع پيشين 

توان نشان داد كه اين برآوردها،  مي. هاي پيشين فاقد اطلاع، همان ميانگين پارامتر توزيع پسين است بيزي توزيع

بستگي به  θدرباره پارامتر  اطلاعات قبلي يا باور يك تحليلگر. دنباش مانند برآوردهاي كمترين مربعات مي دقيقاً

  . باشد زيرداراي تابع چگالي  θاگر متغير تصادفي .او دارد

f ( ) C
C

θ = < θ <D1  

 .است نهايت يك تابع چگالي احتمال نيست، زيرا انتگرال آن در طول دامنه پارامترها بي تابع چگالي بالا دقيقاً

  با اين . كند بنابراين رابطه فوق توزيع احتمال معتبري را براي پارامترها مشخص نمي

  .در قضيه بيز استفاده كنيم  يك توزيع پسين معتبري را ارائه مي دهداين تابع را وجود، اگر 

  توزيع هاي پسين وپيشين مزدوج 1- 3- 2 

وجود دارند كه اگر توزيع پيشين متعلق به اين خانواده باشد آنگاه  θها براي  هايي از توزيع اغلب خانواده 

هاي  ها را خانواده توزيع توزيع پسين نيز متعلق به اين خانواده خواهد بود، اصطلاحاً اين چنين خانواده از توزيع

  .نامند مي 10مزدوج
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10 Conjugate Distribution Family 



ها توزيع پسيني بدست  توزيع بردار داده با تركيب آن با به عبارت ديگر توزيع پيشين مزدوج توزيعي است كه

با به كار بردن توزيع پيشين مزدوج قادر خواهيم بود  .آيد كه داراي همان شكلي است كه توزيع پيشين دارد مي

. بدست آوريم) مانند ميانگين پارامترها(كه نسبت به توزيع پسين فرمول صريحي براي برآورد بيزي پارامترها 

nXوش براي انتخاب توزيع پسين مزدوج، بر پايه ساختار توزيع توام يك ر (X ,X ,...,X )= 1 برحسب تابعي   2

nxاگر مداني ي روشن شدن اين موضوع، ميابر. از آماره بسنده است (x , x ,..., x )= 1 يك نمونه تصادفي از تابع  2

fچگالي  (x)θ باشد و T   آماره بسنده باشد، آنگاه بنا به قضيه دسته بندي نيمن  

                             

n

n i
i

f (x , x ,..., x ) f (x )

h( ,T(x)).k(x)
h( ,T(x))

θ θ
=

=

= θ
∝ θ

∏1 2
1

  

  بنابراين

                                        ( )( x) h ,T(x) ( )π θ ∝ θ π θ  

nXبر پايه مشاهدات  θيعني درصورت وجود آماره بسنده، توزيع پسين  (X , X ,...,X )= 1 از طريق آماره  2

)بنابراين براساس ساختار  .دارد xبسنده بستگي به  )h ,T(x)θ  اگر( )π θ  طوري انتخاب شود كه توزيع پسين

هاي مزدوج خواهد  نيز متعلق به خانواده  توزيع پيشين شود، چنين انتخابي از توزيع پيشين، از خانواده توزيع

  .  بود

  

   11برآوردگر بيز  1-4

)پارامتر  برآوردگر بيز  :تعريف  )γ θ  با تابع چگالي پيشينg  12 و تابع زيان L  كه آن را باgδ نمايش  
                                                 

11 Bayes Estimator 



  دهيم، برآوردگري است كه داراي مينيمم مخاطره بيزي باشد، يعني  مي 

g min r(g, )δδ = δ  

  كه در آن 

( )r(g, ) L , (x) g( x) d ( )δ = θ δ θ ν θ∫    

) توجه داشته باشيد كه تعريف فوق روش پيدا كردن برآوردگر بيز )γ θ براي پيدا كردن . دهد را ارائه نمي

)برآوردگر بيز پارامتر )γ θعمل كنيم توانيم به صورت زير ، با توجه به تعريف فوق، مي:  

gبا توجه به اينكه به دنبال برآوردگري نظير  (X)δ  هستيم كهr(g, )δ را به ازاي هرδ  مينيمم كند  

  پس

X

X
X

r(g,s) { L( , (x)) f (x)d (x)} g( x) d ( )

{ L( , (x)) g( x)d ( ) } f (x) d (x)

θ
θ

Θ

= θ δ μ θ ν θ

= θ δ θ ν θ μ

∫ ∫

∫ ∫

   

    
  

  عبارت داخل  توان مينيمم كرد، اگر بتوانيم منفي است، بنابرين انتگرال را مي غير و چون انتگرال دوگانه اخير

g  با  را  اي مينيمم كنيم و آن داده شده xرا براي هر  آكولاد، يعني مخاطره پسين  (x)δ   نشان  

gاگر . دهيم مي (x)δ در ادامه برآوردگر . نيز منحصر به فرد خواهد بود منحصر به فرد باشد آنگاه برآوردگر بيز

  :آوريم زير بدست ميبيز را تحت توابع زيان 

  13تابع زيان مربع خطا .1

  14تابع زيان مربع خطاي وزني .2

  15تابع زيان قدر مطلق خطا .3

                                                                                                                                                             
12 Loss Function 
13 Error Square  
١٤Weighted Error Square  



 تابع زيان مربع خطا باشداگر . الف

( )L( , ) (x) ( )θ δ = δ − γ θ 2  

  :صورت زير خواهد بود به آنگاه برآوردگر بيز

 ( )g (X) E ( ) Xδ = γ θ  

) وردگر بيز پارامترآيعني برو اين  )γ θ نسبت به چگالي پيشين g تابع زيان مربع خطا، ميانگين و ( )γ θ  تحت

  .چگالي پسين است

)wتابع زيان مربع خطاي وزني با وزن اگر . ب )θ باشد :  

L( , ) w( )( (X) ( ))θ δ = θ δ − γ θ 2 

 :صورت زير خواهد بود بهآنگاه برآوردگر بيز 

 g

E[w( ) ( ) X]
(X)

E[w( ) X]
θ γ θ

δ =
θ

  

)برآوردگر بيز پارامتر  و اين يعني )γ θ نسبت به چگالي پيشين g  و تابع زيان مربع خطاي وزني با وزنw( )θ 

)wنسبت ميانگين  ) ( )θ γ θ   بهw( )θ تحت چگالي پسين است.  

  :تابع زيان قدر مطلق خطا باشد اگر . ج

   L( , ) (X) ( )θ δ = δ − γ θ  

  :صورت زير خواهد بود به آنگاه برآوردگر بيز

gميانه توزيع     (X) ( ) Xδ = γ θ  

                                                                                                                                                             
15 Absolute Error 


