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از شده منشعب حدی سیکل�های تعداد ماکزیمم
برگشت�پذیر دستگاه�های از رده�ای تناوبی طوق

دو درجه

زارعی محسن سخنران:

صبح ۱۰ ساعت ۹۲/ ۶/ ۲۷ چهارشنبه زمان:
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چکیده
می�توان که هستند انتگرال�پذیر همیشه مرکز یک حداقل با صفحه در دوم مرتبه چندجمله�ای دستگاه�های
QLV۳ تعمیم�یافته لاتکا-ولترای ،Q۴ چهار همبعد ،QR۳ برگشت�پذیر ،QH۳ همیلتونی رده: چهار به را آنها
چهار این تناوبی طوق از شده منشعب حدی سیکل�های تعداد بررسی طبیعی مسئله یک کرد. دسته�بندی
حالت�هایی داریم قصد پایان�نامه این در است. دو درجه از کوچک اختلال�های تحت دستگاه�ها از رده
اول حالت دهیم. قرار بررسی مورد دو درجه اختلال تحت را برگشت�پذیر یعنی دوم رده دستگاه�های از
می�توانند تناوبی طوق از فشرده ناحیه�ی هر در که است مرکز دو با دو درجه از برگشت�پذیر دستگاه�های
(۳, ۱) آنها توزیع آنگاه باشد داشته وجود حدی سیکل چهار اگر باشند. داشته حدی سیکل چهار حداکثر
حدی سیکل و می�کنند احاطه را مرکز یک تو در تو صورت به حدی سیکل سه که معنی این به است،
قرار مطالعه مورد که دو درجه برگشت�پذیر دستگاه�های از دیگر حالت می�کند. احاطه را متفاوت مرکز دیگر
فشرده ناحیه�ی هر در دستگاه این است. هموکلینیک حلقه�ی یک و مرکز یک دارای دستگاه یک می�گیرد

باشد. داشته حدی سیکل سه حداکثر می�تواند تناوبی طوق از



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده
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اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

زارعی محسن آقای کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی نامه پایان
عنوان تحت

از شده منشعب حدی سیکل�های تعداد ماکزیمم

برگشت�پذیر دستگاه�های از رده�ای تناوبی طوق
دو درجه

گرفت. قرار نهایی تأیید و بررسی مورد زیر تخصصی کمیته توسط ۹۲/ ۶/ ۲۷ تاریخ در

زنگنه ظهوری حمید�رضا دکتر راهنما استاد −۱

گازر مجید دکتر مشاور استاد −۲

عاشقی رسول دکتر داور١ استاد −۳

سبدانی مزروعی رضا دکتر داور٢ استاد −۴

زنگنه ظهوری حمید�رضا دکتر دانشکده تکمیلی تحصیلات سرپرست



‏تشکر َ قدر دانی‏‏‏ ‏

 

، رَزیم را چػمً زلال علم َ حکمت مقرر نمُد َ  مىتٍایع ضتایع خدای را کً بً لطف بی        
اودیشان عرصً داوع را راٌبرم گرداوید. پص بر مه اضت کً بً تقدیر زحمات بسرگان علم َ  ویک

 ‎حکمت زبان غکر گػایم.
کنم َ امیدَارم بً لطف  ، پدرَ َ مادر مهربانم می را نثار حامیان زودگیم ٌا تریه ضپاش صمیماوً                         

َ مٌُبت الهی باغم.  ‎پرَردگار قدردان ایه د
جاوبً اضتاد راٌنمای گرانقدرم  دریغ َ همً ٌای بی ٌا َ حمایت ، پػتیبانی ٌای ارزوده از راٌنمایی                        

زوگىً کً رٌىمُدٌای گراوبارغان ثمري ایه تلاظ بود صمیماوً جىاب آقای دکتر حمیدرضا ظٍُری 
، ضعادت َ غادکامی را برای ایشان آرزَمىدم. از اضتاد مػاَر  ضپاضگسارم َ از خداَود متعال ضلامتی

ٌایشان بهري  ٌا َ مطاعدت ارجمىدم جىاب آقای دکتر مجید گازر کً در انجام ایه پژٌَع از راٌنمایی
ضبدانی کً زحمت بازخُانی -ز جىاب آقایان دکتر رضُل عاغقی َ دکتر رضا مسرَعیبردم ضپاضگسارم. ا

 وامً را متقبل غدود کمال تشکر َ قدر دانی را دارم. َ داَری ایه پایان
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‎‎تقدیم به 
 

 مادر  و  پدر                                                                                  
  

 و مهربانم  عسیس                                                                                                                                                                 
 
 

 ، در شکستگی قامتشان تجلی یافت آنان که راستی قامتم
نهم و با دلی مملو از عشق و محبت بر دست پر  زانوی ادب بر زمین میدر برابر وجود گرامیشان 

 زنم. مهرشان بوسه می



..
ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتّب مادی حقوق کلیه

پایان�نامه این موضوع تحقیق از ناشی نوآوری�های و

است. اصفهان صنعتی دانشگاه به متعلّق

شش



مطالب فهرست

نه تصاویر فهرست

١ مقدمه ١ فصل

١٠ کلی مفاهیم ٢ فصل

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگشت�پذیر دستگاه�های ١.٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آوند اصل ٢.٢

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آبلی انتگرال�های یکنوایی ٣.٢

٢٠ (r۳)شرط با شده منشعب حدی سیکل�های ماکزیمم ٣ فصل

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیکارد-فوکس معادلات ١.٣

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثقل مرکز منحنی خواص ٢.٣

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I(h)− hI ′(h) صفرهای تعداد ٣.٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٠.١ قضیه اثبات ۴.٣

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٠.١ قضیه اثبات ۵.٣

۵٠ (r۴)شرط با شده منشعب حدی سیکل�های ماکزیمم ۴ فصل

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I(h) صفرهای تعداد تخمین ١.۴

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی قضیه�ی اثبات ٢.۴

هفت



٨١ ١ پیوست ۵ فصل

١٠٧ مراجع

١١٠ نمایه و انگلیسی به فارسی واژه�نامه

١١٢ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

هشت



تصاویر فهرست

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مکان تغییر تابع هندسه ١.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٢

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٢.٣) دستگاه فاز نمای ١.٣

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Γh با شده احاطه دامنه ٢.٣

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .D از آمده بدست D̂ ناحیه�ی ٣.٣

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F تابع برای ممکن اکسترمم نقاط ۴.٣

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Σ̂ و Σ ثقل منحنی دو ۵.٣

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Σ(h) ثقل منحنی فرضی عطف نقاط ۶.٣

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقاطع. نقطه�ی چهار ٧.٣

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١.۴) دستگاه فاز نمای ١.۴

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . .(Cw با شده w(u)(مشخص نمودار و (۴۶.۴) دستگاه فاز نمای ٢.۴

۶٩ . . . . . . . . . است. تهی مجموعه�ی یک {(ξ, η) : L۲ > ۰, L۳ > ۰, L۴ ≤ ۰, b > ۰} :(i) ٣.۴

٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دارد. قرار T مثلث درون Σ انتهایی نقاط نزدیک ۴.۴

نه



چکیده
را آنها می�توان که هستند انتگرال�پذیر همیشه مرکز یک حداقل با صفحه در دوم مرتبه چندجمله�ای دستگاه�های

یک کرد. دسته�بندی QLV۳ تعمیم�یافته لاتکا-ولترای ،Q۴ چهار همبعد ،QR۳ برگشت�پذیر ،QH۳ همیلتونی رده: چهار به

اختلال�های تحت دستگاه�ها از رده چهار این تناوبی طوق از شده منشعب حدی سیکل�های تعداد بررسی طبیعی مسئله

تحت را برگشت�پذیر یعنی دوم رده دستگاه�های از حالت�هایی داریم قصد پایان�نامه این در است. دو درجه از کوچک

هر در که است مرکز دو با دو درجه از برگشت�پذیر دستگاه�های اول حالت دهیم. قرار بررسی مورد دو درجه اختلال

داشته وجود حدی سیکل چهار اگر باشند. داشته حدی سیکل چهار حداکثر می�توانند تناوبی طوق از فشرده ناحیه�ی

می�کنند احاطه را مرکز یک تو در تو صورت به حدی سیکل سه که معنی این به است، (۳, ۱) آنها توزیع آنگاه باشد

مطالعه مورد که دو درجه برگشت�پذیر دستگاه�های از دیگر حالت می�کند. احاطه را متفاوت مرکز دیگر حدی سیکل و

طوق از فشرده ناحیه�ی هر در دستگاه این است. هموکلینیک حلقه�ی یک و مرکز یک دارای دستگاه یک می�گیرد قرار

باشد. داشته حدی سیکل سه حداکثر می�تواند تناوبی



١ ف��ص��ل

م��ق��دم��ه

ی��اض��ی ر م��س��ائ��ل ع��ن��وان ب��ه را م��س��ئ��ل��ه ٢٣ ،١٩٠٠ س��ال در پ��اری��س در ری��اض��ی��دان��ان ب��ی��ن�ال��م��ل��ل��ی ک��ن��گ��ره�ی دوم��ی��ن در ه��ی��ل��ب��رت١

�ه�ی �ت� دس� �ار �ه� چ� در �ائ��ل م��س� ای��ن داد. �رار ق� �ر �ی� �اث� ت� ت��ح��ت �ام��لا ک� را �م �ت� �ی��س� ب� ق��رن �ی��ات �اض� ی� ر �ه ک� �ل��ی �ائ� م��س� �رد، ک� �رف��ی �ع� م� �م �ت� �ی��س� ب� ق��رن

ن��ظ��ری��ه�ی از اس��ت��ف��اده ب��ا ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ت��ح��ل��ی��ل از اس��ت��ف��اده ب��ا ک��ه ب��ود ب��ن��ی��ادی م��س��ئ��ل��ه ش��ش ش��ام��ل اول گ��روه داش��ت��ن��د. ق��رار ک��ل��ی

�دی �ع� ب� �ای ت� �ش ش� �ود. ب� �ک �زی� �ی� ف� و �اب �س� ح� �رای ب� �ی �وع� �وض� م� �ول اص� �وب �ارچ� چ� �ک ی� �ه�ی ارائ� �ار �ت� �واس� خ� �ا �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �وری �ت� �ان� ک�

م��س��ائ��ل از م��خ��ل��وط��ی ش��ش�ت��ای��ی م��ج��م��وع��ه�ی س��وم��ی��ن و ک��رون��ک��ر ق��ض��ی��ه�ی و اع��داد ج��ب��ری ن��ظ��ری��ه�ی از وی م��ط��ال��ع��ه�ی از ب��رگ��رف��ت��ه

�ق��ات �ت� م��ش� ب��ا م��ع��ادلات از �ل��ه �ئ� م��س� �ن��ج پ� آخ��ری گ��روه م��ی�داد. پ��وش��ش را �ن��وع��ی �ت� م� �ی��ار ب��س� م��وض��وع��ات ک��ه ب��ود �ن��دس��ی ه� و �ب��ری ج�

ب��رخ��ی م��ی�ش��دن��د. ش��ام��ل را ری��اض��ی ت��ح��ق��ی��ق��ات ب��رن��ام��ه�ی ی��ک م��س��ائ��ل ای��ن ک��ث��ر ا م��ی�گ��رف��ت. ب��ر در را ت��غ��ی��ی��رات وح��س��اب ج��زئ��ی

�ه ب� �از �ی� ن� و �د �ودن� ب� �ت �ادرس� ن� �ده ش� �رح �ط� م� �وب �ارچ� �ه� چ� در �ر �گ� دی� �ی �رخ� ب� و �د �ه�ان� �ت� �رف� �گ� ن� را �ود خ� �ب �اس� �ن� م� �واب ج� �وز �ن� ه� �ا �ه� آن� از

از ب��ی��ش گ��ذش��ت ع��ل��ی��رغ��م ک��ه ب��ود ش��ان��زده��م م��س��أل��ه�ی ل��ی��س��ت ای��ن در ن��ش��ده ح��ل م��س��ائ��ل از ی��ک��ی داش��ت��ن��د. ج��دی��دی ف��رم��ول�ب��ن��دی

ص��ورت اس��ت. ن��ش��ده ارائ��ه آن ب��رای ک��ن��ن��ده�ای ق��ان��ع و ک��ام��ل ج��واب ه��ن��وز م��ق��ال��ه ه��زاران چ��اپ و م��س��ئ��ل��ه ط��رح از س��ال ی��ک��ص��د

ب��رای ک��ران��ی وت��ع��ی��ی��ن ج��ب��ری روی��ه�ه��ای و م��ن��ح��ن��ی�ه��ا ت��وپ��ول��وژی ”م��س��ئ��ل��ه�ی ب��ص��ورت م��ی�ت��وان را ه��ی��ل��ب��رت ش��ان��زده��م م��س��ئ��ل��ه�ی ک��ل��ی

�ع��داد ت� �ب��رت �ل� �ی� ه� �ان��زده��م ش� �ه�ی �ل� �ئ� م��س� دوم �م��ت ق��س� �رد. ک� �ی��ان ب� �ف��ح��ه” ص� در �ه�ای �ل� �م� �ن��دج� چ� �اه�ه��ای �گ� �ت� دس� ح��دی �ی��ک��ل�ه��ای س� �ع��داد ت�

ص��ورت ب��ه ص��ف��ح��ه در چ��ن��دج��م��ل��ه�ای دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ب��رای را ص��ف��ح��ه در ت��ن��اوب��ی س��ی��ک��ل�ه��ای ن��س��ب��ی م��وق��ع��ی��ت و ک��زی��م��م م��ا

 ẋ = Pn(x, y),

ẏ = Qn(x, y)
. (١.١)

ب��ه �ب��رت �ل� �ی� ه� �ل��ه�ی �ئ� م��س� �ت��ی �ن� س� ط��ور ب��ه �ن��د. �ت� ه��س� n درج��ه�ی از �ث��ر ک� ح��دا �ای��ی �ل��ه�ای�ه� �م� �ن��دج� چ� Qn و Pn آن در ک��ه �ن��د م��ی�ک� ب��ررس��ی

دارد. ب��ر در را ق��ب��ل��ی س��وال�ه��ای ب��رای م��ث��ب��ت پ��اس��خ م��س��ئ��ل��ه، ه��ر ب��ه م��ث��ب��ت ج��واب ک��ه م��ی�ش��ود ت��ق��س��ی��م زی��ر ب��ن��ی��ادی م��س��ئ��ل��ه�ی س��ه

دارد؟ ح��دی س��ی��ک��ل م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد ص��ف��ح��ه در چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ب��رداری م��ی��دان ه��ر آی��ا :١ م��س��ئ��ل��ه

١Hilbert

IronGuard
Placed Image

IronGuard
mine



م��ق��دم��ه .١ ٢ف��ص��ل

ک��ه اس��ت م��وج��ود ص��ف��ح��ه در چ��ن��دج��م��ل��ه�ی ب��رداری م��ی��دان ی��ک ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای ت��ع��داد ب��رای ی��ک��ن��واخ��ت ک��ران��ی آی��ا :٢ م��س��ئ��ل��ه

داده، �ای��ش �م� ن� H(n) �ا ب� را �الا ب� �ران ک� ای��ن �اش��د؟ ب� �ه �ت� داش� �گ��ی �ت� �س� ب� �ده ش� داده �ه�ای �ل� �م� �ن��دج� چ� �ه ن� و �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ه�ی درج� �ه ب� �ا �ه� �ن� ت�

م��ی�ن��ام��ی��م. ه��ی��ل��ب��رت ع��دد

ده��ی��د. ارائ��ه H(n) ب��رای ب��الا ک��ران ی��ک :٣ م��س��ئ��ل��ه

آن ت��وپ��ول��وژی��ک��ی �ی��ج��ه�ی �ت� ن� و �ب��ری ج� ف��رض �ل��ه �ئ� م��س� ای��ن ت��وج��ه ق��اب��ل و �ت��ه ب��رج��س� وی��ژگ��ی ک��ه ک��رد �ه��ار اظ� ل��وی��د١ �ل��ه، �ئ� م��س� ای��ن ب��رای

�ی��دان�ه��ای م� از n درج��ه�ی ب��ه �ه �ت� واب��س� �ا �ه� �ن� ت� ع��ددی ب��ه (١.١) �ت��گ��اه دس� ح��دی �ی��ک��ل�ه��ای س� �ع��داد ت� �ه ک� زد ح��دس �ب��رت �ل� �ی� ه� اس��ت.

�رای ب� �ی �ن� �ع� ی� �ت اس� �رده ک� �ل ح� را اول �ه �أل� �س� م� �ه ک� �رد ک� �ا ادع� [١٠] دولاک٢ �لادی �ی� م� ١٩٢٣ �ال س� در دارد. �ی �گ� �ت� �س� ب� �رداری ب�

ش��ک��اف��ی [٢۶] ای��ل��ی��اش��ن��ک��و٣ م��ی��لادی ۱۹۸۰ س��ال اوای��ل در اس��ت. م��ت��ن��اه��ی ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای ت��ع��داد م��ف��روض (١.١) س��ی��س��ت��م

�م �ت� �س� �ی� س� �ک ی� �رای ب� را �دی ح� �ای �ل�ه� �ک� �ی� س� �داد �ع� ت� �ودن ب� �ی �اه� �ن� �ت� م� �ت �ی� �اص� خ� �ت �س� �وان� ت� [٢] �ن۴ �م� ب� �ت. �اف� ی� دولاک �ات �ب� اث� در

[٢٧] ط��ولان��ی �ال��ه �ق� م� دو در ک��ال۵ ا و �ن��ک��و �ی��اش� �ل� ای� �ی��لادی م� ۱۹۹۰ س��ال اوای��ل در �ن��د. ک� �اب��ت ث� �ف��روض م� دوم درج��ه �ه�ای �ل� �م� �ن��دج� چ�

ط��رف ب��ر را دولاک م��ق��ال��ه ش��ک��اف و ک��ردن��د ارائ��ه را ان��ف��رادی ب��ودن م��ت��ن��اه��ی ق��ض��ی��ه از ج��دی��دی اث��ب��ات م��س��ت��ق��ل ط��ور ب��ه [١٢] و

ب��رای ح��ت��ی ۲ م��س��أل��ه ح��ال ب��ه ت��ا ول��ی ش��د. ح��ل و گ��رف��ت م��ث��ب��ت ج��واب اول س��وال س��ال ن��ود گ��ذش��ت از پ��س ن��ت��ی��ج��ه در ک��ردن��د

�ه �ل� �ئ� م��س� ای��ن �م. �ردازی� م��ی�پ� �ب��رت �ل� �ی� ه� �م �ان��زده� ش� �ه�ی �ل� �ئ� م��س� از �ر �ی��ف�ت� �ع� ض� ص��ورت ی��ک �رف��ی �ع� م� �ه ب� �ال ح� اس��ت. ن��ش��ده ح��ل n = ۲

ک��رد: ب��ی��ان زی��ر ب��ص��ورت را آن م��ی�ت��وان ک��ه ش��د م��ط��رح ١٩٧٧ س��ال در [١] آرن��ول��د۶ ت��وس��ط

�ای �ن��ی�ه� �ح� �ن� م� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� ف��رض و �اش��د ب� m ≥ ۲ �ه�ی درج� از y و x �ه ب� �ب��ت �س� ن� �ه�ای �ل� �م� �ن��دج� چ� ی��ک H = H(x, y) �ی��د �ن� ک� ف��رض

ی��ک ح��ال ه��س��ت��ن��د. h۱ < h < h۲ ب��رای γh ب��ی��ض��ی�ه��ای از پ��ی��وس��ت��ه خ��ان��واده ف��رم ب��ه γh ⊆ {(x, y)|H(x, y) = h} ت��راز

�ه ک� �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ای� �ه�ای�ه� �ل� �م� �دج� �ن� چ� g و f �ه ک� �د �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را w = f(x, y)dy − g(x, y)dx �ی �رم� ١-ف� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ�

�ه �زول� ای� �ای �ره� �ف� ص� از Z(m,n) �دد ع� �م �م� �زی� ک� �ا م� �ردن ک� �دا �ی� پ� �ه ب� �ه �ل� �ئ� �س� م� �ورت �ص� �ن� ای� در .max{deg(f), deg(g)} = n ≥ ۲

آب��ل��ی ان��ت��گ��رال

I(h) =

∮
γh

w.

�رم��ی ١-ف� ی��ک از �رال �گ� �ت� ان� ی��ک �ل��ی، آب� �رال �گ� �ت� ان� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ادآوری ی� �ود. �ی�ش� م� �دی��ل �ب� ت� n و m �اب��ت ث� و �ی��ح �ح� ص� �داد اع� �رای ب�

�ک ی� �ای �ره� �ف� ص� �داد �ع� ت� �ارش �م� ش� از �ه �ل� �ئ� �س� م� �ن ای� �ه ک� داد �م �ی� �واه� خ� �ان �ش� ن� ،[٢٨] �ر �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ری �ب� ج� �ی �ن� �ح� �ن� م� �ک ی� �ول ط� در

ب��ا م��ت��ن��اظ��ر ،H(x, y) ،m ≥ ۲ درج��ه�ی از چ��ن��دج��م��ل��ه�ای دارد. ه��ی��ل��ب��رت ش��ان��زده��م م��س��ئ��ل��ه�ی ب��ا ن��زدی��ک��ی راب��ط��ه�ی آب��ل��ی ان��ت��گ��رال

ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را زی��ر ه��م��ی��ل��ت��ون��ی ب��رداری م��ی��دان

 ẋ = −Hy(x, y),

ẏ = Hx(x, y)
. (٢.١)

١Lloyd ٢H.Dulac ٣Yu.Ilyashenko ۴R.Bamon ۵J.Ecale ۶Arnold
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ک��وچ��ک پ��ارام��ت��ر ی��ک ع��ن��وان ب��ه را ε اس��ت. u = x, y ب��رای ∂H∂u ج��زئ��ی م��ش��ت��ق ده��ن��ده�ی ن��ش��ان Hu و d
dt م��ع��ن��ی ب��ه ”�” ک��ه

اس��ت زی��ر ص��ورت ب��ه (٢.١) دس��ت��گ��اه از اخ��ت��لال ی��ک م��ی�گ��ی��ری��م، ن��ظ��ر در

 ẋ = −Hy(x, y) + εf(x, y),

ẏ = Hx(x, y) + εg(x, y)
. (٣.١)

ان��رژی س��ط��ح�ه��ای ب��رای �رای��ن �اب� �ن� ب� �د. �اش� ب� �رک��ز م� �ع��ادل ت� �ه �ط� �ق� ن� ی��ک �ب��دا م� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� ف��رض ،(ε = ن��ش��ده(۰ �ت��ل م��خ� �اه �گ� �ت� دس� ب��رای

،h ∈ (h۱, h۲) ب��رای و ه��س��ت��ن��د پ��ی��وس��ت��ه h ب��ه ن��س��ب��ت ک��ه دارن��د وج��ود γh ب��س��ت��ه م��ن��ح��ن��ی�ه��ای از خ��ان��واده�ای ،h۱ < h < h۲

اس��ت زی��ر ص��ورت ب��ه (٣.١) دس��ت��گ��اه ب��ا م��ت��ن��اظ��ر آب��ل��ی ان��ت��گ��رال م��ی�ده��ن��د. پ��وش��ش را آن(م��رک��ز) اط��راف ط��وق ی��ک

I(h) =

∮
γh

f(x, y)dy − g(x, y)dx. (۴.١)

در �لال �ت� اخ� �ح��ت ت� γh �ه�ی �ی� اول� �اوب��ی �ن� ت� �ای �داره� م� از �ی �ض� �ع� ب� ،ε ̸= ۰ �ن��ی �ع� ی� �رد، �ی� گ� �رار ق� �لال �ت� اخ� �ح��ت ت� �م �ت� �س� �ی� س� ی��ک �ه �ی�ک� �ان� زم�

�ت��ل �خ� م� �اه �گ� �ت� دس� ح��دی �ای �ل�ه� �ک� �ی� س� �ان �م� ه� �ه �زول� ای� �ای �داره� م� �ن ای� �د. �ن� �ان� �ی�م� م� �ی �اق� ب� �ه �زول� ای� و �رده ک� �اوم��ت �ق� م� �ل �ک� ش� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ر �راب� ب�

ک��لاس��ی��ک راه ی��ک م��وه��وم��ی) وی��ژه�ی م��ب��دا(م��ق��ادی��ر در خ��ط��ی م��رک��ز ی��ک دارای دس��ت��گ��اه ی��ک اخ��ت��لال واق��ع، در ه��س��ت��ن��د. ن��ش��ده

ک��ه: اس��ت ای��ن ط��ب��ی��ع��ی س��وال ی��ک اس��ت. ح��دی س��ی��ک��ل ای��ج��اد ب��رای

،ε → ۰ �ت��ی وق� �ه �ک� ی� �ور �ط� ب� دارد �ود وج� ش��ده �ت��ل �خ� م� �اه �گ� �ت� دس� از Γε �ه) �زول� �اوب��ی(ای� �ن� ت� �ای �داره� م� از �ع��ض��ی ب� و h ∈ (h۱, h۲) �ا آی�

γh از Γε ک��ه �م �ی� �وی� م��ی�گ� �ت��د �اف� �ی� ب� �اق��ی �ف� ات� �ی��ن �ن� چ� �ر گ� ا �اش��د؟ ب� �ه �ت� داش� وج��ود �وان��د م��ی�ت� �ای��ی Γεه� �ی��ن �ن� چ� از �ع��داد ت� �ه چ� Γε؟ → γh

اس��ت. ش��ده م��ن��ش��ع��ب

h �وس��ط ت� �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را اس��ت γh �راز ت� �ای �ی�ه� �ن� �ح� �ن� م� �وادۀ �ان� خ� �ا ب� �ع �اط� �ق� �ت� م� �ه ک� Σ ب��رش �وال، س� �ن ای� �ه ب� �خ �اس� پ� �رای ب�

ت��اب��ع ق��ض��ی��ه از اس��ت��ف��اده ب��ا ب��اش��د، Σ در h ش��روع ن��ق��ط��ه ب��ا (٣.١) ش��ده م��خ��ت��ل دس��ت��گ��اه م��دار γε(h) ه��رگ��اه ش��ده�ان��د. پ��ارام��ت��ری

�ا ب� را آن �ه ک� �رد ک� �د �واه� خ� �ع �ط� ق� �ا �ت� �ک� ی� �ه�ای �ط� �ق� ن� در را Σ �رش ب� �اره دوب� �دار م� �ن ای� �ک، �وچ� ک� �ی �اف� ک� �دازه ان� �ه ب� ε �رای ب� �ی �ن� �م� ض�

ت��اب��ع و ب��ب��ی��ن��ی��د) را ١.١ (ش��ک��ل م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان P (h, ε)

d(h, ε) = P (h, ε)− h. (۵.١)

ب��ا �ن��اظ��ر �ت� م� d(h, ε) ای��زول��ه�ی �ف��ره��ای ص� ت��ع��داد �ه ک� �ی��د �ن� ک� �ه ت��وج� �ری��م. �ی� م��ی�گ� ن��ظ��ر در را �ی��م �ام� م��ی�ن� �ل��ه ف��اص� �ا ی� �ای��ی �اب��ج� ج� �اب��ع ت� ک��ه را

م��ی�ک��ن��د. ب��ی��ان را (۴.١) آب��ل��ی ان��ت��گ��رال و ج��اب��ج��ای��ی ت��اب��ع ب��ی��ن راب��ط��ه�ی زی��ر ق��ض��ی��ه�ی اس��ت. (٢.١) دس��ت��گ��اه ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای

ی��م دار ،ε→ ۰ وق��ت��ی ب��الا م��ف��روض��ات ت��ح��ت ([۴۶ ،۴۵] گ��ی��ن (پ��وان��ک��اره-پ��وان��ت��ری��ا ١.٠.١ ق��ض��ی��ه

d(h, ε) = ε(I(h) + εϕ(h, ε)). (۶.١)
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م��ک��ان ت��غ��ی��ی��ر ت��اب��ع ه��ن��دس��ه :١.١ ش��ک��ل

�ت �واخ� �ن� �ک� ی� �ور ط� �ه ب� ،h ∈ (h۱, h۲) �ا ب� (h, ۰) �ل �ام� ش� �رده �ش� ف� �ه �ی� �اح� ن� �ک ی� در (h, ε) �رای ب� و �ت اس� �ی �ل� �ی� �ل� �ح� ت� ϕ(h, ε) �ه ک�

اس��ت. ک��ران��دار

ی��ع��ن��ی اس��ت γε(h) ان��ت��ه��ای��ی ن��ق��اط در H ت��اب��ع از ت��ف��اض��ل��ی ص��ورت ب��ه م��ک��ان ت��غ��ی��ی��ر ت��اب��ع ف��وق، ت��ع��ری��ف ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ره��ان.

d(h, ε) =

∫
γε(h)

dH =

∫
γε(h)

(
∂H

∂x

dx

dt
+
∂H

∂y

dy

dt

)
dt.

ی��م دار راس��ت ط��رف در (٣.١) ج��ای��گ��زی��ن��ی ب��ا

d(h, ε) = ε

∫
γε(h)

(
∂H

∂x
f +

∂H

∂y
g

)
dt = ε

[∮
γh

(ẏf − ẋg) dt+O(ε)

]
.

دی��گ��ر ط��رف از اس��ت. ف��ش��رده γh چ��ون ه��م��گ��راس��ت γh ب��ه ی��ک��ن��واخ��ت ط��ور ب��ه γε(h) آن�گ��اه ε→ ۰ وق��ت��ی ک��ه م��ی�ش��وی��م م��ت��ذک��ر

(۴.١) در I(h) آن در ک��ه م��ی�آی��د ب��دس��ت (۶.١) �ی��ج��ه �ت� ن� در .∂H∂y = −dx
dt و

∂H
∂x = dy

dt داری��م γh ط��ول در (٢.١) �ب��ق ط�

ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. ش��ده ت��ع��ری��ف

d(h, ε) = ε

[∮
γh

(f(x, y)dy − g(x, y)dx) + εφ(h, ε)

]
= ε (I(h) + εφ(h, ε)) .

■

را ح��دی �ی��ک��ل�ه��ای س� وج��ود و I(h) �ل��ی آب� �ت��گ��رال ان� �ف��ره��ای ص� �ی��ن ب� �ی��م �ق� �ت� م��س� راب��ط��ه�ی ب��ع��دی �ه��ی �ی��ج� �ت� ن� �ی��ق�ت��ر دق� �ب��ارت ع� ب��ه

م��ی�ک��ن��د. ب��ی��ان

ص��ورت ای��ن در ن��ب��اش��د، ص��ف��ر ب��ا م��ت��ح��د h۱ < h < h۲ ب��رای (۴.١) در ش��ده ت��ع��ری��ف آب��ل��ی ان��ت��گ��رال گ��ر ا [٨] ٢.٠.١ ق��ض��ی��ه

ب��رق��رارن��د: زی��ر گ��زاره�ه��ای

.I(h∗) = ۰ آن�گ��اه ب��اش��د γh∗ از ش��ده م��ن��ش��ع��ب ح��دی س��ی��ک��ل ی��ک دارای (٢.١) دس��ت��گ��اه گ��ر ا (١)
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�ل� �ک� �ی� س� ی��ک (٢.١) �اه �گ� �ت� دس� �اه آن�گ� ،I ′
(h∗) ̸= ۰ و ،I(h∗) = ۰ �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� h∗ ∈ (h۱, h۲) �ر گ� ا (٢)

اس��ت. ه��ذل��ول��وی ح��دی س��ی��ک��ل ای��ن ای��ن، ب��ر ع��لاوه م��ی�ش��ود. م��ن��ش��ع��ب γh∗ از ک��ه دارد ی��ک��ت��ا ح��دی

،I(k)(h∗) ̸= ۰ و I(h∗) = I
′
(h∗) = ... = I(k−۱)(h∗) = ۰ ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود h∗ ∈ (h۱, h۲) گ��ر ا (٣)

γh∗ از �ه ک� دارد �دی ح� �ل �ک� �ی� س� k �ر �ث� ک� �دا ح� (٢.١) �اه �گ� �ت� دس� �دی، ح� �ای �ل�ه� �ک� �ی� س� �ی �گ� �ان� �دگ� �ن� چ� �ن �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در �ا ب� �اه آن�گ�

م��ی�ش��ود. م��ن��ش��ع��ب

�رای ب� I(h) �ی �ل� آب� �رال �گ� �ت� ان� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ا) �ه� آن� �رار �ک� ت� �اب �س� �ت� اح� �ا �ه(ب� �زول� ای� �ای �ره� �ف� ص� �م �م� �زی� ک� �ا م� �داد �ع� �ام،ت� �ج� �ران� س� (۴)

�ی �اوب� �ن� ت� �ای �وق�ه� ط� از �ده ش� �ب �ع� �ش� �ن� م� �دی ح� �ای �ل�ه� �ک� �ی� س� �داد �ع� ت� �وع �م� �ج� م� �رای ب� �ی �الای� ب� �ران� ک� ،h۱ < h < h۲

آن��ه��ا)اس��ت. چ��ن��دگ��ان��گ��ی اح��ت��س��اب (٢.١)(ب��ا دس��ت��گ��اه ب��ه واب��س��ت��ه
∪

h۱<h<h۲
γh

ط��وق از �ده ش� �ع��ب �ش� �ن� م� �دی ح� �ای �ل�ه� �ک� �ی� س� �داد �ع� ت� �م �م� �زی� ک� �ا م� �ا ت� �م ی� دار �از �ی� ن� �رت �ب� �ل� �ی� ه� �م �زده� �ان� ش� �ه �ل� �ئ� �س� م� �ه ب� �ن �ت� �رداخ� پ� �رای ب�

و �ی �ون� �ت� �ل� �ی� �م� ه� �ر �ی� غ� �ای �اه�ه� �گ� �ت� دس� �رای ب� �ه �ک� �ل� ب� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �لال �ت� اخ� �ح��ت ت� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ای �اه�ه� �گ� �ت� دس� �رای ب� �ا �ه� �ن� ت� �ه ن� را �ی �اوب� �ن� ت�

ی��ک ح��داق��ل ب��ا دو درج��ه ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر دس��ت��گ��اه�ه��ای م��ا م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای ب��گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در ن��ی��ز ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر چ��ن��دج��م��ل��ه�ای�ه��ای

�ر �ذی� پ� �رال �گ� �ت� ان� �ه �ش� �ی� �م� ه� �ز �رک� م� ی��ک �ل �داق� ح� �ا ب� �ه �ح� �ف� ص� در دوم �ه �ب� �رت� م� ای �ه �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ای �ه� �اه� �گ� �ت� دس� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را �ز �رک� م�

پ��ن��ج ب��ه م��خ��ت��ل��ط م��خ��ت��ص��ات از اس��ت��ف��اده ب��ا را آن��ه��ا [٢٢] در ای��ل��ی��ف١ ،[۵٨] در ف��ن��ی اص��ط��لاح��ات از اس��ت��ف��اده ب��ا [٨] ه��س��ت��ن��د،

ک��رد: دس��ت��ه�ب��ن��دی زی��ر رده�ی

ż = −iz − z۲ + ۲|z|۲ + (b+ ic)z۲. ،(QH۳ ) ه��م��ی��ل��ت��ون��ی (١)

ż = −iz + az۲ + ۲|z|۲ + bz۲. ،(QR۳ ) ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر (٢)

ż = −iz + ۴z۲ + ۲|z|۲ + (b+ ic)z۲, |b+ ic| = ۲. ،(Q۴) چ��ه��ار ه��م��ب��ع��د (٣)

ż = −iz + z۲ + (b+ ic)z۲. ،(QLV۳ ) ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لات��ک��ا-ول��ت��رای (۴)

ż = −iz + z۲. م��ث��ل��ث��ی، ه��م��ی��ل��ت��ون��ی (۵)

م��ن��ش��ع��ب ح��دی ه��ای س��ی��ک��ل ت��ع��داد ب��ررس��ی ط��ب��ی��ع��ی م��س��ئ��ل��ه ی��ک .z = x+ iy و ه��س��ت��ن��د ح��ق��ی��ق��ی c و b ،a پ��ارام��ت��ره��ای ک��ه

�ی �ون� �ت� �ل� �ی� �م� ه� ی رده �رای ب� �ت. اس� دو �ه درج� از �وچ��ک ک� �ای ه� �لال �ت� اخ� �ت �ح� ت� �ا �ه� �اه� �گ� �ت� دس� از رده �ج �ن� پ� �ن ای� �اوب��ی �ن� ت� �وق ط� از �ده ش�

�ت. اس� �ده ش� �ل ح� ٢٠٠۶ �ال س� در �اران �ک� �م� وه� �ن٣ چ� و ٢٠٠١ �ال س� در �ل��ف٢ ی� �اور گ� �ط �وس� ت� �ل �ام� ک� �ور �ط� ب� �ه �ل� �ئ� �س� م� �ن ای� ،QH۳
�وق ط� از �ه ک� �دی ح� �ای ه� �ل �ک� �ی� س� �م �م� �زی� ک� �ا م� �داد �ع� ت� �اره ب� در �ن �ی� �م� �خ� ت� ی��ک ١٩٩٨ �ال س� در �ی��ف۵ �ل� ای� و ١٩٩۴ �ال س� در زولادک۴

�د. �ردن� ک� �ه ارائ� را �د آی� �ی م� �ود �وج� ب� دو �ه درج� از �وچ��ک ک� �ای ه� �لال �ت� اخ� �ت �ح� ت� �ز �رک� م� دو �ا ب� QLV۳ و Q۴ ،QR۳ �ای ه� رده �ی �اوب� �ن� ت�

ه��ای س��ی��ک��ل ک��زی��م��م م��ا ت��ع��داد دو درج��ه اخ��ت��لال ت��ح��ت ک��رد ث��اب��ت ٢٠١١ س��ال در ژائ��و۶ ، ی��ل��ف گ��اور ای��ده از اس��ت��ف��اده ب��ا اخ��ی��را،

از ک��ه ح��دی ه��ای �ی��ک��ل س� �م��م �زی� ک� �ا م� �ع��داد ت� اس��ت. ۵ م��س��اوی �ا ی� �ر �ت� �ک� ک��وچ� �د �ون� ش� م��ی �ع��ب �ن��ش� م� Q۴ �اوب��ی �ن� ت� ط��وق از ک��ه ح��دی

١ILiev ٢Gavrilov ٣Chen ۴Zoladek ۵IIiev ۶Zhao
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�ده ش� �ه �ع� �ال� �ط� م� زولادک �ط �وس� ت� �ود ش� �ی م� �ب �ع� �ش� �ن� م� دو �ه درج� از �لال �ت� اخ� �ت �ح� ت� QLV۳ �ی �ل� ک� �ای ه� رده از �ی �ض� �ع� ب� �ی �اوب� �ن� ت� �وق ط�

،١٩٩۶ �ال س� در �ف �ی� �ل� ای� �ط �وس� ت� �ر �ذی� پ� �ت �ش� �رگ� ب� �رای �ت� ول� ـ� �ا �ک� لات� �ای �ه� �اه� �گ� �ت� دس� از رده �ن �دی� �ن� چ� دو �ه درج� از �لال �ت� اخ� �ت. اس�

از �ای��ی �ال��ت�ه� ح� �م داری� ق��ص��د �ه �ام� �ان�ن� �ای� پ� ای��ن در ان��د. �ده ش� �ررس��ی ب� ٢٠١١ س��ال در �ائ��و٣ ش� و �رائ��و٢ گ� ،٢٠٠٩ س��ال در �ره١ �ب� �ی� �ل� ل�

�ت��لال اخ� ت��ح��ت را �رک��ز م� ی��ک ح��داق��ل ب��ا دو درج��ه از پ��ذی��ر �رگ��ش��ت ب� ای �ل��ه �م� �ن��دج� چ� �ه��ای �اه� �ت��گ� دس� �ن��ی �ع� ی� دوم �ت��ه دس� �اه�ه��ای �ت��گ� دس�

ت��وان��ن��د م��ی ت��ن��اوب��ی ط��وق از ف��ش��رده ن��اح��ی��ه ه��ر در پ��ذی��ر ب��رگ��ش��ت دس��ت��گ��اه��ه��ای ای��ن ب��گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در دو درج��ه از ای ج��م��ل��ه چ��ن��د

�ن ای� �ه ب� �ت، اس� (۳, ۱) �ا �ه� آن� �ع �وزی� ت� �اه �گ� آن� �د �ن� �اش� ب� �ه �ت� داش� �دی ح� �ل �ک� �ی� س� �ار �ه� چ� �ر گ� ا �د. �ن� �اش� ب� �ه �ت� داش� �دی ح� �ل �ک� �ی� س� �ار �ه� چ� �ر �ث� ک� �دا ح�

م��ی اح��اط��ه را م��ت��ف��اوت م��رک��ز دی��گ��ر ح��دی س��ی��ک��ل و ک��ن��ن��د م��ی اح��اط��ه را م��رک��ز ی��ک ت��ودرت��و ب��ص��ورت ح��دی س��ی��ک��ل س��ه ک��ه م��ع��ن��ی

ک��ه ط��ور ه��م��ان اس��ت، ت��ر پ��ی��چ��ی��ده پ��ذی��ر ب��رگ��ش��ت ح��ال��ت ح��دی ه��ای س��ی��ک��ل ب��ررس��ی ک��ه ک��ن��د م��ی اش��اره [۵٨] در زولادک ک��ن��د.

ه��س��ت��ن��د: زی��ر ش��ک��ل ب��ه م��رک��ز، دو ب��ا دو درج��ه از پ��ذی��ر ب��رگ��ش��ت دس��ت��گ��اه��ه��ای م��خ��ت��ل��ط، م��خ��ت��ص��ات در ش��د ذک��ر ب��الا در

ż = −iz + az۲ + ۲|z|۲ + bz۲ , a, b ∈ R, z = x+ iy. (٧.١)

�ز �رک� م� را �د �ن� �ت� �س� ه� �وی �ض� �ی� ب� �ای ه� �ی �ن� �ح� �ن� م� �ا �ه� آن� �ی �اوب� �ن� ت� �ای �داره� م� �ه ک� �ی �ای� ه� �ز �رک� م� ،[١٧] در �ی �ن� ف� �ات �لاح� �ط� اص� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب�

اس��ت ی��ک دس��ت��ه از م��رک��ز ی��ک دارای (٧.١) دس��ت��گ��اه ک��ه ده��د م��ی ن��ش��ان ،[١٧] از ی��ک ق��ض��ی��ه ن��ام��ن��د. م��ی ی��ک دس��ت��ه از ه��ای

ک��ن��ن��د: ص��دق زی��ر ش��رط ١٨ از ی��ک��ی در a, b گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا

(r۱) a = ۲b+ ۱ (r۲) a = −۱ (r۳) a = ۵b+ ۴ (b ̸= −۳)

(r۴) a = −۳b− ۴ (b ̸= −۳) (r۵) a =
۵
۳b+

۲
۳ (r۶) a =

b

۳ − ۲
۳

(r۷) (a, b) = (
۵
۲ ,−

۱
۲) (r۸) (a, b) = (−۷

۲ ,−
۱
۲) (r۹) (a, b) = (−۸,−۲)

(r۱۰) (a, b) = (۴,−۲) (r۱۱) (−۱۷,−۵) (r۱۲) (a, b) = (۷,−۵)

(r۱۳) (a, b) = (−۷,−۵
۳) (r۱۴) (a, b) = (

۱۱
۳ ,−

۵
۳) (r۱۵) (a, b) = (−۲۳,−۷)

(r۱۶) (a, b) = (۹,−۷) (r۱۷) (a, b) = (۱۳, ۵) (r۱۸) (a, b) = (−۳, ۵)

آم��ده ب��دس��ت زی��ر ن��ت��ای��ج ه��ا س��ی��س��ت��م ای��ن ت��ن��اوب��ی ط��وق از ش��ده م��ن��ش��ع��ب ح��دی ه��ای س��ی��ک��ل ک��زی��م��م م��ا ت��ع��داد ی ب��اره در ک��ن��ون ت��ا

،(٢٠٠٢) ی��و۶ ،(١٩٩٧) ه��م��ک��اران و دم��ورت��ی��ر۵ ،(١٩٣۴) گ��ی��ن۴ پ��ون��ت��ری��ا ت��وس��ط ش��ده ان��ج��ام ک��اره��ای ب��ا ،(r۱) خ��ان��واده ان��د.

�ا ب� �ر) �ذی� پ� �ت �ش� �رگ� ب� �ی �ون� �ت� �ل� �ی� �م� ه� �ورد (م� (r۲) �واده �ان� خ� و (٢٠١١) �و ژائ� و (٢٠٠٩) �ره �ب� �ی� �ل� ل� ،(٢٠٠۵) �اران �ک� �م� ه� و �ف �ی� �ل� ای�

(r۳) �واده �ان� خ� �ل �ام� ک� �ه �ع� �ال� �ط� م� �د. ان� �ده ش� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ل �ام� ک� �ور �ط� ب� (٢٠٠۶) �اران �ک� �م� ه� و �ن چ� و (٢٠٠١) �ف �ل� ی� �اور گ� �ای �اره� ک�

ت��وس��ط a ∈ (−۳,−۱) و a ∈ (−∞,−۳) ∪ (۵,∞) ب��ا (r۴) خ��ان��واده م��ط��ال��ع��ه و (٢٠١٠) ه��م��ک��اران و ل��ی��ان��گ٧ ت��وس��ط

�اران �ک� �م� ه� و �ن چ� �ط �وس� ت� b ∈ ( ۱۲ , ۲) �ا ب� (r۶) �واده �ان� خ� و b ̸= ۲, ۱۲ �ا ب� (r۵) �واده �ان� خ� �ت. اس� �ه �ت� �رف� گ� �ام �ج� ان� (٢٠٠٩) کُ��ل٨

و (r۱۳) ،(r۸) �وارد م� و (٢٠١١) در �و �رائ� گ� �ط �وس� ت� (r۱۷) و (r۱۵) ،(r۱۴) ،(r۷) �وارد م� �د، ان� �ده ش� �ه �ع� �ال� �ط� م� (٢٠٠۶)

١Llibre ٢Grau ٣Shao ۴Pontryagin ۵Dumortier ۶Yu ٧Liang ٨Coll
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ه��م��ک��اران و پ��ن��گ١ ت��وس��ط ب��ت��رت��ی��ب (r۱۲) و (r۱۰) ،(r۹) م��وارد ان��د. ش��ده م��ط��ال��ع��ه (٢٠١١) ه��م��ک��اران و چ��ن ت��وس��ط (r۱۶)

�م��ک��اران ه� و �ی��ر٢ �وت� گ� ت��وس��ط �ز �ی� ن� (r۱۸) و (r۱۱) م��وارد ان��د. ش��ده �ع��ه �ال� م��ط� (٢٠١١) در �ن��گ پ� و (١٩٩٧) �ی��ف �ل� ای� ،(٢٠١١)

.[٣۶] ان��د گ��رف��ت��ه ق��رار م��ط��ال��ع��ه م��ورد ٢٠٠٩ س��ال در

درج��ه از اخ��ت��لال ت��ح��ت (٧.١) دس��ت��گ��اه ت��ن��اوب��ی ط��وق از ک��ه ح��دی ه��ای س��ی��ک��ل ک��زی��م��م م��ا ت��ع��داد ی��م دار ق��ص��د پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن در

�رار ق� �ی �ررس� ب� �ورد م� ،b و a �ای �ره� �ت� �ارام� پ� از �ی �ف� �ل� �ت� �خ� م� �ر �ادی� �ق� م� ازای �ه ب� (r۴) و (r۳) �رط ش� �رای ب� را �د �ون� ش� �ی م� �ب �ع� �ش� �ن� م� دو

م��ی��ش��ود ن��وش��ت��ه زی��ر ب��ص��ورت دک��ارت��ی م��خ��ت��ص��ات در (٧.١) دس��ت��گ��اه ،t→ −t و z = x+ iy م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ب��ا ده��ی��م.

 ẋ = −y − (a+ b+ ۲)x۲ + (a+ b− ۲)y۲,

ẏ = x− ۲(a− b)xy.
(٨.١)

(−a+b+۲
a−b ,

a+b−۲
a−b ) 7→ (a, b) �ای ه� �ر �ت� �ارام� پ� �ر �ی� �ی� �غ� ت� و (x, y) 7→ (xc ,

y
c ) �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ا ب� �اه �گ� آن� c = a− b ̸= ۰ �ر گ� ا

ش��ود م��ی ح��اص��ل زی��ر دس��ت��گ��اه

 ẋ = −y + ax۲ + by۲,

ẏ = x(۱− ۲y).
(٩.١)

زی��ر م��ق��ی��اس ت��غ��ی��ی��ر و زی��ر م��خ��ت��ص��ات�ه��ا ت��غ��ی��ی��ر ب��ا ح��ال

x =
۱
۲x , y = − ۱

۲(y − ۱) , t = ۲t.

ش��ون��د. م��ی ح��اص��ل زی��ر ف��رم ب��ه دو درج��ه از پ��ذی��ر ب��رگ��ش��ت دس��ت��گ��اه��ه��ای ،(x, y, t) ج��ای ب��ه (x, y, t) ن��وی��س��ی ب��از و

 ẋ = ax۲ + by۲ − ۲(b− ۱)y + (b− ۲),

ẏ = −۲xy.
(١٠.١)

م��ده آ ب��دس��ت ن��ت��ای��ج ب��ا ه��م��راه ک��ه گ��ی��ری��م م��ی ن��ظ��ر در b ̸= ۱
۲ ,

۳
۲ ب��ا ،۰ < b < ۲ و a = −۳

۲ ازای ب��ه را (١٠.١) دس��ت��گ��اه ح��ال

ش��ود. م��ی ک��ام��ل ،b = ۱
۲ ,

۳
۲ ک��ه ح��ال��ت��ی ب��ج��ز a = −۳

۲ ب��رای (r۳) م��ورد ی م��ط��ال��ع��ه ٢٠١٠ س��ال در ژائ��و و ل��ی��ان��گ ت��وس��ط

اس��ت. y = ۰ پ��ای��ای خ��ط ی��ک و (۰,− (۲−b)
b ) و (۰, ۱) در م��رک��ز دو دارای (١٠.١) دس��ت��گ��اه ۰ < b < ۲ و a = −۳

۲ ب��رای

را زی��ر ن��ت��ای��ج و م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی b ̸= ۱
۲ ,

۳
۲ و ۰ < b < ۲ و a = −۳

۲ ب��رای را (r۳) ش��رط پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن س��وم ف��ص��ل در م��ا

ی��م: آور م��ی ب��دس��ت

ط��وق ه��ر از �ه ک� ح��دی ه��ای �ک��ل �ی� س� �م��م �زی� ک� �ا م� �ع��داد ت� �اه �گ� آن� ۱
۲ < b < ۳

۲ گ��ر ا دو، ی درج��ه از �ت��لال اخ� ت��ح��ت ٣.٠.١ ق��ض��ی��ه

١Peng ٢Gautier
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�ون��د ش� م��ی �ع��ب �ن��ش� م� �ن��اوب��ی ت� ط��وق دو از ک��ه ح��دی ه��ای �ی��ک��ل س� �م��م �زی� ک� �ا م� �ع��داد ت� و اس��ت دو �راب��ر ب� ش��ود م��ی �ع��ب �ن��ش� م� �اوب��ی �ن� ت�

اس��ت. س��ه ب��راب��ر

آن��گ��اه: (۳۲ < b < ۲) ۰ < b < ۱
۲ گ��ر ا دو، درج��ه اخ��ت��لال ت��ح��ت ۴.٠.١ ق��ض��ی��ه

(ب��راب��ر اس��ت س��ه ب��راب��ر ش��ون��د م��ی م��ن��ش��ع��ب (۰, ۱) م��رک��ز اط��راف ت��ن��اوب��ی ط��وق از ک��ه ح��دی ه��ای س��ی��ک��ل ک��زی��م��م م��ا ت��ع��داد (١)

ش��ون��د م��ی م��ن��ش��ع��ب (۰,− (۲−b)
b ) م��رک��ز اط��راف ت��ن��اوب��ی ط��وق از ک��ه ح��دی ه��ای س��ی��ک��ل ک��زی��م��م م��ا ت��ع��داد و اس��ت) ی��ک

اس��ت) س��ه اس��ت(ب��راب��ر ی��ک ب��راب��ر

�ی��ک��ل س� �ه��ار چ� گ��ر وا اس��ت �ه��ار چ� ب��راب��ر ش��ون��د م��ی �ن��ش��ع��ب م� �ن��اوب��ی ت� ط��وق دو از ک��ه ح��دی ه��ای �ی��ک��ل س� �م��م ک��زی� �ا م� ت��ع��داد (٢)

اس��ت. ((۳, ۱)) ،(۱,۳) ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای ت��وزی��ع ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود ح��دی

آوری��م م��ی ب��دس��ت (٧.١) در ج��ای��گ��ذاری ب��ا ،a = −۳b− ۴ (b ̸= −۳) ی��ع��ن��ی (r۴) م��ورد ب��رای

ż = −iz + az۲ + ۲|z|۲ − a+ ۴
۳ z۲. (١١.١)

ش��ود م��ی ح��اص��ل زی��ر ف��رم آن، دو درج��ه اخ��ت��لال و دک��ارت��ی م��خ��ت��ص��ات در دس��ت��گ��اه ای��ن ن��وی��س��ی ب��از ب��ا ک��ه

 ẋ = y + ۲
۳(a+ ۱)x۲ − ۲

۳(a− ۵)y۲ + εf(x, y, ε),

ẏ = −x+ ۸
۳(a+ ۱)xy + εg(x, y, ε).

(١٢.١)

ک��ه ش��ده زده ت��خ��م��ی��ن ای��ل��ی��ف و گ��وت��ی��ر ت��وس��ط دو، درج��ه از ک��وچ��ک اخ��ت��لال ت��ح��ت (١٢.١) ح��دی ه��ای س��ی��ک��ل ک��زی��م��م م��ا ت��ع��داد

�ر گ� ا اس��ت. (r۲) �ه ب� �ق �ل� �ع� �ت� م� (١٢.١) �اه �گ� آن� a = −۱ �ر گ� ا اس��ت. دو �ر �راب� ب� �وارد م� �ر �گ� دی� در و �ه س� �ر �راب� ب� ،۴ < a < ۵ ب��رای

�ا ب� دو درج��ه ای �ل��ه �م� �ن��دج� چ� �ه��ای �اه� �ت��گ� دس� ه��ای �ت��لال اخ� اس��ت. �ن��گ �م�آه� ه� �رک��ز م� �ف��ت ج� ی��ک �ا ب� �ر �ن��اظ� �ت� م� (١٢.١) آن��گ��اه a = ۵

(r۴) ب��اق��ی��م��ان��ده ه��ای ح��ال��ت چ��ه��ارم ف��ص��ل در ان��د. گ��رف��ت��ه ق��رار م��ط��ال��ع��ه م��ورد ١٩٩١ در چ��ی��ک��ن١ ت��وس��ط ه��م�آه��ن��گ ه��ای م��رک��ز

ش��ون��د. م��ی ح��اص��ل زی��ر ن��ت��ای��ج ک��ه ک��ن��ی��م م��ی ب��ررس��ی ،a = −۳ ب��رای ب��ج��ز را

�ک �وچ� ک� �لال �ت� اخ� �ت �ح� ت� (١٢.١) �ی �اوب� �ن� ت� �وق ط� از �ه ک� �دی ح� �ای ه� �ل �ک� �ی� س� �م �م� �زی� ک� �ا م� �داد �ع� ت� ۵.٠.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. دو ب��راب��ر −۱ < a ≤ ۴ ب��رای و س��ه ب��راب��ر ۴ < a < ۵ ب��رای ش��ود م��ی ح��اص��ل دو درج��ه از

در ه��م��ک��اران و چ��ن و (٢٠٠١) ی��ل��ف گ��اور ،(١٩٩١) چ��ی��ک��ن ت��وس��ط آم��ده ب��دس��ت ن��ت��ای��ج ب��ا ۵.٠.١ ی ق��ض��ی��ه ت��رک��ی��ب ب��ا

ش��ود. م��ی ح��اص��ل زی��ر ق��ض��ی��ه�ی ٢٠٠۶ س��ال

١Chicone



م��ق��دم��ه .١ ٩ف��ص��ل

اخ��ت��لال ت��ح��ت (١٢.١) ت��ن��اوب��ی ط��وق از ک��ه ح��دی ه��ای س��ی��ک��ل ک��زی��م��م م��ا ت��ع��داد آن��گ��اه ،a ̸= −۳ ک��ن��ی��د ف��رض ۶.٠.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. دو ب��راب��ر دی��گ��ر م��وارد ب��رای و س��ه ب��راب��ر ،۴ < a < ۵ ب��رای ش��ون��د م��ی م��ن��ش��ع��ب دو درج��ه از ک��وچ��ک



٢ ف��ص��ل

ک��ل��ی م��ف��اه��ی��م

ای��ن �ال��ب �ط� م� داش��ت. �م �ی� �واه� خ� �ه �ام� �ان�ن� �ای� پ� �ول ط� در �از �ی� ن� �ورد م� �ای �ای� ق��ض� و �اری��ف �ع� ت� �م، �ی� �اه� �ف� م� �رخ��ی ب� �ر ب� �روری م� �خ��ش ب� ای��ن در

ه��س��ت��ن��د. [٨] و [۴٣] ،[۶٣] م��راج��ع اس��اس ب��ر ب��خ��ش

F (X) ∈ R۲ �ردار ب� �ک ی� X = (x, y) ∈ R۲ �ه�ی �ط� �ق� ن� �ر ه� �ه ب� �ه ک� ،F : R۲ → R۲ �ت �اش� �گ� ن� �ر ه� ٧.٠.٢ ت��ع��ری��ف

�ورت ص� �ه ب� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �رداری ب� �دان �ی� م� �ک ی� �اص، خ� �ت �ال� ح� در �ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �رداری ب� �دان �ی� م� �ک ی� �د �ن� �ی�ک� م� �ر �اظ� �ن� �ت� م�

▲ � ه��س��ت��ن��د. y و x ح��س��ب ب��ر چ��ن��دج��م��ل��ه�ای�ه��ای��ی Q و P آن در ک��ه م��ی�ش��ود، ت��ع��ری��ف F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y))

ش��ک��ل ب��ه م��س��ط��ح چ��ن��دج��م��ل��ه�ای دی��ف��راس��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه ه��ر ٨.٠.٢ ت��ع��ری��ف

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y). (١.٢)

ه��س��ت��ن��د، y و x ح��س��ب ب��ر چ��ن��دج��م��ل��ه�ه��ای��ی Q Pو و اس��ت t م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ر ب��ه ن��س��ب��ت م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ن��م��ای��ش�گ��ر ”�” آن در ک��ه

▲ � م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده م��س��ط��ح چ��ن��دج��م��ل��ه�ای دی��ن��ام��ی��ک��ی دس��ت��گ��اه ی��ک

اس��ت: �ده ش� �ه ارای� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ادلات �ع� م� �اه �گ� �ت� دس� �ن ای� �ا ب� �ادل �ع� م� و �اوت �ف� �ت� م� �ای �دل�ه� م� �ل��ف �ت� �خ� م� �ون �ت� م� در

�رم ف� �ک ی� �ورت ص� �ه ب� آن �ش �ای� �م� ن� �ری �گ� دی� و χ = P ∂
∂x +Q ∂

∂y �رداری ب� �دان �ی� م� �ک ی� �ورت ص� �ه ب� �اه �گ� �ت� دس� �ه� ارای� �دل م� �ک ی�

اس��ت. ω = Qdx− Pdy دی��ف��ران��س��ی��ل��ی

دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه ٩.٠.٢ ت��ع��ری��ف

Ẋ = f(λ, t,X). (٢.٢)

ی��ک U ⊆ R× Rn �ت��ق�پ��ذی��ر)، م��ش� �ت��ه �ی��وس� پ� �ه�ط��ور ب� �ار ب� r) f ∈ Cr(Λ× U,Rm) و r ≥ ۱ آن در ک��ه �ری��د �ی� ب��گ� �ر ن��ظ� در را

�ی �گ� �ت� �س� ب� t �ه ب� �ح �ری� ص� �ور ط� �ه ب� f �ع �اب� ت� (٢.٢) �اه �گ� �ت� دس� در �اه �رگ� ه� �ت. اس� Rm از Λ �از ب� �ه �وع� �م� �ج� م� �ر زی� Λ و �از ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م�


