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������õÀÖõ

, �÷�� Â±� ×þ ýÂþÁ� ÝÑ�õ É¡��� ø üÎ¡ø¢ ´ª�Ú÷ ×þ ýÃ÷¤� ýÂþÁ� ÝÑ�õ ¶½±õ
Í¨�� ¤�� ß�óø� á�®�õ ßþ� .´¨� �µêÂð ¤�Âì ö�÷�À�®�þ¤ ���� ¢¤�õ �î ´¨� öÂì Ý�÷ ¥� Ç��
´ª�Ú÷ Âû �î ¢�¢ ö�È÷ ø� .]3[ ,Àª �ÂÎõ ¤�À÷�Âî üÎ¡ø¢ ´ª�Ú÷ ×þ ë�½ó� üêÂãõ �� 1Ã÷¤�
�� â�¨�� ø¢ ý�¤�¢ üÜî ¤�Î� ,¤�ÀõÂ÷ ý�û�Ìê ýø¤ ,f : X × Y −→ Z ¤�À÷�Âî ø üÎ¡ø¢
ÂÚþÀØþ �� f ¥� â�¨�� ø¢ ßþ� ù�ðÂû .´¨� f r∗∗∗r ø f ∗∗∗ ¤�À÷�Âî ø üÎ¡ø¢ ý�úµª�Ú÷ �¤�¬
A  �÷�� Â±� ×þ ýø¤ �Â® ÛÞä ù�ðÂû ß��»Þû ;À�þ�ð (ýÃ÷¤�) ÝÑ�õ �¤ f ,À÷�ª Â��Â�

.¢�ª üõ �µÔð (ýÃ÷¤�) ÝÑ�õ Ã�÷ A ,Àª�� ´�¬�¡ ßþ� ý�¤�¢
ö�È÷ 3Ù÷�þ ß��»Þû .]9[ ,´¨� ÂþÁ� ÝÑ�õ Â±�−C∗ Âû �î À÷¢�¢ ö�È÷ 2¢�þ ø ßþ��¨
ÂÚþ¢ ý�û¤�î ¥� .]35[ ,Àª�� üû��µõ G Âð� ÍÖê ø Âð� ´¨� ÝÑ�õ L1(G) üûøÂð Â±� �î ¢�¢
ÝÑ�õ ý�Â� üØ½õ �ó�Öõ ßþ� ¤¢ ø� .¢Âî ù¤�ª� 4ö�Øþ¤� ¥� ]5[ �ó�Öõ �� ö��� üõ ���õ¥ ßþ� ¤¢
Â±� ßþÀ�� ýÂþÁ� ÝÑ�õ ,ö� ýÂ�ð¤�Ø� �� ø ¢Âî ���¤� ¤�À÷�Âî üÎ¡ø¢ ´ª�Ú÷ ×þ ýÂþÁ�

Arens1

Civin and Yood2

Young3

Arikan4

1



ý�Â� ,üÈ»�� �Â® �� L∞(G) Â±� ß��»Þû ø ÂþÁ�Â�� ù¢¤ ý�ûÂÚÜÞä Â±� �ÜÞ� ¥� «�¡
.¢�¢ ¤�Âì ü¨¤Â� ¢¤�õ �¤ ,G ù¢ÂÈê ùøÂð

�Þû Ûõ�ª ,K(X) Â±� ,X  �÷� � ý�Ìê Âû ý�Â � �î ¢�¢ ö�È÷ Ù÷� þ ,]36[ �ó�Öõ ¤¢
5ÂÚó�e Í¨�� �¹�µ÷ ßþ� �fÀã� .Àª�� ü¨�Øã÷� X Âð� ÍÖê ø Âð� ´¨� ÝÑ�õ ,ù¢ÂÈê ý�ûÂÚÜÞä
ô�¹÷� 6§ø�¢ Â�¡� ���Öõ ¤¢ ,���õ¥ ßþ� ¤¢ ýÂÚþ¢ ý�úª�� ,ß��»Þû .]32[ ,´ê�þ ©ÂµÆð

.(À���±� �¤ ]16[ ø ]15[) ,´¨� ùÀª
ü�' ,"üØþ¦�ó���� ý�ûÃîÂõ' À�÷�õ ,ö� �� Í±�Âõ ¶��±õ ø ¶½� ßþ� �õ�¢� �� Ã�÷ �õ
Â�ÀþÀ� ¸þ�µ÷ ñ�¡ ¤¢ á�®�õ ßþ� ©ÂµÆð �� ,¢�¡ ���÷ �� Ýþ¤�¢ üã¨ ,ùÂ�è ø "ý�ì üÞÑ÷
¤¢ ¢Â� Ý�û��¡ ùÂú� �ú÷� ¥� üÜ¬� ñ�Êê ¤¢ �î ü¨�¨� ý�þ�Ìì ø ��õÀÖõ ü¡Â� .Ýþ¥�¢Â³�
,]18[ ,]11[ ,]10[ ö��� üõ ,ÛÊê ßþ� ý�Â� âõ�� üã���õ ö���ä �� .À÷� ùÀª Âî£ ñø� ÛÊê

.¢Â� ô�÷ �¤ ]27[ ø ]22[
ýÂþÁ� ÝÑ�õ �� ´ó�� ßþÂ� üÜî ¤¢ �Àµ�� ,üÜ¬� ÛÊê ß�óø� ö���ä �� ,ôø¢ ÛÊê ¤¢
ýf ´ª�Ú÷ ß��� �î ¢�¢ Ý�û��¡ ö�È÷ É¡��� ;Ýþ¥�¢Â� üõ ¤�À÷�Âî üÎ¡ø¢ ý�úµª�Ú÷
¥� ù¢�Ôµ¨� �� Å³¨ .f (4)(Z∗, X∗∗) ⊆ Y ∗ Âð� ÍÖê ø Âð� ´¨� ÝÑ�õ ,Z ý�� �� X × Y ¥�
ý�úµª�Ú÷ �ÜÞ� ¥� .¢�¢ Ý�û��¡ ©ÂµÆð �¤ ���õ¥ ßþ� ¤¢ ,]5[ ø ]14[ ���Öõ ¥� ü¹þ�µ÷ ,ö�
ý�úµ÷� ¤¢ .À�µÆû üóøÀõ ý�úÜÞä À÷� �µêÂð ¤�Âì ���� ¢¤�õ ÂµÈ�� �ó�¨¤ ßþ� ¤¢ �î üÎ¡ø¢
�µ¡�¢Â� ýÂþÁ� �þÃ¹� «��¡ ü¡Â� ý��±õ Â� üóøÀõ ý�úÜÞä ýÂþÁ� ÝÑ�õ �� ,ÛÊê ßþ�

.´¨� ùÀª
,"ýÂþÁ� ß�Ú÷��õ' ö�»Þû ü·��±õ �� ¯�±�¤� ¤¢ ü¨�¨� üÈÖ÷ ,üóøÀõ ý�úÜÞä �î �¹÷� ¥�
ø �úµª�Ú÷ ßþ� �� ,ô�¨ ÛÊê ¤¢ �õ üÜ¬� á�®�õ ,À��î üõ �Ôþ� ,ùÂ�è ø "�úÖµÈõ ôø¢ ë�½ó�'

Ulger5

Daws6
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�� �Î��¤ ¤¢ ,¤�îÁõ ý�úØ½õ ,«�Ê¡ ßþ� ¤¢ .À��þ üõ «�Êµ¡� �ú÷� üØþ¦�ó���� Ãî�Âõ
.ÝþÂ� üõ ¤�î �� X  �÷�� ñøÀõ−A ×þ üóøÀõ ý�úÜÞä ý�Â� �¤ ýÂþÁ� ÝÑ�õ

ý�ûÃîÂõ �� üØþ¢Ã÷ ¤��Æ� �Î��¤ ,üÎ¡ø¢ ý�úµª�Ú÷ ý�ì üÞÑ÷ ü� �î ´¨� üúþÀ�
üóøÀõ ý�úÜÞä ý�úì�½ó� ¥� ü¡Â� ý�ì üÞÑ÷ ü� ,ÛÊê ßþ� �õ�¢� ¤¢ .¢¤�¢ �ú÷� üØþ¦�ó����
´½� X∗∗ ¥� üþ�ÌêÂþ¥ ,X ¤�ÀõÂ÷ ý�Ìê Âû ý�Â� ,ß��»Þû .¢Â�ð üõ ¤�Âì �ãó�Îõ ¢¤�õ
Ý�û¢ üõ ö�È÷ ,ùÄþø �� ;¢Âî Ý�û��¡ üêÂãõ �¤ ,üú��� Û��ì «��¡ ö¢�� �¤�¢ �� ,MX ö���ä
.´¨� MX Ûõ�ª f : X × Y −→ Z ¤�À÷�Âî üÎ¡ø¢ ´ª�Ú÷ Âû ²� üØþ¦�ó���� ÃîÂõ �î
ý�úì�½ó� üØþ¦�ó���� ý�ûÃîÂõ ö��õ üó�Þª Í��ø ¤ ü¡Â� ,ö� ¥� üþ�û¢Â�¤�î ö���ä �� Å³¨
ù¤��Þû �î ¢�¢ Ý�û��¡ ö�È÷ ,�ÜÞ� ö� ¥� .Ý�û¢ üõ ¤�Âì ü¨¤Â� ¢¤�õ �¤ f ÓÜµ¿õ °��Âõ

.Zt(f ∗r∗) ⊆ Z(f)

,D : A → X∗ ÕµÈõ ×þ ¥� D∗∗ : A∗∗ → X∗∗∗ ôø¢ ë�½ó� ,X  �÷�� ñøÀõ−A ×þ ý�Â�
´½� �î ´¨� ßþ� ¢�ª üõ �ÂÎõ �¹�þ� ¤¢ �î ý� �ó�bÆõ .´¨� D ¥� üÎ¡ â�¨�� ×þ ù¤��Þû
ÝÑ�õ ,Ýþ¢Âî ù¤�ª� Ã�÷ ßþ� ¥� Ç�� �î ¤�Î÷�Þû .´¨� ÕµÈõ ×þ Ã�÷ ¢�¡ ,D∗∗ üÎþ�Âª ��
üõ ¤��Þû ,�ó�bÆõ ßþ� Û� ý�Â� �¤ Íþ�Âª ,X ýø¤ A  �÷� � Â±� üóøÀõ ý�úÜÞä ýÂþÁ�
]14[ �ó�Öõ ¤¢ X = A «�¡ ´ó�� ý�Â� �¤ �ó�bÆõ ßþ� ,7�Ø¨�ø ø ÃÚþ¤¢ø¤ ,ÃÜþ¢ .¢¥�¨
ÍÖê ø Âð� ´¨� ÕµÈõ ×þ D∗∗ �î À÷� ù¢�¢ ö�È÷ �ÜÞ� ö� ¥� ;À÷� ù¢�¢ ¤�Âì ü¨¤Â� ¢¤�õ
ö�È÷ ø ù¢�¢ ©ÂµÆð D : A → X∗ ÕµÈõ ý�Â� �¤ �ú÷� �¹�µ÷ ßþ� �õ .D∗∗(A∗∗) · A∗∗ ⊆ A∗

ßþ� . D∗∗(A∗∗) ·X∗∗ ⊆ A∗ Âð� ÍÖê ø Âð� ´¨� ÕµÈõ ×þ D∗∗ ´ó�� ßþ� ¤¢ �î Ýþ¢�¢
.¢Â�ð üõ ¤�Âì ü¨¤Â� ¢¤�õ ô¤�ú� ÛÊê ¤¢ ,ö� �� Í±�Âõ ¸þ�µ÷ ø ��Ìì

¥� �µêÂðÂ� �î À�µÆû ýÀþÀ� °ó�Îõ �fõ�Þä 4 ø 3 ,2 ñ�Êê ¸þ�µ÷ �î ´¨� Âî£ Û��ì
ßþ� ¤¢ �µê¤ ¤�Ø� Ý�û�Ôõ «�Ê¡ ¤¢ ÂµÈ�� �ãó�Îõ ý�Â� .À�ª�� üõ ]26[ ø ]25[ ,]6[ ���Öõ

Dales, Rodrigues-Palacios and Velasco7
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.À��î �ã��Âõ ]13[ ø ]11[ â���õ �� À�÷��� üõ �ó�¨¤
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1 ÛÊê

��óø� ý�þ�Ìì ø Óþ¤�ã�

,Àª À�û��¡ �ÂÎõ Àã� ñ�Êê ¤¢ �î ý� �þ�� ø ü��õÀÖõ ¶��±õ ü¡Â� �� ÛÊê ßþ� ¤¢
ßþ� ¤¢ ñø�Àµõ ý�úó�·õ ü¡Â� ø �ûÂ±�−C∗ ø  �÷�� ý�ûÂ±� ¤�µ¡�¨ ,�ÜÞ� ¥� .Ýþ¥�¢Â� üõ

.¢�¢ Ý�û��¡ ¤�Âì ü¨¤Â� ¢¤�õ ,ñ�Þ�� �� ,�¤ ���õ¥

�ûÂ±�−C∗ 1-1
üõÂê π �Â® �� K ö�À�õ ýø¤  �÷�� Â±� ×þ ù¤��Þû A ,Àþ¤�¢ ø¤ Ç�� �î ý� �ó�¨¤ ¤¢
¤�Êµ¡� �� �¤ �ûÂ±� ßþ� ¤�µ¡�¨ �Àµ�� ,ø ¤ ßþ� ¥� .¢�ª ö��� �f½þÂ¬ ö� é�¡ �Ø�þ� ÂÚõ ;¢�ª

.Ý�û¢ üõ ¤�Âì ¶½� ¢¤�õ
�Øþ¤�Î� Àª�� A üÎ¡ ý�Ìê ýø¤ ôÂ÷ ×þ ‖ · ‖ ø Â±� ×þ A ù�ðÂû

‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖ (a, b ∈ A),

5



6 ��óø� ý�þ�Ìì ø Óþ¤�ã� 1 ÛÊê

´¨� A À�÷�õ ý¤�ÀõÂ÷ Â±� , �÷�� Â±� ×þ .À�þ�ð ¤�ÀõÂ÷ Â±� ×þ �¤ (A, ‖ · ‖) �ø¥
.Àª�� Ûõ�î ‖ · ‖ ôÂ÷ �� �Øþ¤�Î�

ù�ðÂû ¢�ª üõ ùÀ�õ�÷ ´ÈðÂ� ×þ A ýøÂ� A  �÷�� Â±� ¥� a −→ a∗ ý�³ó�Ï ´ª�Ú÷
:À�î ëÀ¬ Âþ¥ Íþ�Âª ¤¢ a, b ∈ A ø λ ∈ K Âû ý�Â�

, (a + b)∗ = a∗ + b∗ (�)
, (λa)∗ = λa∗ (�)
, (a∗)∗ = a (�)

; (ab)∗ = b∗a∗ (�)
.¢�ª üõ ùÀ�õ�÷  �÷�� Â±�−∗×þ A �¤�Ê�þ� ¤¢

ù�ðÂû À�þ�ð Â±�−C∗ ×þ �¤ A  �÷�� Â±�−∗

‖a∗a‖ = ‖a‖2 (a ∈ A).

ù�ðÂû ¢�ª üõ ùÀ�õ�÷ ñ�ùÀþ� ×þ A  �÷�� Â±� ¥� I üÎ¡ ý�ÌêÂþ¥ �î Ý��î üõ ý¤ø�¢�þ
.ax, xa ∈ I ,x ∈ I ø a ∈ A Âû ý�Â�

´¨� A ¤¢ n Àã� Ýû ý�¤�¢ E �¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� A ¥� üÎ¡ ý�ÌêÂþ¥ ×þ E À��î Âê
.Àª�� n �� Â��Â� A/E üµÞÆì �¤�¡ ý�Ìê Àã� ù�ðÂû

ùÀ�õ�÷ A  �÷�� Â±� ýø¤ (ü�Â® ×ã��� ×þ �þ ø) �Ê¿Èõ ×þ ϕ : A −→ C üÎ¡ ×ã���
.ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) ,a, b ∈ A Âû ý�Â� ù�ðÂû ¢�ª üõ

e À�÷�õ ü÷�Þû �Ìä ý�¤�¢ �Â® ÛÞä �� ù�ÂÞû A ù�ðÂû À�þ�ð ¤�ÀØþ �¤ A ¤�ÀõÂ÷ Â±�
ù�ðÂû À�þ�ð A ²� ü±þÂÖ� ü÷�Þû ×þ �¤ {eα} ⊆ A ¤�À÷�Âî ¤�� .‖e‖ = 1 �Øþ¤�Î� Àª��



7 ��óø� ý�þ�Ìì ø Óþ¤�ã� 1 ÛÊê

(¤�À÷�Âî) ´¨�¤ ü±þÂÖ� ü÷�Þû ;eαa −→ a ,A ôÂ÷ ¥� Û¬�� ý¦�ó���� ¤¢ ,a ∈ A Âû ý�Â�
¤�� A ý�Â� (¤�À÷�Âî ) ü±þÂÖ� ü÷�Þû ×þ ß��»Þû .¢�ª üõ ÓþÂã� ���Èõ ¤�Î� Ã�÷ A ý�Â�
.Àª�� A ý�Â� ²� ü±þÂÖ� ü÷�Þû ×þ Ýû ø ´¨�¤ ü±þÂÖ� ü÷�Þû ×þ Ýû �î ´¨� ý¤�À÷�Âî
�ûÂ±�−C∗ ¥� ý¢¤��õ ß��»Þû ø  �÷�� ý�ûÂ±� ¥� �÷�Þ÷ À�� ¤�µ¡�¨ ü¨¤Â� �� ,�õ�¢� ¤¢

.Ýþ¥�¢Â� üõ
ø �µ¨��� ý�úµª�Ú÷ �Þû ý�Ìê .Àª�� üã®�õ ù¢ÂÈê é¤À¨�û ý�Ìê ×þ Ω À��î Âê
ñ�Þä� �� ù�ÂÞû �Ìê ßþ� âì�ø ¤¢ .¢�ª üõ ù¢�¢ ö�È÷ C(Ω) �� Ω ýø¤ ¤�ÀÖõ ÍÜµ¿õ ¤�À÷�Âî

´ÈðÂ� ø ¤�ø�ÎÖ÷ Âó�Ø¨� �Â® ø �Â® ,âÞ�

f ∗(x) = f(x) (x ∈ Ω, f ∈ C(Ω))

:¢�ª üõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� ö� ôÂ÷ �î ´¨� ¤�ÀØþ ø üþ�¹��� Â±�−C∗ ×þ

‖f‖∞ = sup
x∈Ω

| f(x) | .

�ä�Þ¹õ ,ε > 0 Âû ý�Â� ù�ðÂû ¢�ª üõ ÂÔ¬ ´þ�ú�� � ¤¢ f ∈ C(Ω) ´ª�Ú÷ Ý�þ�ð
C0(Ω) �� ´�¬�¡ ßþ� ý�¤�¢ ý�úµª�Ú÷ �Þû �ä�Þ¹õ ;Àª�� ù¢ÂÈê {x ∈ Ω : | f(x) |≥ ε}

´¨� ¼®�ø .´¨� C(Ω) ¥� �µÆ� Â±� Âþ¥−C∗ ×þ âì�ø ¤¢ �ä�Þ¹õ ßþ� ;¢�ª üõ ù¢�¢ ö�È÷
.C0(Ω) = C(Ω) ,´ó�� ßþ� ¤¢ ;Àª�� ù¢ÂÈê Ω Âð� ÍÖê ø Âð� ´¨� ¤�ÀØþ C0(Ω) �î

�Þû ý�Ìê .À �ª� � K ö�À � õ ýø¤ ý¤�À õÂ ÷ üÎ¡ ý�û�Ìê Y ø X À � � î Âê
¤¢ �î ¢�ª üõ ù¢�¢ ö�È÷ BL(X,Y ) �� Y ý�µ� X ¥� ( �µ¨��� �þ) ¤�À÷�Âî üÎ¡ ý�úµª�Ú÷

ôÂ÷ �� ¤�ÀõÂ÷ üÎ¡ ý�Ìê ×þ âì�ø

‖u‖ = sup{‖u(x)‖; x ∈ X , ‖x‖ ≤ 1},
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ý�Ìê ö�ðø¢ ø ù¢�¢ ö�È÷ X∗ �� �¤ BL(X,K) �f �Þãõ .Àª�� üõ ,u ∈ BL(X, Y ) Âû ý�Â�
üõ ö�È÷ X∗∗ �� �¤ (X∗)∗ ß��»Þû .Ý�þ�ð X∗ ö�ðø¢ Ç�� �¤ X ´ó�� ßþ� ¤¢ ;Ý�õ�÷ üõ X

ýø¤ x∗ ∈ X∗ Âû ¤�ÀÖõ .À÷�ª üõ ÓþÂã� ���Èõ ¤�Î� Ã�÷ X Â���� °��Âõ ý�ú÷�ðø¢ ;Ý�û¢
ö� Âþ�Ê� �� ù�ð X ¤�ÀõÂ÷ ý�Ìê ß��»Þû .¢�ª üõ ù¢�¢ ö�È÷ 〈x∗, x〉 �� °Üè� x ∈ X ×þ

�¤�¬ �� �î JX : X −→ X∗∗ üÎ¡ ý�³ó�Ï ´ª�Ú÷ ´½�

〈JX(x), x∗〉 = 〈x∗, x〉 (x ∈ X, x∗ ∈ X∗)

.À�þ�ð ü¨�Øã÷� �¤ X Àª�� �ª�� JX ´ª�Ú÷ ù�ðÂû .¢�ª üõ ù¢�¢ ö�È÷ ,¢�ª üõ ÓþÂã�
ý�Ìê ×þ ýø¤ "∗Ó�ã® ý¦�ó����' ß��»Þû ø "Ó�ã® ý¦�ó����' ¤�µ¡�¨ ,�õ�¢� ¤¢

.Ý�û¢ üõ ¤�Âì ü¨¤Â� ¢¤�õ ¤�Êµ¡� �� �¤ X ¤�ÀõÂ÷
:Ý��î üõ ÓþÂã� ,x∗ ∈ X∗ Âû ý�Â�

px∗(x) =| 〈x∗, x〉 | (x ∈ X);

ù¢�� ÷� ¡ Í ¨� � ùÀ ª Ó þÂ ã � ý¦� ó� �� � .´ ¨� X ýø¤ ôÂ ÷ � ± ª × þ â ì�ø ¤¢ � î
Ó�ã® ¤�Î� ,X ¤¢ {xα} ¤�� .¢�ª üõ ùÀ�õ�÷ X ýø¤ Ó�ã® ý¦�ó���� ,{px∗ ; x∗ ∈ X∗}

. 〈x∗, xα〉 −→ 〈x∗, x〉 , x∗ ∈ X∗ Âû ý�Â� ù�ðÂû ´¨� x ∈ X �� �ÂÚÞû
�¤�¬ �� ùÀª ÓþÂã� ,(x ∈ X) px ôÂê �� ý�úõÂ÷ �±ª �Þû ù¢��÷�¡ ß��»Þû

px(x
∗) =| 〈x∗, x〉 | (x∗ ∈ X∗),

¤¢ {x∗α} ¤�� .¢�ª üõ ùÀ�õ�÷ ∗Ó�ã® ý¦�ó���� �î À�î üõ ÓþÂã� X∗ ýø¤ ý¦�ó����
. 〈x∗α, x〉 −→ 〈x∗, x〉 , x ∈ X Âû ý�Â� ù�ðÂû ´¨� x∗ ∈ X∗ �� �ÂÚÞû ∗Ó�ã® ý¦�ó����
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�ó�±÷¢ Âû ù�ðÂû ¢�ª üõ �µÔð Ûõ�î Ó�ã® ý��ó�±÷¢ ¤�Î� ,X  �÷�� ý�Ìê 1.1 ÓþÂã�
¤¢ ý��ó�±÷¢ {xn} Âð� ,ÂÚþ¢ �¤�±ä �� ;Àª�� �ÂÚÞû Ó�ã® ¤�Î� X Ó�ã® ý¦�ó���� ¤¢ üÈî
¢��ø x ∈ X ù�Ú÷� ,Àª�� üÈî �ó�±÷¢ ×þ {〈x∗, xn〉} ,x∗ ∈ X∗ Âû ý�Â� �Øþ¤�Î� Àª�� X

.w − limn(xn) = x �î Àª�� �µª�¢

�¤�¬ �� �î �¤ u∗ : Y ∗ −→ X∗ ´ª�Ú÷ .ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ u ∈ BL(X,Y )

〈u∗(y∗), x〉 = 〈y∗, u(x)〉 (x ∈ X, y∗ ∈ Y ∗)

�� ´±Æ÷ ø ´¨� ¤�À÷�Âî üÎ¡ ´ª�Ú÷ ×þ âì�ø ¤¢ u∗ .Ý�õ�÷ üõ u ë�½ó� ,¢�ª üõ ÓþÂã�
.Àª�� üõ �µ¨��� Y ∗ ø X∗ ∗Ó�ã® ý�úþ¦�ó����

ñ�Ú� X∗∗ ¤¢ ,∗Ó�ã® ý¦�ó���� �� X ¤�ÀõÂ÷ ý�Ìê ]10[( 1ßþ�µªÀÜð ) 2.1 ��Ìì
.´¨�

���¤ ö� �î ,BL(H, H) ý�Ìê �¤�Ê�þ� ¤¢ .Àª�� �Â±Ü�û ý�Ìê ×þ H À��î Âê
üõ ¤�ø �ÎÖ÷ Âó�Ø¨� �Â® ø âÞ� ñ�Þä��� Â±�−C∗ ×þ ,Ý�û¢ üõ ö�È÷ B(H) �� ¤�Êµ¡�

.´¨� â���� °�îÂ� ÛÞä ö�Þû ,(u, v) −→ u ◦ v ,ö� �Â® ÛÞä �î Àª��

X ¤¢ �µÆ� À��ø ý�ð S ø À�ª� � ý¤�ÀõÂ ÷ ý�û�Ìê Y ø X À��î Âê 3.1 ÓþÂã�
.ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ u ∈ BL(X, Y ) ;Àª��

;Àª�� ù¢ÂÈê Y ¤¢ u(S) ù�ðÂû À�þ�ð ù¢ÂÈê �¤ u ÂÚÜÞä (�)
.Àª�� ù¢ÂÈê Y Ó�ã® ý¦�ó���� ¤¢ u(S) ù�ðÂû À�þ�ð Ó�ã® ù¢ÂÈê �¤ u (�)

Goldstine1
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ß��»Þû ;¢�ª üõ ù¢�¢ ö�È÷ K(X,Y )�� Y ý�� �� X ¥� ù¢ÂÈê ý�ûÂÚÜÞä �Þû �ä�Þ¹õ
.À�û¢ üõ ö�È÷ K(X) �� �f �Þãõ �¤ K(X, X)

B(H) ¥� �µÆ� ñ�ùÀþ� ×þ K(H) �¤�Ê�þ� ¤¢ Àª�� �Â±Ü�û ý�Ìê ×þ H Âð� 4.1 ñ�·õ
.Àª�� üõ Â±�−C∗ ×þ ßþ�Â���� ø ´¨�

¤¢ ,u ∈ BL(X, Y ) Âð� .À�ª� �  � ÷� � ý�Ìê ø¢ Y ø X À��î Âê ]10[ 5.1 ��Ìì
:À�ó¢�ãõ Ýû�� Âþ¥ Íþ�Âª �¤�Ê�þ�

;´¨� Ó�ã® ù¢ÂÈê u (�)
;´¨� Ó�ã® ù¢ÂÈê u∗ (�)

.u∗∗(X∗∗) ⊆ Y (�)

¤�û ù¥�À÷� ø üØþ¦�ó���� ý�úûøÂð 2-1
ý�úÜÞä ù�ðÂû À�þ�ð üØþ¦�ó���� ùøÂð �¤ ý¦�ó���� ×þ �� Ãú¹õ G ùøÂð ×þ

(x, y) 7−→ xy : G×G −→ G ø x 7−→ x−1 : G −→ G

.À�ª�� �µ¨���
× þ �¤ G ù¢ÂÈ ê �f ã®� õ üØ þ¦� ó� �� � ùøÂ ð ×þ ýø¤ λ Â Ô¬Â � è öø¢�¤ ù¥�À ÷� × þ
λ(xE) = λ(E) ,E üó¤�� �ä�Þ¹õ ø x ∈ G Âû ý�Â� Âð� À�þ�ð (´¨�¤) ²� ¤�û ù¥�À÷�

.(λ(Ex) = λ(E))
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G üã®�õ ù¢ÂÈê üØþ¦�ó���� ùøÂð ýø¤ ²� ¤�û ù¥�À÷� ø¢ µ ø λ Âð� ]18[ 6.1 ��Ìì
.µ = cλ �Øþ¤�Î� ¢¤�¢ ¢��ø ýc > 0 ¢Àä ù�Ú÷� ,À�ª��

�î λx ù¥�À÷� ,x ∈ G Âû ý�Â� �¤�¬ ßþ� ¤¢ ,Àª�� G ýø¤ ²� ¤�û ù¥�À÷� ×þ λ Âð�
¤�û ù¥�À÷� ×þ Ã�÷ ¢�ª üõ ÓþÂã� λx(E) = λ(Ex) �Î��® �� E üó¤�� �ä�Þ¹õ Âû ý�Â�
�Øþ¤�Î� ¢¤�¢ ¢��ø 4(x) À�÷�õ üµ±·õ ¢Àä ,6.1 ��Ìì ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ßþ�Â���� .´¨� ²�
�¤ 4 : G −→ (0,∞) â�� � ö�� � üõ ,��Ìì ßþ� ýÂ�ð ¤�î � � � � ß��»Þû .λx = 4(x)λ

.À�õ�÷ üõ G üóøÀõ â��� �¤ 4 ;¢Âî ÓþÂã� λ ��¿µ÷� ¥� ÛÖµÆõ
ßþ� ¤¢ ;4 ≡ 1 ù�ðÂû Àª�� üõÃ�÷ ´¨�¤ ¤�û ù¥�À÷� ×þ ,G ýø¤ ²� ¤�û ù¥�À÷� ×þ

.´¨� üóøÀÞØ� ,üþ�¹��� ùøÂð Âû �î ´¨� üúþÀ� .À�þ�ð üóøÀÞØ� �¤ G ´ó��
.´¨� üóøÀÞØ� ,ù¢ÂÈê üØþ¦�ó���� ùøÂð Âû ]18[ 7.1 ��Ìì

L1(G) üûøÂð Â±� 3-1
Lp(X,µ) ý�Ìê , 1 ≤ p < ∞ Âû ý�Â� .Àª�� ÂþÁ�ù¥�À÷� ý�Ìê ×þ (X,M, µ) À��î Âê

:¢�ª üõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ ��
Lp(X, µ) = {f : X −→ C; ‖f‖p < ∞ ø ´¨� ÂþÁ� ù¥�À÷� f}

ö� ¤¢ �î
‖f‖p = [

∫

X
| f |p dµ]

1
p .

,µ(F ) < ∞ ¯Âª �� F ∈M Âû ý�Â� ù�ðÂû ¢�ª üõ �µÔð ��� �fã®�õ E ∈M �ä�Þ¹õ
.µ(E ∩ F ) = 0
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:Ý��î üõ ÓþÂã� X ýø¤ f ÂþÁ� ù¥�À÷� â��� ý�Â�

‖f‖∞ = inf{α ≥ 0; ´¨� ��� �fã®�õ {x : | f(x) |> α} �ä�Þ¹õ }

:Ý�û¢ üõ ö�È÷ Âþ¥ �¤�¬ �� ø Ý�õ�÷ üõ | f | ü¨�¨� ô�ÞþÂ��¨ �¤ ö� ø

‖f‖∞ = ess sup
x∈X

| f(x) | .

:¢�ª üõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� L∞(X, µ) ö��î�

L∞(X,µ) = {f : X −→ C; ‖f‖∞ < ∞ ø ´¨� ÂþÁ� ù¥�À÷� f}.

�ä�Þ¹õ ù�ðÂû À ÷�ª üõ Âê ö�ÆØþ Lp(X,µ) ¥� g ø f �Ìä ø¢ ,1 ≤ p ≤ ∞ ý�Â �
 �÷�� ý�Ìê ×þ (Lp(X,µ), ‖ · ‖p) �¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� ��� �fã®�õ {x; f(x) 6= g(x)}

.Àª Àû��¡
Âû ý�Â� .Àª�� λ ¤�û ù¥�À÷� �� ù�ÂÞû üã®�õ ù¢ÂÈê üØþ¦�ó���� ùøÂð ×þ G À��î Âê
Âþ¥ �¤�¬ �� ,¢�ª üõ ù¢�¢ ö�È÷ f ? g �� �î g ø f Ç»�� ,G ýø¤ g ø f ÂþÁ� ù¥�À÷� â��� ø¢

:¢�ª üõ ÓþÂã�

f ? g(x) =
∫

G
f(y)g(y−1x)dλ(y) (x ∈ G).

ßþ� .Àª�� üõ  �÷�� Â±� ×þ (L1(G), ?) ø ´¨� ÂþÁ� ù¥�À÷� â��� ×þ f ? g �¤�¬ ßþ� ¤¢
.Àª�� �µÆÆð G Âð� ÍÖê ø Âð� ´¨� ¤�ÀØþ , �÷�� Â±�

�� 1 ≤ p ≤ ∞ ý�Â� �f �Þãõ ,Àª�� üª¤�Þª ù¥�À÷� λ ø �µÆÆð ùøÂð ×þ G �Ø�µó�� ¤¢
.ÝþÂ� üõ ¤�î �� �¤ `p(G) ¢�Þ÷ Lp(G) ý��

:¢�ª üõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� f ´ÈðÂ� f ∈ L1(G) Âû ý�Â�

f ∗(x) =
f(x−1)
4(x)

(x ∈ G);
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.¢�ª üõ  �÷�� Â±�−∗×þ L1(G) °��Â� ßþ� �� .´¨� G üóøÀõ â��� 4 ö� ¤¢ �î

.´¨� ¤�À÷�Âî ü±þÂÖ� ü÷�Þû ý�¤�¢ L1(G)  �÷�� Â±� ]29[ 8.1 ��Ìì

´ª�Ú÷ �¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� üã®�õ ù¢ÂÈê ùøÂð ×þ G À��î Âê ]22[ 9.1 ��Ìì
ö� ¤¢ �î ´¨�³ó�Ï üµ¿þÂØþ ×þ L1(G)∗ �� L∞(G) ¥� g −→ φg

φg(f) =
∫

G
fgdλ (f ∈ L1(G)).

M (G) ù¥�À÷� Â±� 4-1
ý�û ù¥�À÷� �Þû Ûõ�ª  �÷�� ý�Ìê .Àª�� üã®�õ ù¢ÂÈê é¤À¨�û ý�Ìê Ω À��î Âê
,α, β ∈ C Âû ý�Â � .¢�ª üõ ù¢�¢ ö�È ÷ M(Ω) � � ,Ω ýø¤ ¤�À ÷�Â î ÝÑ�õ üó¤� � ÍÜ µ¿õ
�¤�¬ �� �Ìê ßþ� Âó�Ø¨� �Â® ø âÞ� ¤���Â�� ,Ω ¥� E üó¤�� �ä�Þ¹õ Âþ¥ ø µ, ν ∈ M(Ω)

(αµ + βν)(E) = αµ(E) + βν(E)

�¤�¬ �� ö� ôÂ÷ ¤���Â�� ø

‖µ‖ =| µ | (Ω) (µ ∈ M(Ω))

ö� ¤¢ �î À÷�ª üõ ÓþÂã�

| µ | (E) = sup{
∞∑

i=1

| µ(Ei) |; ´¨� üó¤�� ý�û �ä�Þ¹õ Ûõ�ª E ¥� ý¥�Âê� {Ei}i∈N}
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.´¨� Ω ¥� E ÂþÁ� ù¥�À÷� �ä�Þ¹õ Âþ¥ ýø¤ µ Ûî Â��ç�
.´¨� Ω ýø¤ üû��µõ ´±·õ ù¥�À÷� ×þ | µ | ø | µ | (E) < ∞ �î ´¨� Âî£ �� ô¥�

ù¢ÂÈê é¤À¨�û ý�Ìê ×þ Ω À��î Âê ]18[( 2Åþ¤ Çþ�Þ÷ ��Ìì ) 10.1 ��Ìì
�¤�¬ ßþ� ¤¢ .Iµ(f) =

∫
Ω fdµ À�û¢ ¤�Âì f ∈ C0(Ω) ø µ ∈ M(Ω) ý�Â� ø Àª�� üã®�õ

.Àª�� üõ C0(Ω)∗ �� M(Ω) ¥� �³ó�Ï üµ¿þÂØþ ×þ µ −→ Iµ ´ª�Ú÷

Âû ý�Â� .Àª�� é¤À¨�û ø üã®�õ ù¢ÂÈê üØþ¦�ó���� ùøÂð ×þ G À��î Âê ö��î�
ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� M(G) ýø¤ ν ø µ Ç»�� f ∈ C0(G) ø µ, ν ∈ M(G) = C0(G)∗

:¢�ª üõ
µ ? ν(f) =

∫

G
fdµ ? ν =

∫

G

∫

G
f(xy)dµ(x)dν(y).

� Î �� ® � � µ ´ÈðÂ � ,µ ∈ M(G) ø G ¥� E ü ó¤� � � ä� Þ¹ õ Â þ¥ Â û ý�Â � ß � � » Þ û
;Àª�� üõ ¤�ÀØþ  �÷�� Â±�−∗×þ (M(G), ?) âì�ø ¤¢ .¢�ª üõ ÓþÂã� µ∗(E) = µ(E−1)

. ´¨� M(G) ü÷�Þû ,e í�Âþ¢ ù¥�À÷� , δe �¤�¬ ßþ� ¤¢ Àª�� G ùøÂð ü÷�Þû eÂð�

ÂþÁ�Â�� ùb¢¤ ý�ûÂÚÜÞä Â±� 5-1
¥� E �Øþ Àõ�ãµõ �þ�� ø u ∈ B(H) Âû ý�Â� .Àª�� �Â±Ü�û ý�Ìê ×þ (H, < · >) À��î Âê

:¢�ª üõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� u Â�� ùb¢¤ ôÂ÷ ,H

‖u‖1 =
∑

x∈E

<| u | x, x >;

Riesz representation theorem2


