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سپاسͽذاری

مشیت و کامله قدرت به فکرت بی�سابقه و بی�مثال را آفرینش عالم که را خدای ستایش

بیافرید. بالغه

انگیزه�یوجودشان به و هستند لحظه�ها تمام در مشوق�ام حامͬو که گرانقدرم خانواده از مفتخرم

باشم. داشته را قدردانͬ و سپاس منتهای مͬ�نماید آسان سختͬ�ها که است،

مشاورم استاد علͬدلاورخلفͬ جنابآقایدکتر و راهنما استاد فاتحͬ�نیا جنابآقایدکتر به

مͬ�دارم. تقدیم را سپاسخویش مراتب

عهده بر را پایان�نامه داوری که تهرانͬ مظاهری حمید دکتر آقای جناب فرهیخته استاد از

. سپاسͽزارم داشتند

تشͺر خورشیدی حسین دکتر آقای جناب از صادقانه و کنم استفاده فرصت این از مایلم

عنوان به من ذهن در آن�چه از فراتر و زیباتر شخصیتͬ که دارم باور قویا که جهت این از نمایم،

کمال موجب پایان�نامه داوری جهت به ایشان از قدردانͬ هستند، دارا بسته نقش دانشجو ͷی

است. امتنان

نی�ͷنام سپیده

١٣٩٢ مهر
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چͺیده

سیستم�های و خاصیتسایه�زنͬ به توجه با را پایداریساختاری در اخیر نتایج پایان�نامه، این در

مͬ�دهیم. ارائه آناسوف ͬͺدینامی

در مͬ�کنیم. بازبینͬ را گرفته�اند قرار استفاده مورد پایان�نامه در که مفاهیمͬ از برخͬ ابتدا

پایداری ،ͬͺتوپولوژی هم�ارزی به سوم فصل مͬ�شود. معرفͬ خطͬ ͬͺدینامی سیستم�های دوم فصل

آناسوف ͬͺدینامی سیستم�های آن از بعد است. یافته اختصاص پایداری اول اصل و ساختاری

ͷی که مͬ�دهیم نشان نهایت، در .(۴ (فصل مͬ�گردد مطرح دیفئومورفیسم�ها و شارها برای

اگر فقط و اگر دارد قرار سایه�زنͬ خاصیت با برداری میدان�های مجموعه درون در برداری میدان

کند. صدق قوی متقاطع شرط و پایداری اول اصل خاصیت هردو در

کلیدی: واژه�های

شرط گسترشͬ، شار آناسوف، شار پایدار، ساختاری سایه�زنͬ، خاصیت پایداری، اول اصل

قوی. متقاطع
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پیشͽفتار

اساسͬ و وسیع کارهای از ،ͬͺدینامی سیستم�های به مربوط مفاهیم پیدایش کلͬ طور به

(دیفئومورفیسم�ها پایداریساختاریسیستم�ها شد. شروع آسمانͬ مͺانیͷاجرام درباره پوانکاره١

دانشمندانͬ جمله از است، بوده اخیر سال ۴٠ در ͬͺدینامی سیستم�های موضوعاتمهم از شارها) و

است. آمریͺایی اسمیل٢ استفان نمود معرفͬ زمینه این در مͬ�توان که

دیفئومورفیسم�ها مجموعه C١-درون که است کرده ثابت [٢۵] مرجع در ساکایی٣ کازوهیرو

مͬ�شود. ͬͺی پایدار ساختاری دیفئومورفیسم�های مجموعه با سایه�زنͬ، خاصیت با

طور به که برداری میدان�های مجموعه C١-درون که کردند اثبات همͺاران و موریس۴

مͬ�شود. مشخص پایدار ساختاری برداری میدان�های عنوان به هستند، C١-پایدار ͬͺتوپولوژی

نمایید. ملاحظه را [٢۴ ،١۶ ،١۵] مراجع راستا این در

پایدار ساختاری بعدی، هر با دیفئومورفیسم�ها که کرد اثبات روسͬ، دانشمند آناسوف۵،

آناسوف(دیفئومورفیسم�هایی دیفئومورفیسم فقطرویچنبره دو، بعد با منیفلد�های بین از و هستند

دارد. وجود شد) ثبت روسͬ دانشمند این نام به ١٩۶٧ سال در که

شد، مطرح شارها سایه�زنͬ خاصیت دادن نشان برای گوناگونͬ راه�حل�های قبل مدت�ها از

پیلیوجین۶، توسط دارد سایه�زنͬ خاصیت شارها ساختاری پایداری این�که اثبات نهایت در اما

رسید. ثبت به ١٩٩٧ سال در روسͬ، دانشمند

از برخͬ است. شده تشریح بعد فصل�های برای مقدماتͬ مطالب و تعاریف اول فصل در

.[٣٢ ،٣١ ،٣٠] از: هستند عبارت استفاده مورد مراجع

معادلات دستگاه مورد در و است یافته اختصاص خطͬ ͬͺدینامی سیستم�های به دوم فصل
١Poincare
٢Stephan Smale
٣Kazuhiro Sakai
۴Moriyasu
۵Anosov
۶Pilyugin



[١٩ ،١٠] مرجع دو این�جا در است. شده گفته تفصیلسخن به سیستم�ها این به مربوط دیفرانسیل

گرفته�اند. قرار استفاده مورد بیشتر

دهیم. توضیح مثال ذکر با گویا صورتͬ به را ساختاری پایداری کرده�ایم تلاش سوم فصل در

است. شده تدوین [٢٨ ،٢٠ ،١٩ ،١٧ ،۴] مانند مراجعͬ بͺارگیری با فصل این مطالب

مانند مراجعͬ از برگرفته و دارد بر در را آناسوف شار مرکزیت با آناسوف سیستم چهارم، فصل

است. [۵ ،٢ ،١]

برداری میدان�های همه مجموعه و مͬ�شود آغاز آناسوف تعریفخاصیتسایه�زنͬ با آخر فصل

به تا مطالب تفصیل و توضیح از هدف مͬ�دهیم. نشان S(M) با را دارند زنͬ سایه خاصیت که

است: زیر قضیه اثبات و بیان این�جا

C١-درون در X باشد، نداشته تکینͬ نقطه هیچ X برداری میدان کنید فرض اصلͬ: قضیه

صدق قوی متقاطع شرط و پایداری اول اصل خاصیت دو هر در اگر تنها و اگر است، S(M)

کند.

است: آن�ها مهم�ترین از ͬͺی زیر نتیجه که است زیادی نتایج دارای قضیه این

هستند: معادل زیر شرایط برداری میدان برای نتیجه:

است. گسترشͬ و S(M) درون X الف.

است. آناسوف X ب.

آوردن با و است قضیه این اثبات و بیان راستای در لازم لم�های و تعاریف حاوی فصل این

.[٢٣ ،١۶ ،١۴ ،٧ ،٣ ،١] از: عبارتهستند استفاده مورد مراجع از برخͬ مͬ�شود. کامل آن برهان



١ فصل

اولیه تعاریف



نیاز مورد بعد فصل�های راستای در که پرداخته�ایم مفاهیمͬ و مطالب بیان به فصل، این در

مرتبط که تعاریفͬ برای است. شده بیان یͺتایی و وجود اساسͬ قضیه و ضمنͬ تابع قضیه هستند.

ریمان منیفلد مرزدار، منیفلد مماس، فضای زیرمنیفلد، تعریفکارت، ازجمله: هستند منیفلدها با

تعریف را لوله�ای ͬͽهمسای و جهشͬ تابع است. شده استفاده [٣٢] و [٣١] مراجع از و...

ذکر با ویژه بردار و ویژه مقدار مورد در است. شده استفاده آن�ها از ۵ فصل در که کرده�ایم

سیستم�های این�که و است شده مطرح ͬͺدینامی سیستم ریاضͬ تعریف نموده�ایم. صحبت مثال

پیوسته ͬͺدینامی سیستم و گسسته ͬͺدینامی سیستم اصلͬ دسته دو به زمان حسب بر ͬͺدینامی

مͬ�شوند. تقسیم

هموار منیفلد و Rn روی حسابان ١.١

تعریف Rm از U باز زیرمجموعه�ی روی که است تابع ͷی f : U ⊂ Rm −→ Rk کنیم فرض

است. شده

X = (x١, x٢, ..., xm) ∈ هر ازای به که دارند وجود R به U از f١, ..., fk مقدار حقیقͬ توابع

U

f(x) = (f١(x), ..., fk(x)),

g : U −→ و T : Rm −→ Rk خطͬ تبدیل اگر گوییم، پذیر مشتق P ∈ U نقطه در را f تابع

داشته P + v ∈ U و است ͷکوچ کافͬ قدر به ∥v∥ که v نقطه ازای به که باشند داشته وجود Rk

و f(P + v) = f(P ) + T (v) + g(v) باشیم،

lim
v→٠

g(v)

∥v∥
= ٠.

آن�گاه باشد پذیر مشتق P نقطه در f تابع که صورتͬ در و

df(P ) =


∂f١
∂x١

∂f١
∂x٢ ... ∂f١

∂xm... ... ... ...
∂fk
∂x١

∂fk
∂x٢ ... ∂fk

∂xm

 .
است. df(P ) همان ،f تابع مشتق�پذیری تعریف در T ماتریس

٢



f(x, y, z) = (x + y , xy + که است تابع ͷی f : R٣ −→ R٣ کنیم فرض .١.١.١ مثال

این�صورت: در z , yz + x)

df(٠) =
 ١ ١ ٠

٠ ٠ ١
١ ٠ ٠

 .
است. مشتق�پذیر گوییم آن�گاه باشد مشتق�پذیر دامنه از نقطه هر در f تابع اگر

است. Cr(U) رده�ی از هموار تابع ͷی f گوییم آن�گاه باشد rام مرتبه مشتق دارای f تابع اگر

به ͷی f : U −→ V اگر باشند، Rm در باز مجموعه�هایی V و U کنید فرض .٢.١.١ تعریف

Cr(U) رده�ی از یͷهمئومورفیسم f گوییم آن�گاه باشد، Cr(U) رده�ی از مشتق�پذیر و پوشا ،ͷی

که باشد داشته وجود Cr(U) رده�ی از g : V −→ U مشتق�پذیر تابع اگر است. V به U از

است. Cr(U) رده�ی از دیفئومورفیسم ͷی f گوییم آن�گاه باشد همانͬ gof : U −→ U

باز مجموعه�هایی V ⊂ Rn و U ⊂ Rm کنیم فرض :( زنجیره�ای (قاعده [٣٣] .٣.١.١ گزاره

در g : V −→ Rk و f(U) ⊂ V و باشد مشتق�پذیر p ∈ U در f : U −→ Rn اگر باشند.

و است مشتق�پذیر p در gof : U −→ Rk تابع آن�گاه باشد مشتق�پذیر q = f(p)

d(gof)(p) = dg(f(p)) o df(p).

است. Cr رده�ی از gof آن�گاه باشند Cr رده�ی از دو هر g و f اگر .۴.١.١ نتیجه

خم١ ͷی α : (−١, ١) −→ U و باشد مشتق�پذیر p ∈ U در f : U −→ Rk اگر .۵.١.١ نتیجه

در که است خم ͷی foα : (−١, ١) −→ Rk آن�گاه ،( d
dt
)α(٠) = V و α(٠) = p که باشد

و است مشتق�پذیر صفر

(
d

dt
)(foα)(٠) = df(p)V.

تابع و است باز مجموعه ͷی U ⊂ Rm × Rn کنید فرض ضمنͬ): (تابع [٣٣] .۶.١.١ قضیه

،C = f(Z٠) و Z٠ = (x٠, y٠) ∈ U دهید قرار است. (r ≥ ١)Cr رده�ی از f : U −→ Rn

d٢f(Z٠) : ،Z٠ نقطه در دوم مولفه به نسبت جزئͬ مشتق همچنین .y٠ ∈ Rn و x٠ ∈ Rm که
١curve

٣



باز مجموعه و x٠ شامل V ⊂ Rm باز مجموعه صورت این در باشد. وارون�پذیر Rn −→ Rn

داریم ،x ∈ V هر ازای به که دارند وجود g : V −→ Rn مشتق�پذیر تابع و Z٠ شامل W ⊂ U

.f(x, g(x)) = C و (x, g(x)) ∈ W

مͬ�کنیم. یادآوری را دیفرانسیل معادلات در مهم نتایج برخͬ حال

میدان ͷی X : U −→ Rm شͺل به تابع هر است. باز مجموعه ͷی U ⊂ Rm کنیم فرض

مͬ�شود. نامیده U روی بر برداری

انتگرال٢ خم است. (r ≥ ١)Cr رده�ی از برداری میدان ͷی X و ε > ٠ ،p ∈ U کنیم فرض

α(٠) = p که است α : (−ε, ε) −→ U مانند مشتق�پذیر نگاشتͬ ،p از گذرنده ،X برداری میدان
dx

dt
= X(t) دیفرانسیل معادله جواب αنگاشت .α′(t) = X(α(t)) ،t ∈ (−ε, ε) هر ازای به و

مͬ�شود. نامیده نیز x(٠) = p اولیه شرایط با

میدان (r ≥ ١)Cr ͷی X کنید فرض یͺتایی): و وجود اساسͬ (قضیه [١٧] .٧.١.١ قضیه

α : I −→ مانند انتگرال خم ͷی .p ∈ U دهید قرار و است U ⊂ Rm باز مجموعه روی برداری

β : J −→ U اگر همچنین .α(٠) = p و است صفر شامل باز بازه ͷی I که دارد وجود U

شار ͷی .α(t) = β(t) ،t ∈ I ∩ J هر ازای به آن�گاه ،β(٠) = p که باشد دیͽری انتگرال خم

است ϕ : (−ε, ε)× Vp −→ U مانند نگاشت ͷی ،p ∈ U نقطه در X برداری میدان از موضعͬ

ϕq : (−ε, ε) −→ U تابع ،q ∈ Vp هر ازای به که است p شامل باز ͬͽهمسای ͷی Vp ⊂ U که

است. q از گذرنده انتگرال خم ͷی ϕq(t) = ϕ(t, q) ضابطه با

:(t, q) ∈ (−ε, ε)× Vp هر برای و ϕ(٠, q) = q ،q ∈ Vp هر ازای به دیͽر عبارت به

(
∂

∂t
)ϕ(t, q) = X(ϕ(t, q)).

p ∈ U هر ازای به است. (r ≥ ١)Cr رده�ی از برداری میدان ͷی X کنید فرض .٨.١.١ قضیه

است. موجود ϕ : (−ε, ε)× Vp −→ U مانند موضعͬ شار ͷی

به هرگاه mاست، بعد از هموار منیفلد ͷیM ⊂ Rk مجموعه هموار٣: منیفلد تعریف٩.١.١.

ρ : U٠ −→ مانند همئومورفیسم ͷی و p شامل U ⊂M باز ͬͽهمسای ͷی p مانند نقطه هر ازای
٢integral curve
٣smooth manifold
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ρ−١ : U −→ U٠ و است Rm در مبدا شامل باز ͬͽهمسایͷی U٠ که گونه�ای به هستند موجود U

:U ∈ U٠ هر برای که است همئومورفیسم ͷی

dρ−١(U) : Rm −→ Rk

است. ͷی به ͷی

است. بعدی ͷی هموار منیفلد ͷی f(x) = ex تابع نمودار .١٠.١.١ مثال

منیفلد ͷی Uc = {x٢ + y٢ + z٢ = c٢ | (x, y, z) ∈ R٣} شͺل به مجموعه هر .١١.١.١ مثال

است. بعدی دو هموار

است. بعدی دو هموار منیفلد ͷی هموار بعدی دو رویه هر کلͬ طور به

ارائه مͬ�دهد. نسبت بردار ͷی p ∈ M نقطه هر Mبه هموار منیفلد روی برداری میدان ͷی

است. منیفلد آن روی شار ارائه معادل منیفلد ͷی روی برداری میدان

Cr رده�ی از هموار برداری میدان ͷی X و فشرده منیفلد ͷی M کنیم فرض .١٢.١.١ قضیه

تابع ͷی دیͽر عبارت به دارد. وجود M روی X برای سراسری شار ͷی است. M روی

،p ∈M هر ازای به که است موجود Cr رده�ی از ϕ : R×M −→M

(
∂

∂t
)ϕ(t, p) = X(ϕ(t, p)),

و

ϕ(٠, p) = p.

M فشرده و هموار منیفلد روی Cr رده�ی از برداری میدان ͷی X کنید فرض .١٣.١.١ نتیجه

هر برای است. M روی X از حاصل سراسری شار ϕ : R ×M −→ M کنید فرض است.

است. Cr رده�ی از دیفئومورفیسم تابع ͷی ft(p) = ϕ(t, p) که ،ft : M −→ M تابع t ∈ R

داریم: t, s ∈ R هر ازای به و است همانͬ f٠ تابع این بر علاوه

ft+s = ftofs.

۵


