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قدردانͬ

ریاضͬ و آراست عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

که بͽیرد فاصله فانͬ دنیای این از کمͬ آدمͬ عقل شاید تا آفرید را

عاਖॿیدیࢂ঻ඟبایدساࣾتوزৗوآدਗی آدਗیభعاॿم਩༙یਖ৶ی�آیدଘد॥ت
دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه ، حیدری محمدتقͬ

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این

تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که ایلون�کشͺولͬ علͬ دکتر آقای جناب از

دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در و فرمودند

دارم. را امتنان کمال

از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

را. مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا،

کریمͬ بهنام

شهریور ١٣٩٢



چͺیده

کروفورد و A عددی شعاع همچنین و A عددی برد صورت این در ،A ∈ B(H)کنید فرض

مͬ�شوند. تعریف زیر صورت به ترتیب به A عددی

W (A) = {⟨Av, v⟩ : v ∈ H, ∥v∥ = ۱}

w(A) = sup{|λ| : λ ∈ W (A)}

c(A) = inf{|λ| : λ ∈ W (A)}

مͬ�باشند. H هیلبرت فضای روی نرم و داخلͬ حاصلضرب ترتیب به ∥.∥ و ⟨., .⟩ آن در که

.w(Ak) ≤ w(A)k که دادند نشان جانسون و هورن

داریم را زیر رابطه صورت این در باشد. نرمال A ∈ B(H) که کنید فرض

convσ(Ak) = W (Ak) ⊆ convW (A)
k

کراندار خطͬ عملͽر هر برای W (Ak) ⊆ W (A)k شمول آیا است، این اساسͬ سؤال اما؛

است. منفͬ جواب که داد نشان مͬ�توان مثالͬ ارائه با است؟ برقرار A دلخواه

شود. برقرار W (Ak) ⊆ W (A)k شمول که مͬ�کنیم ایجاد شرایطͬ ادامه در

مͬ�باشد. µ = ei
۲π
k که Â = A⊕ µA⊕ µ۲A⊕ ....⊕ µk−۲A⊕ µk−۱A کنید فرض

داریم را زیر روابط همچنین ،W (Â) = W (A) ویژه به W (Âk) = W (Ak) صورت این در

W (Â)k = {conv[
∪k

j=۱ µ
jW (A)]}k

W (Ak) = W ((Â)k) ⊆ W (Â)k = W (A)k.
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١ فصل

مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف

هیلبرت فضای روی خواصعملͽرها ١�١

مͬ�باشد. حقیقͬ اعداد میدان یا مختلط اعداد میدان ،F از منظور پایان�نامه این در قرارداد:

از: است متشͺل خطͬ) برداری١(فضای فضای ͷی .١�١�١ تعریف

اسͺالرها؛ از F هیأت٢ ͷی -١

بردارها؛ نام به اشیایͬ از V مجموعه ͷی -٢

بردار V از y و x بردارهای از جفت هر به که برداری جمع نام به عمل) (یا قاعده ͷی -٣

که شرایط این با سازد وابسته مͬ�شود، نامیده y و x مجموع که را V از x+ y

+x؛ y = y + x یعنͬ است، جابه�جایͬ جمع الف:

+x)؛ y) + z = x+ (y + z) یعنͬ است، شرکت�پذیر جمع ب:

در x هر ازای به که طوری به است موجود V در صفر بردار نام به ◦ یͺتای بردار پ:

Vector space١

Field٢



٢ مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف .١

+x؛ ◦ = ◦ ،V

که طوری به است موجود V در −x یͺتای بردار ،V در x بردار هر ازای به ت:

.x+ (−x) = ◦

V از x بردار هر و F از c اسͺالر هر به که اسͺالری ضرب نام به عمل) (یا قاعده ͷی -۴

که شرایط این با سازد وابسته مͬ�شود نامیده x و c حاصلضرب که را V در cx بردار

۱x؛ = x V در x هر ازای به الف:

x(c۱c۲)؛ = c۱(c۲x) ب:

+c(x؛ y) = cx+ cy پ:

.(c۱ + c۲)x = c۱x+ c۲x ت:

ͷی را مختلط) اعداد میدان روی برداری (فضای H مختلط برداری فضای .٢�١�تعریف١

y و x بردارهای از مرتب جفت هر به اگر نامیم ( یͺه�ای فضای (یا داخل٣ͬ ضرب فضای

که باشد شده مربوط چنان « داخلͬ «حاصلضرب نام به ⟨x, y⟩ مانند مختلط عدد ͷی H در

باشند: برقرار زیر قواعد

,x⟩؛ y⟩ = ⟨y, x⟩ آ)

+x⟩؛ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ب)

,αx⟩؛ y⟩ = α⟨x, y⟩ پ)

,x⟩؛ x⟩ ≥ ۰ یا باشد) نامنفͬ حقیقͬ عدد ⟨x, x⟩) ت)

Inner product space٣



٣ مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف .١

.x = ۰ اگر فقط و اگر ⟨x, x⟩ = ۰ ث)

مͬ�باشد. مختلط مزدوج نشانͽر بار علامت و α ∈ C ، x, y, z ∈ H که

مͬ�باشد. داخلͬ ضرب فضای ͷی H از منظور (١-٢-٧) تعریف تا همچنین

مͬ�کنیم: بیان را اصول این از فوری نتیجه چند حال

قاعده .⟨۰, y⟩ = ۰ ،y ∈ H هر به�ازای که مͬ�کند ایجاب (پ) قاعده .٣�١�١ نتیجه

را پخشپذیری دوم قانون (ب) و (آ) .⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩ که مͬ�دهند نشان (پ) و (آ)

مͬ�کنند: ایجاب

⟨z, x+ y⟩ = ⟨z, x⟩+ ⟨z, y⟩

کرد، تعریف ⟨x, x⟩ نامنفͬ دوم ریشه را ،x ∈ H بردار نرم یعنͬ ،∥x∥ مͬ�توان (ت) بر بنا

.∥x∥۲ = ⟨x, x⟩ لذا

ایجاب (١-٢-٢) از تعریف (ت) تا (آ) خواص شوارتز)۴ (نامساوی .۴�١�١ گزاره

،x, y ∈ H هر به�ازای که مͬ�کند

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥.

شود. مراجعه [۳] به برهان.

داریم H در y و x هر ازای به مثلثͬ)۵ (نامساوی .۵�١�١ گزاره

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

شوارتز، نامساوی طبق برهان.

∥x+ y∥۲ = ⟨x+ y, x+ y⟩ = ⟨x, x⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩+ ⟨y, y⟩

≤ ∥x∥۲ + ۲∥x∥∥y∥+ ∥y∥۲ = (∥x∥+ ∥y∥)۲.

Schwarz inequality۴

Triangle inequality۵



۴ مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف .١

لذا و مͬ�گیریم جذر طرفین از نامساوی، طرفین بودن نامنفͬ به توجه با

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

۶ͷمتری یͷفضای صورتͬ در مͬ�نامیم، نقاط را عضوهایش مجموعهXکه .۶�١�تعریف١

، q تا p از فاصله نام به ، d(p, q) نامنفͬ حقیقͬ عدد X از q و p نقطه دو هر به که است

که باشد شده مربوط طوری

p؛ ̸= q هرگاه d(p, q) > ۰ آ)

p؛ = q هرگاه d(p, q) = ۰ ب)

,d(p؛ q) = d(q, p) پ)

.d(p, q) ≤ d(p, r) + d(r, q) ، r ∈ X هر ازای به ت)

که مͬ�شود نتیجه مثلثͬ نامساوی از .٧�١�١ تعریف

∥x− z∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y − z∥.

.x, y, z ∈ H آن در که

ͷمتری فضای ͷی موضوع اصول تمام کنیم، تعریف ∥x−y∥ مساوی را y و x بین فاصله اگر

برقرارند.

در کشͬ دنباله هر یعنͬ باشد تام ͷمتری فضای این هرگاه است. ͷمتری فضای ͷی H لذا

دارد. نام هیلبرت٧ فضای ͷی H آنͽاه باشد، همͽرا آن در H

مͬ�باشد. هیلبرت فضای ͷی همواره H از منظور پایان�نامه آخر تا اینجا از قرارداد:

Metric space۶

Hilbert spase٧



۵ مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف .١

x = (ξ۱, ..., ξn) nتاییهای تمام از مرکب Cn مجموعه طبیعͬ، n هر ازای به .٨�١�١ مثال

مؤلفه معمول طبق اسͺالر ضرب و جمع درصورتͬ�که مختلط��اند، اعداد ξn ،... ،ξ۱ آن در که

باشیم: داشته و شوند تعریف مؤلفه به

⟨x, y⟩ =
∑n

i=۱ ξiηi (y = (η۱, ..., ηn)).

است. هیلبرت فضای ͷی Cn صورت این در

ثابت ۰ ̸= y ∈ H هر ازای به x −→ ⟨y, x⟩ و x −→ ⟨x, y⟩ نͽاشتهای .٩�١�١ قضیه

هستند. H بر پیوسته�ای توابع

این در ،( ۰ ̸= δ ∈ R آن در که )∥x۱ − x۲∥ ≤ δ و x۱, x۲ ∈ H کنیم فرض برهان.

که مͬ�کند ایجاب شوارتز نامساوی صورت

|⟨x۱, y⟩ − ⟨x۲, y⟩| = |⟨(x۱ − x۲), y⟩| ≤ ∥x۱ − x۲∥∥y∥.

x −→ ⟨x, y⟩ یͺنواخت ͬͽپیوست ε ≤ δ
∥y∥ انتخاب با است، ثابت y اینͺه به توجه با

مͬ�شود. ثابت مشابهاً x −→ ⟨y, x⟩ یͺنواخت ͬͽپیوست مͬ�شود، ثابت

این در باشد. F اسͺالر میدان روی هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .١٠�١�١ تعریف

.H در H از خطͬ تبدیل ͷی از است عبارت H روی خط٨ͬ عملͽر ͷی صورت

عدد هرگاه گوییم کراندار٩ H هیلبرت فضای روی را T خطͬ عملͽر .١١�١�١ تعریف

باشیم داشته x ∈ H هر ازای به طوری�که به باشد موجود ۰ ≨ c ثابت

∥Tx∥ ≤ c∥x∥.

linear operator٨

Bounded٩



۶ مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف .١

عملͽرهای تمام مجموعه صورت این در باشد. هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض قرارداد:

مͬ�دهیم. نمایش B(H) نماد با را H روی کراندار خطͬ

تابع صورت این در باشند، هیلبرت فضای دو K و H کنید فرض .١٢�١�١ تعریف

و α, β ∈ F هر برای هرگاه گوییم خطͬ»١٠ نیم و ͷی «فرم ͷی را u : H ×K −→ F

باشیم داشته k, f ∈ K و h, g ∈ H

.u(αh+ βg, k) = αu(h, k) + βu(g, k) -١

.u(h, αk + βf) = αu(h, k) + βu(h, f) -٢

برای که Mباشد ثابت عدد هرگاه است کراندار خطͬ نیم و ͷی فرم ͷی .١٣�١�١ تعریف

باشیم داشته ،k ∈ K و h ∈ H هر

|u(h, k)| ≤ M∥h∥∥k∥.

قرارداد:

خطͬ عملͽرهای همه مجموعه صورت این در باشند. هیلبرت فضای دو K و H فرضکنید

مͬ�دهیم. نشان B(H,K) با را K به H از کراندار

کران با کراندار خطͬ نیم و ͷی فرم ͷی u : H ×K −→ F کنید فرض .١۴�١�١ قضیه

باشد. M

که طوری به دارند وجود B ∈ B(K,H) و A ∈ B(H,K) عملͽرهای آنͽاه

u(h, k) = ⟨Ah, k⟩ = ⟨h,Bk⟩.

.∥A∥, ∥B∥ ≤ M همچنین k ∈ K و h ∈ H آن در که

شود. مراجعه [۴] به برهان.

Sesquilinear form١٠



٧ مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف .١

قضیه در که B یͺتای عملͽر صورت این در ،A ∈ B(H,K) فرضکنید .١۵�١�تعریف١

مͬ�دهیم. نمایش B = A∗ نماد با و مͬ�نامیم A الحاق١١ را مͬ�کند صدق (١۴-١-٢)

مͬ�رود. کار به B(H) در عملͽرهای برای معمولأ عملͽر ͷی الحاق .١۶�١�١ نͺته

صورت این در ،A ∈ B(H) کنید فرض .١٧�١�١ تعریف

A؛ = A∗ هرگاه مͬ�شود نامیده خودالحاق١٢ A عملͽر آ)

∗AA؛ = A∗A هرگاه مͬ�نامیم نرمال١٣ را A عملͽر ب)

∗AA؛ = A∗A = I هرگاه مͬ�نامیم یͺان١۴ͬ را A عملͽر پ)

.A۲ = A هرگاه است تصویری١۵ عملͽر ͷی A عملͽر ت)

داریم آنͽاه باشد. F اسͺالر میدان عضو α و A,B ∈ B(H) کنید فرض .١٨�١�١ گزاره

∗(αA+B)؛ = αA∗ +B∗ آ)

∗(AB)؛ = B∗A∗ ب)

∗∗A؛ = (A∗)∗ = A پ)

صورت این در باشد، آن وارون A−۱ و باشد وارون�پذیر B(H) عضو A کنید فرض ت)

.(A∗)−۱ = (A−۱)∗ و است وارون�پذیر نیز A∗

کنید. مراجعه [۴] به برهان.

Adjoint١١

Self Adjoint١٢

Normal١٣

Unitary١۴

Projection١۵



٨ مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف .١

صورت به مͬ�توان را A صورت این در A ∈ B(H) کنید فرض .١٩�١�١ گزاره

هیلبرت فضای روی کراندار و خودالحاق عملͽرهای C و B آن در که نوشت. A = B+ iC

مͬ�باشند. H

مͬ�شود. نامیده A عملͽر موهومͬ قسمت و حقیقͬ قسمت ترتیب به C و B

بͽیریم. نظر در زیر صورت به را C و B عملͽرهای کافیست گزاره اثبات برای برهان.

C = i(
A∗ − A

۲ ) و B =
A+ A∗

۲

(۰ ≤ A) مثبت را A عملͽر صورت این در A ∈ B(H) کنید فرض .٢٠�١�١ تعریف

باشیم داشته هرگاه گوییم،

A)؛ = A∗) باشد خودالحاق A عملͽر -١

.۰ ≤ ⟨Ax, x⟩ x ∈ H هر ازای به -٢

بر عمود١۶ x گوییم ،⟨x, y⟩ = ۰ باشیم داشته H در yی و x ازای به اگر .٢١�١�١ تعریف

.x ⊥ y مͬ�نویسیم و است y

تمام مجموعه M⊥ صورت این در باشد. H از زیرفضای M کنید فرض .٢٢�١�١ تعریف

است. عمود x ∈ M هر به که است yهایͬ ∈ H

صورت این در باشد. H از بسته� فضای زیر M کنیم فرض .٢٣�١�١ قضیه

مانند فردی به منحصر تجزیه x ∈ H هر آ)

x = Px+Qx

دارد؛ Qx ∈ M⊥ و Px ∈ M از مجموعͬ به

⊥Mاند؛ در و M در x به نقاط نزدیͺترین ترتیب به Qx و Px ب)

Orthogonal١۶



٩ مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف .١

خطͬ�اند؛ Q : H −→ M⊥ و P : H −→ M نͽاشتهای پ)

.∥x∥۲ = ∥Px∥۲ + ∥Qx∥۲ ت)

مͬ�نامند. M⊥ و M روی H متعامد تصاویر را Q و P

.y ⊥ M طوری�که به دارد وجود y ̸= ۰ و y ∈ H مانند عنصری آنͽاه ،M ̸= H هرگاه نتیجه.

شود. مراجعه [۳] به برهان.

طیف ٢�١

(a, b) نͽاشت→− ͷی با F میدان روی A برداری فضای ͷی جبر،١٧ ͷی .١�٢�١ تعریف

کند؛ صدق زیر شرایط در که مͬ�باشد A توی به A× A از ab

c(ab)؛ = a(bc) -١

+a(b؛ c) = ab+ ac -٢

+b)؛ c)a = ba+ ca -٣

.λ(ab) = (λa)b = a(λb) -۴

مͬ�باشد. λ ∈ F و a, b, c ∈ A درآن که

ͷی a ∈ A به اگر نامیم نرمدار»١٨ خطͬ «فضای ͷی را A برداری فضای .٢�٢�١ تعریف

که باشد شده مربوط چنان a نرم نام به ∥a∥ مانند نامنفͬ حقیقͬ عدد

+a∥؛ b∥ ≤ ∥a∥+ ∥b∥ ، A در b و a هر ازای به آ)

؛ ∥λa∥ = |λ|∥a∥ باشد، اسͺالر λ و a ∈ A اگر ب)

نماید. ایجاب را a = ۰ تساوی ∥a∥ = ۰ پ)

Algebra١٧

Normed linear space١٨



١٠ مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف .١

که طوری به است F میدان روی A جبر ͷی ،A نرم�دار١٩ جبر ͷی .٣�٢�١ تعریف

باشد؛ ∥.∥ نرم با نرم�دار خطͬ فضای ͷی A آ)

.∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥ باشیم، داشته a, b ∈ A هر ازای به ب)

دنباله هر باشد( کامل نرمش با که است A نرم�دار جبر ͷی ، A باناخ٢٠ جبر .۴�٢�تعریف١

باشد). همͽرا a, b ∈ A برای d(a, b) = ∥a− b∥ متر با آن در کوشͬ

،a ∈ A هر ازای به هرگاه مͬ�گوییم A باناخ جبر ضربͬ یͺه را e ∈ A عنصر .۵�٢�تعریف١

.ae = ea = a

باشد. ضربͬ یͺه دارای A هرگاه گوییم یͺدار را A باناخ جبر .۶�٢�١ تعریف

این در ،a ∈ A و باشد e ضربͬ یͺه با یͺدار باناخ جبر ͷی A کنید فرض .٧�٢�١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان σA(a) با را a طیف٢١ صورت

.σA(a) = {λ ∈ C : نباشد. −λe)وارون�پذیر a)}

مͬ�نامند. a حلال»٢٢ «مجموعه را P (a) = C− σA(a) مجموعه .٨�٢�١ تعریف

فشرده C در σA(a) صورت دراین ،a ∈ A و باناخ جبر ͷی A کنید فرض .٩�٢�١ قضیه

مͬ�باشد. {z ∈ C : |z| ≤ ∥a∥} ͷدیس در مشمول همچنین و است

کنید. مراجعه [۵] به برهان.

مͬ�دهیم، نشان r(a) با را a طیفͬ شعاع ،a ∈ A و باناخ جبر ͷی A اگر .١٠�٢�١ تعریف

مͬ�شود؛ تعریف زیر صورت به و

Algebra normed١٩

Banach algebra٢٠

Spectrum٢١

Resolvent set٢٢



١١ مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف .١

r(a) = sup{|λ| : λ ∈ σA(a)}

و تعریف خوش r(a) لذا است، σA(a) ̸= ∅ همچنین و کران�دار σA(a)هͺاین به توجه با

است. متناهͬ

عبارت و مͬ�دهیم نمایش σ(A) نماد با را A کراندار خطͬ عملͽر طیف .١١�٢�١ تعریف

از است

σ(A) = {z ∈ C : نباشد. −A)وارون�پذیر zI)}

مͬ�شود داده نمایش σp(A) نماد با A کراندار خطͬ عملͽر نقطه�ای طیف .١٢�٢�تعریف١

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به و

σp(A) = {z ∈ C : نباشد. ͷی به ͷی(A− zI)}

طیفͬ) شعاع (فرمول .١٣�٢�١ قضیه

داریم A جبر از x عضو هر برای

r(x) = limn→∞ ∥xn∥ ۱
n

کنید. مراجعه [۵] به برهان.

A عملͽر ویژه مقدار α اسͺالر صورت این در ،A ∈ B(H) کنید فرض .١۴�٢�١ تعریف

باشیم: داشته هرگاه مͬ�شود نامیده

ker(A− αI) ̸= {۰}

.σp(A) ⊆ σ(A) آنͽاه ، A ∈ B(H) اگر .١۵�٢�١ نͺته

ازای به هرگاه گوییم محدب٢٣ را برداری فضای ͷی از C مجموعه زیر .١۶�٢�١ تعریف

باشیم: داشته t ∈ R که t ∈ [۰,۱] و a, b ∈ C هر

Convex٢٣



١٢ مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف .١

ta+ (۱− t)b ∈ C

کرد. تعریف زیر صورت به را محدب خطͬ ترکیب مͬ�توان همچنین

{a۱, a۲, ..., an} متناهͬ مجموعه زیر هر ازای به اگر فقط و اگر محدباست Cترکیبخطͬ

در
∑n

i=۱ λixi خطͬ ترکیب ،
∑n

i=۱ λi = ۱ که {λ۱, λ۲, ..., λn} نامنفͬ اسͺالرهای و C از

باشد. داشته قرار C

مجموعه�های تمام اشتراک از است عبارت C مجموعه «غلافمحدب»٢۴ .١٧�٢�تعریف١

خطͬ ترکیبهای تمام مجموعه یا و C شامل محدب مجموعه کوچͺترین یا C شامل محدب

دیͽر عبارت به C

conv(C) = {
∑n

i=۱ λiai : ai ∈ C,۰ ≤ λi ∈ R,
∑n

i=۱ λi = ۱}

مͬ�دهیم. نشان conv(C) نماد با را C مجموعه محدب غلاف قرارداد:

تولید فضای صورت این در ،C ⊆ X و برداری فضای ͷیX فرضکنید .١٨�٢�تعریف١

داریم و مͬ�دهیم، نشان span(C) نماد با را C توسط شده

span(C) = {
∑n

i=۱ αixi : αi ∈ C, xi ∈ C, n ∈ N}

هیلبرت فضاهای مستقیم جمع بر مروری ٣�١

زیر را W۱, ...,Wk باشد. متناهͬ بعد با برداری فضای V کنیم فرض .١�٣�١ تعریف

W صورت این در W = W۱ + ...+Wk مͬ�کنیم فرض و مͬ�گیریم نظر در V از فضاهایͬ

کند. صدق زیر شرایط از ͬͺی در حداقل هرگاه مͬ�باشد، W۱, ...,Wk
مستقیم»٢۵ «مجموع

باشند؛ خطͬ مستقل W۱, ...,Wk -١

Wj؛ ∩ {W۱ + ...+Wj−۱} = {۰} باشیم داشته (۲ ≤ j ≤ k) ،j هر ازای به -٢

پایه�ی β = (β۱, ..., βk) دنباله�ی آنͽاه باشد (۱ ≤ i ≤ k) ،Wi برای پایه�ی βi اگر -٣

است. W برای

Convex hull٢۴

Direct sum٢۵


