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�u��� TP�& %�$ ���:'&E ; h9	� )%�A '&�� �#D� '&E F���� %���
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���+ �� �� �#B� ; ��M� ����+ ; '0 g,�� 1�� U'6 �20 �M�S 
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�� 8	�$�����+ "#&E T$ v���A � ��23� ; ��;S 1�'� ��� ���$ %;�9 ��
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�� w	; �� ; '&&+ � ��	� ��#:�	� `��� %�$ �=�0 �� �� ��M Vx� U'6 �20 ; U'6 F����
h	 %;� @'#+�(U'6 F��� h	 \�y ���&H �� v'&�9$ �����=�� ���= 1#�$� �� %��� �&#M� zN�2 
)'0�� I = [a, b] %;� '0`	��� U'6 F��� h	 f �A� "#&E T$ v���'� T�#&# h	 �� V#� ��� �H��- 

{T	���

f(
a+ b

� ) ≤ f(a) + f(b)

� .

��+ .�a ��= �� �#=� �$� '&E �� �� ����'#:�	� �� %��#9� �a�� �+ 8	�$ %;�9 �� "	���M �� �Z	
��� %;� �	<! \��c��� U'6 F��� h	 f T#&+|�7 �1�� L }��� ���$G1# �$~ b;�� %;�9 �� )1��

{���� "	� �� �'0�� I = [a, b]

f(
a+ b

� ) ≤ �
b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

� ,
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�B,H ; ��'&����� �� %��#9� ������ ��� ��&+�� )'0 1��3 ��� ���$ ���� ���� \�� �� ; '0 �u���
�+ � �c&$ �� %;�9 �� "	� �� ��#��� J �# �A��� ����� ���&H �� )��� %�����+ ; �:�	� 
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��� �u��� )'0�� �6�� �� z�y h	 �	 ; h9	� h	 �	 %'�� �� %�k7 �� %�A h	 f U'6 F��� �& ��
{1�� �	� g�0 �� � �� ��	�! "	� ���=�� �J�� 1��

��� �u��� 1�� ��#� �M�S �� ��+ � ��� %��� �+ �� ����� ; U'6 ]#���S ; %r���!�� �� �� 82��/ \;� d57
��#� U'6 F��� h	 ��	���A �	� ; U'6 �H��- h	 %;� F��� h	 �c���#! ; U'6� "#� ��2��� ;
; h9	� )%�A '&�� �#D� '&E F���� %��� ��� ���$ G1# �$ %;�9 �� �� ��#��� 
;� d57 �1�� '0

�1�� '	��A �u��� TP�& %�$ ���: '&E
U'6 �20 �M�S 
;� ��� ��/ �'B �+ ������ %��� ��� ���$ G1# �$ %;�9 �� ]#� 
�� d57 ��
�1�� '	��A �u��� ; ' S 1�� �� ��� ���$ %;�9 �� ���+ �� ��x#B� ; ��M� ����+ ; '0 g,�� 1��
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l ������ ������ �� ���

� ���B ������ ��� ����� "	� %'�� %�$ d57 �� �+ '0�� � 8	�	�kB ; `	���� d �0 d57 "	�
�'��#A

{�A�$ )T# �� %r���!�� h	 �� X %�$ �H��- �	� �� τ % �	���A N,NON, P��@1
�'&0�� τ �� ���� φ ; X @`��

�'0�� τ �� %�kH ]#� )τ %�kH� �� %� �����= �$ ����a� @U
�'0�� τ �� %�kH ]#� )τ %�kH� �� �$�&� % �����= �$ F/x @o

d �0∑ �A�$ )'&	�A �2aGσ h	 ��S �H��- h	%�$ �H��- �	� ��∑ �M��� �����= N4NON,P��@1
Gσ "	��ZE�+ )'0�� �Z	r���!�� %�k7h	S�A�$ �'0��V	�kH� �� ����0 ����a�;f�kH �$ d�Z )�M�

�T# �� � I Q��8 �2aGσ h	 �� S �� ��� %�$ �H��- �	� 
��� d �0 �2a

h	 ����P& ���5&	� ���'0�� ���� ��'H� ��'# %;� �/= %�k7 h	 X '#&+ |�7 N0NON,P��@1
{1�� �	� m��= �� x → ‖x‖ ��'x �x#xN F��� X %;� 
��

) ‖x‖ > � T#0�� ��0�� )x �= � �$ %��� @`��
)‖cx‖ = |c|.||x||, c ∈ C, x ∈ X �$ %��� @U
‖x+ y‖ ≤ ||x||+ ||y||, x, y ∈ X�$ %��� @o

�T# �� � ��' �� �/= %�k7 h	 �� X )'0�� ��a� X %;� � �� �A�$

T#� h	 �� P : X −→ R F��� �'0�� ���� �	 �x#xN %����� %�k7 h	 X T#&+ |�7 NCNON, P��@1
{�A�$ )'&	�A 
��

) P (x+ y) ≤ P (x) + P (y) {T#0�� ��0�� x, y ∈ X �$ %��� �� (i)

I�����



j ������ ������ �� ���

� P (αx) =| α | P (x) { α ���Z�� �$ ; x ∈ X �$ %��� �� (ii)

�S ) x = � �+ ��0 �-#�� P (x) = � �� )"	� �� ;,H �A� v P (�) = � �+ 1�� �:�; (ii) �� ������ ��
�'& �� X %;� 
�� h	 �� P �A

{T#$� ���B ) x, y ∈ X �$ %��� ; '0�� ��� 
�� %�k7 h	 X �A�

d(x, y) =‖ x− y ‖,

h	�� %�k7 h	 )��� 
�� %�k7 �$ �<� ; 1�� X %;� �� h	 d �+ ��0 � '	� �A��� �� �A �S
�1��

�'&	�A L R���8 �� d �+ ��� 
�� �/= %�$�k7 NANON, P��@1

���� ��'�� h	 �� (μ :
∑ → [�,∞]) )μ :

∑ → C F��� )'0�� �2aGσ h	 ∑ �A� NSNON, P��@1
h	 (S,∑, μ) ���� "	� �� �'0�� �0���0 ���a μ ; μ(φ) = � �A�$ )T# �� � ∑ �� @��& ��(

�'&	�A ��'�� %�k7

h	 μ :
∑ → R ∪ {∞} F��� ���� "	� �� �'0�� ��'�� %�k7 h	 �A� (S,∑, μ) NENON, P��@1

{'&+ ['� �	� �	��0 �� �A� )1�� �����N� ��'��
�∀A ∈ ∑

, μ (A) � � @I
�μ(S) = � @L

�'0�� A ∈ ∑ ; S %;� �2aGσ h	 ∑ �A� �'0�� �Z	r���!�� %�k7 h	 S T#&+ |�7 NTNON, P��@1
L������



n ������ ������ �� ���

{`	��� �� δx : X −→ {�,�} F��� ���� "	� ��

δx (A) :=

⎧⎨
⎩ � , x ∈ A,

� , x /∈ A,

�1�� �����N� ��'�� h	 _��	� ��'�� �$ �T# �� � x �� J U��� ��'�� h	 ��
��'�� h	 �� μ �c�S ) μ(S) = � �A� ���5&	� �� )'0�� ��'�� %�k7 h	 (S,∑, μ) T#&+ |�7

�'&	�A '0 \� ��

Lp(X, dμ) �H��- �'0�� p ≥ � ; ��'�� %�k7 h	 (X,μ) '#&+ |�7 N@Lp %�$�k7( ,NON, Q�V!

�� �� �	<! ��'�� F���� ��$ �� dZ�� 

‖f‖p =
(∫

X
|f(x)|pdμ(x))�/p < ∞.

�1�� ����� %�k7 h	 ��� 
�� �� �H��- "	� �T	�#A � �P��� ��

���B�� �	� �	��0 �+ ����� �� )1�� b�;'��$ %�k7 h	X �Z	r���!�� %�k7 @`�� N<NON,P��@1
�'0��

%��Y �� )'���� ��a; � ; p d �0 .#��� �� V ; U ��� %�$ �H��- �c�S ) p �= q ; p, q ∈ X �A�$
� U ∩ V = φ �+

�'0�� ��A��� τ �� �+ '0�� ��a� X %;� d �� �A� )1�� �	<! h	�� (X, τ) �Z	r���!�� %�k7 @U

16� C �A� )��0 � '# �� l W��X!h	X ����� %�k7 �� C �M��� �H��- �	� h	 N,ONON,P��@1
�λx ∈ C )λ ≥ � ; x ∈ C %��� �&�	 )'0�� ��9� ��& �� ���Z�� U��k 

J�����
l����



q ������ ������ �� ���

�'0�� � �;�� h	 Rn
+ = {(x�, ..., xn) ∈ Rn|x�, ..., xn ≥ �} %�k7 N4NON, Q�V!

�A�$ '&	�AX %��� ��:� �	�! h	 �� β �'0�� ��� 
�� �/= %�k7h	X '#&+|�7 N,,NON,P��@1
�'0�� B ⊂ V �+ '0�� ��a� B '&�� β �� �kH h	 )V '&�� ��� ��	�9�$ �$ %���

C ⊂ X �H��- �	� ���5&	� �� )'0�� C %;� ��' �� �/= %�k7h	X T#&+|�7 N,4NON,P��@1
{T#0�� ��0�� )� ≤ t ≤ � ; x, y ∈ C %��� �A�$ T#	�A U'6 ��

tx+ (�− t)y ∈ C.

�A� )1�� ��:� U'6 X �'0�� �Z	r���!�� %����� %�k7 h	 (X, τ) T#&+ |�7 N,0NON, P��@1
1�� ��:� ���7 "#&R�$ ; '&0�� U'6 %�$ �H��- �S %�kH� �+ '0�� ��0�� B ��:� �	�! h	

�1�� ���7 �S ���9� �+ '0�� ��	�9�$ h	 %���� ��� �A�

�� �+ �� S �H��- j =�%! b,C �'0�� Rn �� %� �H��- �	� S �+ '#&+ |�7 N,CNON, P��@1
�� �'&�9$ S�� d��� �+ 8�'6 %�$ �H��- 
��� _���0� �� 19���2H )��0 � ��� ���� ����@�(

��	� ���2H

conv(S) = {
m∑
i=�

λixi, x�, ..., xm ∈ S, (λ�, ..., λm) ∈ Δm−�},

�S �� �+
Δm−� := {λ�, ..., λm ∈ [�,�] :

m∑
i=�

λi = �}.

;� "#� d��; �= %;� �� �+ 1�� �Y�x� �H��- �S U'6 b,C )'&0�� �/x� ;�x�, x� �A� {\�y 
j������ ����



� ������ ������ �� ���

���#A � ���B �/x�

�A�$ )T#	�A �&#7S dx�9 �� x�, ..., xk ∈ Rn %�$����� �H��- N,ANON, P��@1
�'&0�� �/= dx�9 {x� − x�, ..., xk − x�}

�H��- dy �19#� 1��� �S*4H ��;1�� �&#7S dx�9 )�/= dx�9 �H��- �$ �+ ��0 �a��
�&#7S dx�9 �x7 {�, e�, ..., en} �H��- ��; �1�� �&#7S dx�9 ; �/= dx�9 Rn �	�! {e�, ..., en}

�1��

)���5&	� �� )'&0�� Rn �� �&#7S dx�9 ��x� p�, p�, ..., pn T#&+ |�7 N,SNON, P��@1
p� = )p� = � �A� �'&	�A _��� ^�u� �� p�, ..pn ; _��� n h	 �� Δ := conv(p�, ..., pn)

�'&	�A ���'����� _��� h	 �� Δ �c�Spn = (�,�, ...,�) ; (�,�, ...,�)
�'&0�� Δ ^�u� �� %� �H��- �	� �S ^�u� �+ ����� �� T# �� � Δ _��� �	� h	 ��Δ′ "#&R�$

�'0�� R� �� p� = (�,�) ; p� = (�,�) ) p� = (�,�) ^�u� �� z�y h	 Δ T#&+ |�7 N0NON, Q�V!
Δ� = [p�, p�] ;Δ� = [p�, p�] ;Δ� = [p�, p�] ; '0�� � R� �� %'�� ;�_���h	Δ���� "	� ��

�'&0�� � �S %�$ _��� �	�

p�, ..., pn ^�u� �� _��� h	 S ; '&0�� �&#7S dx�9 p�, ..., pn ∈ Rn T#&+ |�7 N,ENON, P��@1
�	� \� �7 �� '0�� � S 
�a ]+� p̄ �/x� �c�S )'0��

p̄ =
�

n+ �
n∑

i=�
pi.

p� �/x� �S 
�a ]+� ; 1�� �/x� h	 d �0 �+ '0�� � %'��−� _��� h	 [p�] @`�� NCNON, Q�V!
�1��



K ������ ������ �� ���

�'0�� � p�+p�� �/x� �S 
�a ]+� �+ 1�� %'�� h	 _��� h	 [p�, p�] @U
� p�+p�+p�� �S 
�a ]+� �+ 1�� p� ; p� )p� ^�u� �� z�y h	 [p�, p�, p�] %'�� ;� _��� @o

�'0��

���&0��+ � �� ��	�! �� %�;�� ; '0 ��� T#��� �M+��� −n %;� �� ��� ���$ %;�9 �� "#&R�$
�1�� ���� ��23� ; g�0 �� �	�kB "	� ��92 ��Y �� ��= '0��

S %;� �� f : S −→ R F��� �'0�� Rn �� �M� �#C U'6 �H��- h	 S T#&+ |�7 N,TNON, P��@1
)T#0�� ��0�� λ ∈ (�,�) �$ ; x�, x� ∈ S �$ %��� �+ ����� �� )T#	�A U'6 

f(λx� + (�− λ)x�) ≤ λf(x�) + (�− λ)f(x�).

�'0�� '#+� S %�]- �/x� ;� �$ %��� ��� %;�9 �� �A� )1�� U'6 �'#+� f F���
�'0�� U'6 S %;� −f �A� )1�� ��x S %;� f F���

x�, x� ∈ S ��	� ���2H �� )'0�� ��x T$ ; U'6 T$ S %;� f �A� )1�� n Y/*Z S %;� f F���
{T#0�� ��0�� )λ ∈ (�,�) �$ ;

f(λx� + (�− λ)x�) = λf(x�) + (�− λ)f(x�).

f : [a, b] → RF��� )�� �#B� ��Y �� )'&�9$ U'6 F���� �� ��#��� )U'6 �20 F���� N,<NON,P��@1
{T#0�� ��0�� x, y ∈ I �$ %��� �A� ��0 � '# �� U'6 �20

f(tx+ (�− t)y) ≤ max{f(x), f(y)}, ∀t ∈ [�,�].
n������



Ii ������ ������ �� ���

�'0�� U'6 S(l, λ) ) λ ∈ R �$ %��� �� �A� �x7 ; �A� 1�� U'6 �20 f F��� N4ONON, P��@1

S(l, λ) = {x ∈ dom(f)|f(x) ≤ λ}.

�+ 10�� T#$��= �� �	� %;�9 �� �c�S )'0�� U'6 ����� f : [a, b] → R '#&+ |�7 N4,NON,P��@1
���0 � '# �� ��� ���$ %;�9 �� ��� ��Y �� �	 ��� ���$ 1# �$ %;�9 ��

f(
a+ b

� ) ≤ �
b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

� . @I�I(

�'���+ ���& ��� ���$ 1# �$ %;�9 �� �� �2�� %;�9 �� "	'&E ��A'&9	�� �� ��#= )�#=� %�M��� ��
�1�� ��� �u���f : [a, b] → R ����#! U'6 F���� "#c��# ��'x �� �&#��� ��� ���$ h#�,+ %;�9 ��

�1�� '0 ��� T#��� %�M0;� �S �� �Z	 �� ; '0 g,�� %;�9 �� "	�

��:� U'6 %�k7 �� �M� �#C ; ���7 )U'6 �H��- �	� h	 K T#&+ |�7 N44NON, P��@1
�� q ��F [#�! �/x� ���� "	� �� )'0�� K %;� �����N� ; \��� ��'�� h	 μ ; '0�� E b�;'��$ ;

{��0 � `	��� �	� ����
bμ =

�
μ(K)

∫
K

xdμ(x).

[�7 `	��� �� 
�a ]+� �� @Iq�i�I( �� '0 `	��� 
�a ]+� ) Rn �� σ _��� h	 %��� {��4�
���0 ��a�� �� F2& �� ��+ z6� %��� �'�� \��� �/	��0 16�  2� ��'�� %���

)ξ �c�S )'0�� U'6 f : S −→ R F��� )S ⊂ Rn �M� �#C % �H��- �	� h	 %��� N40NON, P��@1
q���¡ ������



II ������ ������ �� ���

�'0�� ���B�� �	� �/��� �A� )��0 � '# �� x̄ ∈ S �/x� �� f F��� ��	���A�	�

f(x) ≥ f(x̄) + ξt(x− x̄) ∀x ∈ S.

�1�� U'6 �H��- h	 x̄ �� f %�$ ��	���A�	� ��$ �H��- �+ ��0 � �-#�� ��� `	��� ��
� ���� ∂f(x) ���� �� ; '&	�A x �� f d#9����	� �	� �� x �� f %�$ ��	���A �	� ��$ % �H��- 

�'&$�

{'&0�� '0 `	��� �	� ���� �� f� ; f� F��� )f(x) = min[f�(x), f�(x)] T#&+ |�7 NANON, Q�V!

f�(x) = �− |x| , x ∈ R,

f�(x) = �− (x− �)� , x ∈ R.

{T#9	�&� �	� ���� �� T#���� � �� f "	����&� )f�(x) ≥ f�(x) )� ≤ x ≤ � �$ %��� ��E

f(x) :=

⎧⎨
⎩ �− x, � � x � �,

�− (x− �)�, x < �, x > �.

� ∂f(x) = {−�} )x ∈ (�,�) �$ %���
�∂f(x) = {−�(x− �)|x < �, x > �} ;

{x = � �/x� ��
λ ∈ [�,�] �$ %��� ξ = λ f�(�) + (�− λ) f�(�) = λ(−�) + (�− λ)(�) = �− �λ.

{x = � �/x� �� ;



IL ������ ������ �� ���

ξ = λ f�(�) + (�− λ) f�(�) = λ(−�) + (�− λ)(−�) = −�+ �λ.

U'6 F��� h	 f : S −→ R ; '0�� Rn �� �M� �#C U'6 �H��- h	 S T#&+ |�7 N,NON, �/\]
�1�� ����#! �;�� �� f �c�S )'0��

�$ %��� �+ T#$� ���� '	�� )1�� ����#! x̄ �� f T#&+ 1��3 �4&	� %��� )x̄ ∈ intS T#&+ |�7 ������
�‖f(x)− f(x̄)‖ ≤ ε '$� �-#�� )‖x− x̄‖ ≤ δ �+ %��Y �� '0�� ��0�� ��a; ��9B �� δ > � )ε > �

� x ∈ S �+ '$� � �-#�� ‖x− x̄‖ ≤ δ′�+ %��Y �� ���� ��a; δ′ h	 )x̄ ∈ intS ��E
{T#&+ � `	��� �	� ���� �� � ≤ i ≤ n %��� ��θ

θ = max{max[f(x̄+ δ′ei)− f(x̄), f(x̄− δ′ei)− f(x̄)]}. @L�I(

h	 �S ��'x �+ 
� i ���� ]a �� '���� �S %�$ ���� ��$ �+ '0�� � Rn �� 8	�$����� �$ ei �-&	� ��
{ T#&+ |�7 )� ≤ θ < x �+ '#&+ �a�� �1��

δ = min(
δ′

n
,
εδ′

nθ
). @J�I(

���� "	� �#C �� )zi = δ′ei T#&+ |�7 )xi − x̄i ≥ � �A� �T#&+ � U����� ‖x − x̄‖ ≤ δ �� x h	
�x− x̄ =

∑n
i=� αizi �c�S zi = −δ′ei

"	� �� ;,H )αi ≥ � )i = �,�, ..., n �$ %���

‖x− x̄‖ = δ′(
n∑

i=�
α�
i )

�� . @l�I(

U'6 f �4&	� �� �a�� �� \�N )αi ≤ �
n
T	��� i = �,�, ..., n �$ %��� ‖x − x̄‖ ≤ δ ; J�I �� �a�� ��


