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 � �� N � P � ��	 
�R � M � � � � �� � ��������

����� ��� �� �	����

(N :R P ) = {r ∈ R | ∀x ∈ P, rx ∈ N} ��

(N :M I) = {x ∈ M | ∀ x ∈ I, rx ∈ N} � 

AnnRM = {r ∈ R | ∀x ∈M, rx = 0} �!

�"#� ������ ��	
�R� M ����$ %	��� AnnRM = 0 �$� �&
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 ��� � S ���� ��� ����������
����� ��� �� �	��� M �� �.�	
 ��� N � R �� ����+
 	�.�7 ��

(S−1N :S−1M S−1I) = S−1(N :M I)

� �� �� �	 �� � ��	 
�R � M � R �� � ./0	 �� I � � � � �� � ����� ��
�����

R/I ⊗RM ∼= M/IM

� 7 �]� [A�+ 9� �7X7XY �3��� �� �!* w!A� f�	CT�

8�9� 2-+�� �� 2��� 0�$�� ��
�) "#	:� ��	
�R �� M ��	
 ��������

	�)�
 ���+;��5��R � ����	
�R ��

ϕ : · · · −→ N ′ −→ N −→ N ′′ −→ · · ·

2-+��

ϕ⊗RM : · · · −→ N ′ ⊗R M −→ N ⊗RM −→ N ′′ ⊗RM −→ · · ·

�	��� 8�9� <�)
������ -+��� =�� 	�)�
 ϕ 2-+�� �� 2��� 0�$�� ��
�) ������ "#	:� �� M

�	��� 8�9� ϕ⊗RM ⇐⇒ "#� 8�9� ϕ
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�R� S -� 2��A -�

�"#� "#	:� �BC�R� S ����$ � ��
�)

0�$'/ %	��� ��	
�R� M �$� ����������

S−1R ⊗RM ∼= S−1M

	 � ϕ : S−1R ⊗R M −→ S−1M �*	a� �� �!*�+ �l'L+ �
�	 �� f�	C T�
��b����QS−1R/� na ∈ R, s ∈ S,m ∈ Mx ϕ(a/s ⊗m) = am/s 1�<�	�
� 7��

�"#� "#	:� ��	
�R� S−1R 2->?@ �������	��

�	�.��D
 ��� E���� M ��	
�R �� 2��� ����������

�"#� ������ "#	:� ��	
�R� M ��

	�� -6 � + ) N ⊗R M = 0 % N ��	 
�R � � 2�� � � 0�� � "#	: � M � 
� N = 0

� mM 	= M % R �� m ��5�<��
 �/0	�� �� 2��� � 0��� "#	:� M �!

� 7 �]� [A�+ 9� X7�7�X ��M" �� �!* w!A� f�	CT�

� Rm 2- > ? @ 0� $'/ %	 �� � � D1� 
 2�- > ? @ (R,m) � $� �������	��
�"#� ������ "#	:� ��	
�R

� ���� R 9� m F	 : �. �	 + F>�) �� 	 2 8 4 1�� � � � B �� � � � A! 4 	 � f�	 C T�
� 7���
�+ SD	' ��' � `7�7� �3��� ( SC" 1���.
 �� 	8� �mS−1R 	= S−1R
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�� 2��� 0�$'/ %	��� R �� ���1 2-+3� 2-4�56
 � S �$� � ���� ��
% P ∈ SpecR

S−1E(R/P ) =

{
0

ES−1R(S−1R/S−1P )

if S ∩ P 	= ∅
if S ∩ P = ∅

� 7)�>�+ ���� �]� [A�+ 9� Z7Z7^ ( Z7Z7Z 1	�	M" �� �A!4 	� ��' f�	CT�

R �� P ��� �/0	�� �	��� R 2->?@ �� �./0	�� I ���� ��� ���������

-+��� ��C� P ′ 	�)�
 2�I�� ��� �/0	�� �$� 0�$�� ��
�)�
 I ��5���
 ��� �/0	�� ��

� P ′ = P 0�$ '/ % I ⊆ P ′ ⊆ P -� 	���

�����������

� J
�� P 0�$'/ %	��� R �� P ��� �/0	�� �� ��5(
 R �� I �/0	�� �$� ��
�	����
 I �� ��5���
 ��� �/0	��

����� ��5���
 ��� �/0	�� � J9�	@ �D9�� �/0	�� �� � 

��8� o�$ n� f�	CT�

Σ = {P ′ | P ∈ SpecR , I ⊆ P ′ ⊆ P}

;��@4 ��!D B�)� Σ 1(� �� ≤ �y.A p�4�4 1�<��� 7 Σ 	= ∅ �u� � P ∈ Σ �!0
f��8��+

P ′ ≤ P ′′ ⇐⇒ P ′ ⊇ P ′′
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i∈I
Pi ��,��+ ���" 7)*	� Σ 1	M?� 9� �24	� 1��3�9 {Pi}i∈I ��8� o�$

�	%� F	' 7 I ⊆ Q ⊆ P ����� ��(L? �� 7 Pi ≤ Q � i ∈ I �, 1�9� �� �h!�( ��
7)*	��+ R 9� ��(� F>�)�� Q ��,��+

� � ���� �!A( k ∈ I ( rr′ ∈ Pi � i ∈ I � , 1�9� � � �	 
�> � r /∈ Q ( rr′ ∈ Q �
�
!M? Pj ��8� o�$ 7 r′ ∈ Pk �u � ��� F(� Pk �� 	A�> 9� 7 r /∈ Pk �� 1�!G
�	
�> � Pk ⊆ Pj �
� 7 Pj ⊆ Pk 	� Pk ⊆ Pj ���!D B�� �� 7)*	� ��3�9 9� �,�!b��
7 r′ ∈ Pj ��� F(� Pj �!0 ��3�� � �� 7 r /∈ Pj �	
�> � Pj ⊆ Pk �
� 7 r′ ∈ Pj

F>�)�� Q ��3����� 7 r′ ∈ ⋂
j∈I

Pj = Q �u� �)*	��+ ��3�9 9� �,�!b�� !M? Pj �!0
7)*	��+ Σ �� ��&	� ���� 1���� Σ 9� �24	� ��3�9 �, �B�� �� 	8� 7�� R 9� ��(�

7)*	��+ P ∗ �!0 ��	:�.�	+ !M? 1���� Σ ��(9 �� �� 	8� ��u�
����� � P ∗ ⊆ P �!0 �	
�> � I ⊆ Q � P ∗ �� )*	� 1�a�� F(� F>�)�� Q �
� F	'
	� B�� ( P ∗ � Q ����� � Q � P ∗ �� 	A�> 9� 	+� 7 Q ∈ Σ �( � B�� 9� 7 I ⊆ Q ⊆ P

7�� I F	:�8�+ F(� F>�)�� P ∗ ��3��� �� 7���� z"	84 P ∗ ��!� F	:�.�	+

S"�)' R/I ��)�� ( �2�)� ��{ 1�NO' �	
�> �)*	� R �@"�( F>�)�� I �
� nX
� 7�!*�+ �3��� SC" �:K" �� 	8� ��' ( ���� F(� F>�)�� /�

� ��� 2���/0	�� �� K��+C� L �������	!"

�./0	�� I �$� �	���� R 2->?@ �� �.�� 2���/0	�� P1, · · · , Pn ���� ��� ��
-� "#� ��C�
 1 ≤ i ≤ n 0�$'/ % I ⊆

n⋃
i=1

Pi -� 2��A -� 	��� R 2->?@ ��
� I ⊆ Pi

�	���� R 2->?@ �� �����/0	�� a1, · · · , an � ��� �./0	�� P ���� ��� � 
- � � ai ⊆ P -� 2��A - � "#� ��C�
 1 ≤ i ≤ n 0� $'/ %

n⋂
i=1

ai ⊆ P � $�

� ai = P % 2i 2��� 0�$'/ %
n⋂
i=1

ai = P �$� %0F��

� 7 ��� [A�+ 9� ��7� ��M" �� �!* w!A� f�	CT�
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M�� -� 8?D+
 �$� �N� 7 � �$� "#� -:� R 2->?@ �� a �O4 �����������
(R,m) �D1�
 2->?@ 2��-: �� ) 2-4�56
 �P . � 	�� B ) R ��5 �<�� 
 �/0	 ��

�"#� m 2��3


���	� a �WE 7)*	� �@"�( aR F>�)�� �
� 	284 ( �
� �� ���	� a �s8? f�	CT�
� 7)*	� R 9� ��	:�.�	+ F>�)�� �� F!:%+ aR F>�)�� �
� 	284 ( �
� ��

%���� � �� �� �	�� � � D1� 
 2�- > ? @ (R,m) � � � � �� � �����������
�	����
 �+;��:� � f(r) = r/1 2-Q��1 �� f : R −→ Rm 2�->?@ �+;��5�

s ∈ R −m ���!D B�� �� 7 f(r) = 0 �� 1�!G �� � r ∈ R ��8� o�$ f�	CT�
7 r = 0 ��u� 7)*	��+ ��� s �SC" 1���.
 �� 	8� 7 sr = 0 �� 1�!G �� �� �!A!+

7)*	��+ /� �� /� f �( � B�� 9�
���!D B�� �� 7)*	� Rm 9� �,�!b�� !M? r/s ��8��+ o�$ F	'

f(rs−1) = (rs−1)/1 = r/s

� 7���
 �+ ��	T ��' ( ��!� 	*!E f ��u�

M ��	
�R �� 2��� 0�$'/ %	��� �D1�
 2�->?@ (R,m) �$� ��������	��
� Mm

∼= M �����

� 7�� |��( P!$ 1���.
 ( Y7�7� ���.
 �� �A!4 	� ��' f�	CT�

������ ����+
 	�.�7 � � ��	
�R� M �$� � � 1 '�#��$ L �������	!"
�� -� "#� ��, 2����	
 ��� �� ����+
 2�+?�� 2���� ��	
�R �� 0�$'/ %	���

�"#� M �� �����R� ����+
 ��	D7 ��>+3
 S5C ";��5� ���*7 '/ J
�4

� 7 ��V� [A�+ 9� V7� ��M" �� �!* w!A� f�	CT�

Gruson 1
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AssR(M) � SuppR(M) �	��� ��	
�R� M ���� ��� ���������

�	)���
 T��D7 ��� ���� -�

SuppR(M) = {P ∈ SpecR | ∃ 0 	= x ∈ M s.t. (0 :R x) ⊆ P}
AssR(M) = {P ∈ SpecR | ∃ 0 	= x ∈M s.t. (0 :R x) = P}

M �� ��K��( F(� 1	,F>�)�� 1�?!:3+ �� AssR(M) ( M �	
���4 �� SuppR(M)

7��+	��+

�� -� 0 	= M ���� 	D� �	��� ��	
�R� M ���� ��� ���������

����$�
 T��D7 ��� ���� -� %����
 0��� '�() dimRM

dimRM := sup{n ≥ 0 | ∃ P0 � P1 � · · · � Pn s.t. Pi ∈ SuppR(M)}

��� 2��0��<$ %���� ��� �� �	��� ��	
�R� M ���� ��� � ���� ��
�	)���9��

� SuppR(M) = {P ∈ SpecR |MP 	= 0} ��

�R � � ���	 
�R �� 8 � 9� 2�- + �� 0 → N → M → L → 0 � $� � 
�0�$'/ %	��� ���+;��5�

� SuppR(M) = SuppR(N) ∪ SuppR(L) (i

� AssR(M) ⊆ AssR(N) ∪ AssR(L) (ii

� AssR(M) = SuppR(M) 0� $'/ %	 �� � � � � 7�/ ��	 
�R � M � $� �!
�"#� R ��5�<��
 �/0	�� ����+
 ��	D7 J
�� -4�56
 ��� %���U��

�0�$'/ %	��� ����+
 	�.�7 �� ��	
�R� M �$� �&

SuppR(M) = {P ∈ SpecR | AnnM ⊆ P}

� dimM = dim(R/AnnM) ".�@ ��� �� %0F�� -�
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7�!*�+ �3��� ��'�� �� ;��@4 �� 	8� n� f�	CT�
0 → NP → MP → LP → 0 }� "� 1� �*� � (.)P �!
[ �	 4 ��! � } � "� 9� (i) nX

7�!*�+ �3��� �
�	 �� ��' �F(� �:K" �� 	8� ��u� 7���
�+ SD	'
7�]� [A�+ 9� X7V7^ �� �� �!* w!A� (ii)

^7V^ B��:4 9� ��	��� 	� 7AssR(M) ⊆ SuppR(M) ����� ���!:, �;��@4 �� 	8� nZ
B�� 1	M?� .� � ( SuppR(M) ⊆ AssR(M) �� �!:� ��	 T ��! 4�+ ��Z� [A�+ 9�
^7V\ B��:4 9� ��	��� 	� F	' 7)8*	��+ R �NO' 9� ��	:�.�	+ 1	,F>�)�� ��?!:3+

7�� �,	8�+ �?!:3+ B�� �� ���
�+ �3��� M ��!� �8�4�> ( ��Z� [A�+ 9�
B�� �� 7 M = Rm1 + · · ·+Rmn �� )8*	� �	80 m1, · · · , mn ∈M ��8�o�$ nV

f��!D

P ∈ SuppR(M) ⇐⇒ MP 	= 0 ⇐⇒ ∃ i s.t. 0 	= mi/1 ∈ MP

⇐⇒ ∃ i s.t. Ann(mi) ⊆ P ⇐⇒ AnnM =
n⋂
i=1

Ann(mi) ⊂ P

�B����	8�

SuppR(M) = {P ∈ SpecR | AnnM ⊆ P}

� 7��,� �+ �	%� dimM 	� �	s�6� �� �� dimR(M)

��� �� �	��� ��	
�R� M � 2�7�) 2�->?@ R ���� ��� �����������
�����

AssR(M) = ∅ ⇐⇒ M = 0 ��

� AssR(R/P ) = {P} % R 2->?@ �� P ��� �/0	�� �� 2��� -� � 

�0�$'/ %	��� ����+
 	�.�7 �� ��	
�R� M �$� �!
�"#� ����+
 AssR(M) (i

�	�)�3:� AssR(M) � SuppR(M) 2-4�56
 �� ��5���
 ����4 -4�56
 (ii
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7 �]� [A�+ 9� X7V7Z ���.
 �� �!* w!A� n� f�	CT�
� 7 ��i� [A�+ 9� Y7] ��M" �� �!* w!A� nZ

	 � .� 7 � � ��	 
�R � M � 2� 7� ) 2�- > ?@ R � � � � �� � �������	!"
�	�.��D
 ��� E���� ���� ��� ���	��� ����+


� dimM = 0 ��

�"#� ���7�/ R/AnnM � 

����� ����+
 ��A M �!

�"#� R �� ��5�<��
 �/0	�� � P ∈ AssR(M) �� �&

�"#� R �� ��5�<��
 �/0	�� � P ∈ SuppR(M) �� �V

� 7�� �2�)� f�	CT�

'/ -� P W�X7�� �	��� R 2->?@ �� �.�� �/0	�� P ���� ��� ���������

����$�
 T��D7 ��� ���� -� %	����
 '�() htP �� ��

htP := sup{n ≥ 0 | ∃ P0 � P1 � · · · � Pn = P s.t. Pi ∈ SpecR}

I W�X7�� �	��� R 2->?@ �� 0��;.� �/0	�� � I ������� ���������

����$�
 T��D7 ��� ���� -�

htI := min{htP | I ⊆ P ∈ SpecR}

-� ����
 -6�+) T��D7 �� �$��# -�

htI + dimR/I ≤ dimR
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Y�G %���� ��� �� �	��� R 2->?@ �� �./0	�� I ���� ��� ���������

�����
 T��D7 ���U I

V (I) = {P ∈ SpecR | I ⊆ P}

� �� r ∈ R �* �4 �	�� � ��	 
�R � M � � � � �� � ���������

-� 2��A -� 	��� ��C�
 x ∈M �X��) �*�4 0�$�� ��
�) M 2�� �X� -�?4 Z�3>

��5) �� %	�+3� �X� -�?4 Z�3>
 M 2�� -� �� R �� 2����4 -4�56
 � rx = 0

������
 '�() ZR(M)

�	��� �X��) ��	
�R� M � 2�7�) 2�->?@ R ���� ��� �����������

F = {Ann(x) | 0 	= x ∈ M} 2���/0	�� 20���)�, �� ��5�<��
 �O4 �� ��
�	����
 M -� -+3��� ��� �/0	�� �

ZR(M) =
⋃

P∈AssR(M)

P � 

� 7 ��i� [A�+ 9� Y7� ��M" �� �!* w!A� f�	CT�

�	��� �BC�R� S � ->?@ � R ���� ��� ���������


J:� -� -.��D
 � �� x 0�$�� "#� [�\� R 2�� x ∈ S ����$ ��

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an = 0

�	�� =	� a1, · · · , an ∈ R � n ∈ N '/ �� -�

�	��� [�\� R 2�� S �� �*�4 �� 0�$�� "#� [�\� R 2�� S ����$ � 
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	�.�7 �� ��	
�R '���4 -� -� �7��� �� "#� ����+
 R 2�� S ����$ �!
�	��� ����+


%���� ��� �� �	��� �BC�R� S � ->?@ � R ������� �����������
S ′ 	�)�
 S �� 2�BC��� �� ��5(
 R[x] �$� �N�7 � �$� "#� [�\� R 2�� x ∈ S

�	��� ����+
 	�.�7 �� ��	
�R '���4 -� S ′ -� 	���

�"#� [�\� %����+
 �BC�R �� � ������	��

��
� ) ��> +3
 � � ��� "NC �� (I,≤) ]7�
 �^<C 2-4�6
 ���������

� k ≥ j � k ≥ i -� 2��A -� ��� "��� k ∈ I % i, j ∈ I �� 2��� 0�$��

2-����$ �	�� � ��>+3
 2-4�56
 � (I,≤) ���� ��� ���������

{µij : Mi →Mj}i≤j 2���+;��5��R20���)�, 0��5� -� ����	
�R �� {Mi}i∈I

�	���� ���9�� ��� _�� �� 0�$�� ����
 0	�
�) ��>+3
 0�I+#� �

�	��� Mi 2�� �)�5� "��I) µii % i ∈ I �� 2��� -� ��

� µik = µjk ◦ µij ����� -+��� i ≤ j ≤ k _�� �� i, j, k ∈ I �� 2��� � 

������
 '�() M = {Mi, µij}i,j∈I �� �� =�� ��>+3
 0�I+#�

2�� � � > + 3 
 0� I + #� � M = {Mi, µij}i≤j � � � � �� � ���������

����
 0��� '�() lim−→

i∈I

Mi �� -� 0�I+#� ��� ��>+3
 	@ �	��� I ��>+3
 2-4�56
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{µi : Mi → M}i∈I 2���+;��5��R 20���)�, 0��5� -� M ��	
�R �� "#� �����
% i ≤ j -� i, j ∈ I �� 2��� -� 2��A -�

µi = µj ◦ µij

%	�� � =� � "���, 2���� -� {N, {hi}i∈I} 	� )� 
 2�I �� 20��� )�, �� 2�� � �
% i ∈ N � � 2�� � - � 2��A - � "#� ��C� 
 f : M → N 2� +: � � +; ��5��R

�f ◦ µi = hi

"\7 ��> +3
 	@ %S 9�� �� �"#� �+; ��: � � f -� ����
 "�� ` � )�#/ -�
� "#�+:� �+;��:�

)' ( 	,��b��:,QR ( 	,F()+QR 9�  !�@+ �	a�� �� ��v �	 �	*
7���
�+ ;��@4 ��	%+ �!G �� .�� �>  !�@+

#$%�&'��() ���������

%���� � �� �� �	�� � ��	 
�R � M � R 2-> ?@ �� � ./0	 �� I � � � � �� �
�D�BA 2���+;��5��R %i ≤ j -� i, j ∈ N0 �� 2��� -� �M ⊇ IM ⊇ I2M ⊇ · · ·
������
 T��D7 fji(x+ IjM) = x+ I iM 2-Q��1 �� �� fji : M/IjM →M/I iM

�	����
 N 2�� a�:D
 0�I+#� � {M/I iM, fji}i≤j -� 	�� '��7�
 �$��# -�
%S9�� �� �"#� ��C�
 lim←−

i∈N

M/I iM ��D� '/ a�:D
 	@ %�P.

lim←−
i∈N

M/I iM =

{
(xi + I iM)i∈N ∈ ∏

i∈N

M/I iM | fji(xj + IjM) = xi + I iM

}

=

{
(xi + I iM)i∈N ∈ ∏

i∈N

M/I iM | ∀ i ≤ j , xj − xi ∈ I iM

}

2�-��G '���4 -� '��7�
 �� M 2����	
 ��� �� {I iM}i≥0 20���)�, %�I�� b�A ��
2c�.�G�7 ����I �� 2c�.�G�7 ��� �"��$ �H) �� M 2�� 2c�.�G�7 � 2���

���
�) M 2��
��
� ) ���� %����I 2c�.� G� 7 �� �� M ��	
�R 2�O4� �� {xn}n∈N 2-.�B)�


