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نتایج مالکیت و نشر و طبع حق فرم

یا پایان�نامه کل بصورت برداری کپی .هرگونه می�باشد آن نویسنده به متعلق پایان�نامه این تکثیر و چاپ ١-حق

مجاز طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه پایه علوم دانشکده کتابخانه یا نویسنده موافقت با تنها آن از بخشی

می�باشد.

کتبی اجازه بدون و می�باشد طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه به متعلق اثر این معنوی حقوق ٢-کلیه

نیست. واگذاری قابل ثالث شخص به دانشگاه

نمی�باشد. مجاز مرجع ذکر بدون پایان�نامه در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده همچنین



قدردانی و تشکر

توفیق آنکه امید به زندگیست، لحظه لحظه در یاورم و امید بزرگترین و اوست از دارم هرچه که را خدای سپاس

نکوشم. او خلق به خدمت جز یابم

خود تحصیل طول در نوروزی کوروش دکتر آقای جناب تلاش�های و زحمات کلیه از می�دانم لازم برخود

آموخته ایشان از مدت این در را اخلاقی و علمی نکات ارزنده�ترین تردید بدون کنم. قدردانی و سپاسگذاری

می�کنم آرزو است. نبوده امکان�پذیر ایشان نظرات نقطه و همفکری�ها بدون تحقیق، این نتایج به دست�یابی و

باشد. دیگران و من کار سرلوحه�ی همواره ایشان منشی بزرگ و بزرگواری

آقاجانی دکتر آقای جناب و آبکار دکتر آقای جناب خارجی داور اساتید زحمات از می�دانم لازم خود بر همچنین

پایان�نامه داوری زحمت قبول خاطر به حسینی دکتر خانم سرکار و مسیحا دکتر آقای جناب داخلی داور اساتید نیز و

نمایم. قدردانی و تشکر



چکیده

خانواده یک کارگیری به با انقباض، جدیدی نوع از استفاده با را ثابت نقطه�ی نتایج از برخی ابتدا رساله، این در

می�دهیم. تعمیم گراف یک و E-فاصله یک به مجهز یکنواخت فضاهای به متریک فضاهای از صعودی توابع از

یک به مجهز یکنواخت فضاهای در را وانگ و بوید نوع انقباض�های و مجانبی انقباض�های ثابت نقاط سپس،

مجانبی انقباض�های برای را کرک ثابت نقطه�ی قضیه�ی از جدید نسخه�ی یک به�علاوه، می�کنیم. بررسی E-فاصله

برخی پایان، در می�پردازیم. یکنواخت فضاهای در وانگ و بوید نوع انقباض�های بررسی به و آورده دست به

می�دهیم. قرار بررسی و مطالعه مورد برداری فرامتریک فضاهای در را ناگسترشی و انقباضی نگاشت��های

فضای مجانبی، انقباض�های ضعیف، همبند گراف ثابت، نقطه�ی جداشده، یکنواخت فضاهای کلیدی: کلمات

موضعی. ثابت تابع فرامتریک،



مطالب فهرست

٣ مقدمه

٧ یکنواخت فضاهای ١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکنواخت فضای ١.١

١٣ . . . . . . . . . . . پیرامون�ها از استفاده با ثابت نقطه�ی قضایای و پایه�ای پیرامون�های ٢.١

١٩ گراف یک به مجهز یکنواخت فضاهای در ثابت نقطه�ی ٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکنواخت فضاهای در E-فاصله�ها A-و ١.٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت نقطه�ی از نتایجی و گراف مفاهیم برخی ٢.٢

٣٠ . . . . . . . ثابت نقطه�ی و گراف یک به مجهز یکنواخت فضاهای در φ.p.G-انقباض�ها ٣.٢

۴٢ . . . ثابت نقطه�ی و گراف یک به مجهز یکنواخت فضاهای در خاص پیوستگی�های برخی ۴.٢

۴٨ وانگ و بوید نوع E-انقباض�های و E-مجانبی انقباض�های ٣

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . E-مجانبی انقباض�های ١.٣

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وانگ و بوید نوع E-انقباض�های ثابت نقاط ٢.٣

۶٣ برداری فرامتریک فضاهای در مدولار موضعی ثابت توابع ۴

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری فرامتریک فضاهای ١.۴

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال فرامتریک�های و مدولار موضعی ثابت تابع�های ٢.۴

١



مطالب فهرست مطالب فهرست

٧۶ مراجع

٨٢ انگلیسی به فارسی واژه�نامه�ی

٨۴ فارسی به انگلیسی واژه�نامه�ی

٢



مقدمه

گرفت. قرار مطالعه مورد متعددی ریاضیدانان توسط یکنواخت ساختارهای به مربوط مفاهیم ،١٩٣٠ دهه�ی در

یک از استفاده با یکنواخت فضاهای درباره�ی را خود نتایج فرانسوی، ریاضیدان ،[۶٨] وِی١ آندره ،١٩٣۶ سال در

کورِپا٢ ژورو وِی، از پس کرد. منتشر می�شد، تعریف پوشش�ها از خانواده�ای حسب بر که یکنواختی متفاوت مفهوم

یکنواختی مفهوم مطالعه�ی به ،١٩٣٧ سال در [٣٠] گرِیوز۴ لارِنس و [٢۴] کوهن٣ لنارد و ،١٩٣۶ سال در [۴۴]

[۶٩] وِی ،١٩٣٨ سال در سرانجام نکردند. پیدا دست رضایت�بخش نظریه�ی یک به آن�ها از هیچ�یک اما پرداختند

یافت. انتشار ١٩۴٠ سال در و داد ارائه می�باشد، کنونی تعریف بر منطبق که یکنواختی از جامعی و صریح تعریف

یکنواخت فضای و چیست یکنواختی اما نمود. مفهوم این توسعه�ی به شایانی کمک نیز [١۵] بورباکی۵ نیکُلاس

است؟ فضایی چه

فضای هر دیگر، عبارت به دارد. قرار توپولوژیک و متریک فضاهای رسته�ی بین یکنواخت فضاهای رسته�ی

مفهوم تعمیم با واقع، در است. توپولوژیک فضای یک یکنواخت فضای هر و یکنواخت فضای یک متریک

توپولوژیک فضاهای از خانواده�ای به یکنواخت، فضاهای در پیرامون مفهوم به رسیدن و متریک فضاهای در فاصله

کوشی خاصیت و یکنواخت همگرایی و یکنواخت پیوستگی جمله از یکنواختی مفاهیم آن�ها در که می�یابیم دست

می�شود. شامل نیز را توپولوژیک برداری فضاهای و توپولوژیک گروه�های همه�ی خانواده این می�باشند. تعریف قابل

[٧٠ ،۶۶ ،۵٧ ،۴١ ،٣۶ ،٣۵] در می�توان را یکنواخت فضاهای مورد در ملموس مثال�های همراه به مفصل بحث�های

١André Weil (1906-1998)
٢Djuro Kurepa
٣Leonard Cohen
۴Lawrence Graves
۵Nicolas Bourbaki

٣
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دید.

پرداخته آن خواص و توپولوژی یکنواخت، فضاهای معرفی به اول، فصل در است. فصل چهار شامل رساله این

از کوتاه تاریخچه�ای علاوه�، به می�کنیم. معرفی فضاها این در را مینکوفسکی شبه�مترهای و پایه�ای پیرامون�های و

می�دهیم. ارائه را یکنواخت فضاهای در ثابت نقطه�ی قضایای

تابع�ها این خواص بیان و یکنواخت فضاهای در E-فاصله�ها و A تعاریف ارائه�ی به ابتدا دوم، فصل در

از را [٣۴] یاکیمسکی١ توسط ٢٠٠٨ سال در گفته�شده نتایج ۴.٢ و ٣.٢ بخش�های از یک هر در می�پردازیم.

یک گرفتن نظر در دیگری و گراف یک به مجهز یکنواخت فضاهای با متریک فضاهای جایگزینی یکی منظر، دو

نشان نابدیهی مثال�هایی ارائه�ی با و می�دهیم تعمیم یاکیمسکی انقباضی شرط به نسبت ضعیف�تر انقباضی شرط

p-پیوسته مدارگون نگاشت�های تعریف با ۴.٢ بخش در به�علاوه، هستند. جالب و واقعی تعمیم�ها این که می�دهیم

تعمیم یکنواخت فضاهای به متریک فضاهای از را [٣۴] شده گفته قضایای از برخی گرافی p-پیوسته�ی مدارگون و

می�باشند. مشاهده قابل [۴] در همچنین فصل این اصلی نتایج می�دهیم.

یکنواخت فضاهای در را بوید-وانگ نوع E-انقباض�های و E-مجانبی انقباض�های ثابت نقاط سوم، فصل در

مجانبی انقباض�های درباره�ی کرک٢ ثابت نقطه�ی قضیه�ی از جدیدی نسخه�ی و کرده بررسی E-فاصله یک به مجهز

شده�اند. آمده [٣] در همچنین نتایج این می�کنیم. ثابت را وانگ۴ و بوید٣ قضیه�ی و

و مطالعه مورد برداری فرامتریک فضاهای در را ناگسترشی و انقباضی نگاشت��های برخی چهارم، فصل در

زیر یا دارد ثابت نقطه�ی ناگسترشی، یا انقباضی نگاشت� هر می�دهیم نشان دقیق�تر، بیان به می�دهیم. قرار بررسی

فصل این در شده ارئه نتایج است. پایا نگاشت� نوع این تحت که دارد وجود فرامتریک فضای از مجموعه�ای

است. رسیده چاپ به [٢٧] در همچنین

١Jachymski
٢Kirk
٣Boyd
۴Wong

۴
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١ فصل

یکنواخت فضاهای

پیرامون�های سپس و پرداخته آن از القاشده یکنواخت توپولوژی و یکنواختی معرفی به ابتدا فصل، این در

بخش در می�دهیم. قرار بحث مورد را آن�ها به وابسته مینکوفسکی شبه�متر�های و یکنواخت فضای یک پایه�ای

پیرامون�های از استفاده با یکنواخت فضاهای در را ثابت نقطه�ی از اثبات�شده قضایای برخی فصل، این پایانی

می�دهیم. ارجاع [۶٣ ،٢٣ ،٨ ،٧] به را خواننده زمینه این در بیشتر مطالعات برای می�کنیم. ذکر پایه�ای

یکنواخت فضای ١.١

از است عبارت می�شود، داده نشان ∆(X) نماد با که X قطر ،X مانند دلخواه ناتهی مجموعه�ی یک برای

مجموعه�های باشند. X × X از دلخواه زیرمجموعه�های V و U کنید فرض .{(x, x) : x ∈ X} مجموعه�ی

می�شوند: تعریف زیر صورت به U ◦ V و U−١

U−١ =
{
(x, y) ∈ X ×X : (y, x) ∈ U

}
;

U ◦ V =
{
(x, y) ∈ X ×X | ∃ z ∈ X : (x, z) ∈ V, (z, y) ∈ U

}
.

می�کنیم. بیان ناتهی مجموعه�ی یک بر را یکنواخت فضای تعریف اکنون

X ×X زیرمجموعه�های از U ناتهی خانواده�ی است. ناتهی مجموعه�ای X کنید فرض .([٧٠]) ١.١.١ تعریف

٧



یکنواخت فضای .١.١ ١ فصل

باشند: برقرار زیر خواص هرگاه گویند X روی یکنواختی١ یک را

است؛ ∆(X) شامل U عضو هر (U١

U؛ ∩ V ∈ U آن�گاه ،U, V ∈ U اگر (U٢

١−U؛ ∈ U آن�گاه ،U ∈ U اگر (U٣

V؛ ◦ V ⊆ U که طوری به دارد وجود U در V عضو ،U ∈ U هر ازای به (U۴

.V ∈ U آن�گاه باشد، U شامل X ×X از زیرمجموعه�ای V و U ∈ U اگر (U۵

U اعضای و یکنواخت فضای یک (X اختصار به (یا (X,U) آن�گاه باشد، X روی یکنواختی یک U اگر

می�شوند. نامیده X پیرامون�های٢

X پیرامون یک U اگر واقع، در می�دهند. تعمیم متریک فضاهای در را فاصله مفهوم خود نوبه�ی به پیرامون�ها

می�گویند. U-نزدیک را y و x آن�گاه ،(x, y) ∈ U و

در که است X ×X زیرمجموعه�های از B ناتهی خانواده�ی ،X روی یکنواختی یک برای پایه یک از منظور

می�کند: صدق (U٢) از زیر تعدیل�شده�ی صورت و (U۴) ،(U٣) ،(U١) ویژگی�های

.W ⊆ U ∩ V که طوری به دارد وجود W ∈ B آن�گاه ،U, V ∈ B اگر (U٢′

می�شود، داده نشان ⟨B⟩ نماد با که B توسط تولید�شده یکنواختی آن�گاه کند، صدق ویژگی چهار این در B اگر حال

یعنی، می�شوند، شامل را B از عضوی که است X ×X زیرمجموعه�های همه�ی خانواده�ی

⟨B⟩ =
{
U ⊆ X ×X | ∃ B ∈ B : B ⊆ U

}
.

.B ⊆ ⟨B⟩ که است ذکر شایان

١uniformity
٢entourages

٨



یکنواخت فضای .١.١ ١ فصل

دهید: قرار ε > ٠ هر ازای به است. متریک فضای یک (X, d) کنید فرض .([٧٠]) ٢.١.١ مثال

Uε =
{
(x, y) ∈ X ×X : d(x, y) < ε

}
.

حاصل یکنواختی را آن که می�باشد X روی یکنواختی یک برای پایه یک {Uε | ε > ٠} خانواده�ی صورت این در

است. یکنواخت فضای یک متریک فضای هر بنابراین، می�نامند. متر از

است. G همانی عضو همسایگی�های دستگاه Ne و توپولوژیک گروه یک G کنید فرض .([٧٠ ،٣۵]) ٣.١.١ مثال

کنید: تعریف U ∈ Ne هر ازای به

LU =
{
(x, y) ∈ G×G : x−١y ∈ U

}
,

(
RU =

{
(x, y) ∈ G×G : xy−١ ∈ U

})
.

می�باشد G روی یکنواختی یک برای پایه یک ({RU | U ∈ Ne}) {LU | U ∈ Ne} خانواده�ی صورت این در

و چپ یکنواختی�های آن�گاه باشد، آبلی G گروه اگر که است روشن می�نامند. G (راست) چپ یکنواختی را آن که

می�باشند. یکسان راست

یک زیر، مثال در می�شود. تعریف توپولوژیک برداری فضاهای روی یکنواختی�هایی ،٣.١.١ مثال مشابه

می�کنیم. تعریف شبکه�ها روی یکنواختی

کنید: تعریف a ∈ X هر ازای به است. شبکه یک (X,⪯) کنید فرض .۴.١.١ مثال

Da = ∆(X) ∪
{
(x, y) ∈ X ×X : a ⪯ x, a ⪯ y

}
.

(١.١ (شکل می�باشد. X روی یکنواختی یک برای پایه یک {Da | a ∈ X} خانواده�ی صورت این در

می�شود: مجهز زیر یکنواختی دو به طبیعی طور به X مانند ناتهی مجموعه�ی هر .([٧٠]) ۵.١.١ مثال

UT = {X ×X}, UD = ⟨{∆(X)}⟩ =
{
U ⊆ X ×X : ∆(X) ⊆ U

}
.

U یکنواختی هر ازای به که است واضح می�نامند. X روی گسسته یکنواختی را UD و بدیهی یکنواختی را UT

برقرارند. UT ⊆ U ⊆ UD شمول�های ،X روی

٩



یکنواخت فضای .١.١ ١ فصل

.R در Da پیرامون شکل :١.١ شکل

پیرامون�های همه�ی اشتراک هرگاه گویند Xجداساز١ ناتهی مجموعه�ی روی Uرا یکنواختی .([٧٠]) ۶.١.١ تعریف

می�شود. نامیده جداشده یکنواخت فضای یک X حالت، این در باشد. ∆(X) برابر X

اشتراک فقط است کافی یکنواختی، یک بودن جداساز بررسی برای که است بدیهی پایه، مفهوم به توجه با

یکنواختی و ۴.١.١ مثال یکنواختی متر، از حاصل یکنواختی بنابراین، کنیم. محاسبه را یکنواختی آن پایه�ی اعضای

X از U پیرامون هر و x عضو هر ازای به آن�گاه باشد، یکنواخت فضای یک X اگر می�باشند. جداساز گسسته

U [x] =
{
y ∈ X : (x, y) ∈ U

}
(ناتهی) گردآیه�ی علاوه، به می�شود. نامیده x یکنواخت همسایگی یک

τU =
{
A ⊆ X | ∀ x ∈ A ∃ U ∈ U : U [x] ⊆ A

}
به {U [x] : U ∈ U} خانواده�ی می�نامند. یکنواخت توپولوژی را آن که می�کند تعریف X روی توپولوژی یک

بیان راستا این در مثال چند اکنون است. τU توپولوژی برای x نقطه�ی در همسایگی پایه�ی یک ،x ∈ X هر ازای

می�کنیم.

است: زیر صورت به UD و توپولوژیک گروه متریک، فضاهای روی یکنواختی از حاصل توپولوژی .٧.١.١ مثال

١separating

١٠



یکنواخت فضای .١.١ ١ فصل

.R در Uε[x] یکنواخت همسایگی و Uε پیرامون شکل :٢.١ شکل

دقیقاً (X, d) متریک فضای و τU باز مجموعه�های آن�گاه بگیریم، نظر در را متر از حاصل یکنواختی اگر الف)

هستند؛ یکی

توپولوژی همان τU آن�گاه بگیریم، نظر در را G توپولوژیک گروه یک از آمده دست به راست یکنواختی اگر ب)

است؛ G روی

می�کنند. القا X روی را بدیهی و گسسته توپولوژی�های ترتیب به UT و UD یکنواختی�های ج)

داد. تشخیص را یکنواخت فضای بودن جداساز τU توپولوژی روی از می�توان زیر گزاره�ی از استفاده با

هم با زیر گزاره�های صورت این در است. یکنواخت فضای یک X کنید فرض .([٧٠ ،۶۶]) ٨.١.١ گزاره

معادل�اند:

است؛ جداشده X (١

است. هاسدورف توپولوژی یک τU (٢

القا توپولوژی یک X روی یکنواختی هر چون دانست توپولوژیک فضای یک می�توان را یکنواخت فضای هر

١١



یکنواخت فضای .١.١ ١ فصل

ساده همگرایی و پیوستگی همچون توپولوژیکی مفاهیم بیان یکنواخت توپولوژی از استفاده با بنابراین می�کند.

است.

است: برقرار زیر گزاره�های صورت این در است. یکنوخت فضای یک X کنید فرض .([٧٠]) ٩.١.١ گزاره

U پیرامون هر ازای به اگر فقط و اگر است x ∈ X نقطه�ی به همگرا X یکنواخت فضای در {xn} دنباله�ی (١

,xn)؛ x) ∈ U آن�گاه ،n ≥ N اگر که طوری به �باشد داشته وجود N مثبت صحیح عدد ،X از

پیرامون ،X از V پیرامون هر ازای به اگر فقط و اگر است پیوسته x٠ ∈ X نقطه�ی در f : X → X نگاشت (٢

.(fx, fx٠) ∈ V آن�گاه ،(x, x٠) ∈ U اگر که طوری به �باشد داشته وجود X از U

فضاهای خلاف بر که است آن می�سازد متمایز توپولوژیک فضاهای از را یکنواخت فضاهای که خاصیتی اما

می�شوند. تعریف آن�ها در یکنواخت همگرایی و پیوستگی کوشی، دنباله�ی مانند یکنواختی مفاهیم توپولوژیک،

است. یکنواخت فضای یک X کنید فرض .([٧٠ ،۵]) ١٠.١.١ تعریف

داشته وجود N مثبت صحیح عدد ،X از U پیرامون هر ازای به هرگاه گویند کوشی X در را {xn} دنباله�ی (١

,xm)؛ xn) ∈ U آن�گاه ،m,n ≥ N اگر که طوری به �باشد

باشد. همگرا X از نقطه�ای به آن در کوشی دنباله�ی هر هرگاه گویند دنباله�ای کامل را X یکنواخت فضای (٢

و است کوشی دنباله�ی یک یکنواخت فضای یک در همگرا دنباله�ی هر شده، ارائه تعریف به توجه با به�وضوح

است. متریک فضای در کوشی دنباله�ی همان شده تعریف کوشی دنباله�ی آن�گاه باشد، متر از حاصل یکنواختی اگر

می�شود. بیان یکنواخت فضاهای در یکنواخت پیوسته�ی مفهوم زیر در اکنون

است. یکنواخت فضای یک X کنید فرض .([٧٠ ،۵]) ١١.١.١ تعریف

از U پیرامون ،X از V پیرامون هر ازای به هرگاه گویند یکنواخت پیوسته�ی X بر را f : X → X نگاشت (١

,fx)؛ fy) ∈ V آن�گاه ،(x, y) ∈ U اگر که طوری به �باشد داشته وجود X

گویند f به یکنواخت همگرای را {fn} دنباله�ی است. X روی خودنگاشت�های از دنباله�ای {fn} کنید فرض (٢

n ≥ N هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود N مثبت و صحیح عدد ،X از U پیرامون هر برای هرگاه

.(fnx, fx) ∈ U ،x ∈ X و

١٢



پیرامون�ها از استفاده با ثابت نقطه�ی قضایای و پایه�ای پیرامون�های .٢.١ ١ فصل

همگرا، دنباله��ی هر و پیوسته یکنواخت، پیوسته�ی نگاشت هر ،١١.١.١ تعریف به توجه با که است ذکر شایان

در شده بیان مفاهیم آن�گاه شود، مجهز متر از حاصل یکنواختی به متریک فضای یک اگر همچنین، کوشی�است.

می�شوند. تبدیل متریک فضاهای در متناظر مفاهیم همان به ١١.١.١ تعریف

پیرامون�ها از استفاده با ثابت نقطه�ی قضایای و پایه�ای پیرامون�های ٢.١

[١٨] براوئر١ یان ابِرتس لیوتزِن هلندی، ریاضیدان به منسوب ثابت نقطه�ی قضایای مهم�ترین و اولین از یکی شاید

ریاضیدان باناخ٢، استفان مدیون را خود پیشرفت و توسعه متری، ثابت نقطه�ی نظریه�ی شک، بدون اما باشد.

انتگرال، معادله�ی یک جواب یافتن منظور به خود، دکترای رساله�ی در ،١٩٢٢ سال در که می�باشد لهستانی نامی

باناخ» انقباض «اصل به که قضیه این نمود. بیان متریک فضاهای در را ثابت نقطه�ی قضایای ساده�ترین از یکی

است: زیر صورت به دارد، شهرت

انقباضی شرط در f : X → X نگاشت و است کامل متریک فضای یک X کنید فرض .([١٢]) ١.٢.١ قضیه

d(fx, fy) ≤ kd(x, y) (x, y ∈ X)

و دارد x∗ مانند فرد به منحصر ثابت نقطه�ی یک f صورت این در کند. صدق است، ثابت عددی k ∈ [٠, ١) که

همگراست. x∗ به {fnx} دنباله�ی ،x ∈ X هر ازای به

نظریه�ی در مطالعه به ریاضیدانان و محققین از بسیاری کرد، پیدا قضیه این که متعددی کاربردهای دلیل به

سال در دادند. ارائه متریک فضاهای در را باناخ انقباض اصل از تعمیم�هایی و آورده روی متری ثابت نقطه�ی

تعمیم یکنواخت فضاهای به متریک فضاهای از پیرامون�ها کمک به را باناخ انقباض اصل [۶] آچاریا٣ ،١٩٧۴

و ١٩۶٠ دهه�های در او، از قبل گرچه نهاد، بنا یکنواخت فضاهای در را ثابت نقطه�ی نظریه�ی بنیان و پایه و داد

[٢٨] روتارو٧ و گئورگیو۶ ،[۵٢] نیژکی۵ ،[۴۶] کَسس�نُوِس۴ مراوای جمله از نویسندگان از معدودی تعداد ،١٩٧٠

١Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966)
٢Stefan Banach (1892-1945)
٣Acharya
۴Maravall Casesnoves
۵Niczky

١٣



پیرامون�ها از استفاده با ثابت نقطه�ی قضایای و پایه�ای پیرامون�های .٢.١ ١ فصل

توسط طی�شده روند ارائه�ی برای �بودند. کرده اثبات یکنواخت فضاهای در را ثابت نقطه�ی از قضایایی [۶٢] رِی١ و

نیازمندیم. یکنواخت فضای یک (پیمانه) اندازه�ی�٢ مفهوم به آچاریا،

پیوسته�ی X ×X روی که شبه�متریک�هایی تمام خانواده�ی توسط X بر U یکنواختی هر ([۴١]) .٢.٢.١ قضیه

می�شود. تولید هستند یکنواخت

X ×X بر که است X روی شبه�مترهایی همه�ی (ناتهی) خانواده�ی F و یکنواخت فضای یک X کنید فرض

دهید: قرار r مثبت حقیقی عدد هر و ρ ∈ F هر ازای به هستند. یکنواخت� پیوسته�ی

V (ρ, r) =
{
(x, y) ∈ X ×X : ρ(x, y) < r

}
.

یک ،r > ٠ و ρ ∈ F که V (ρ, r) شکل به مجموعه�های همه�ی خانواده�ی ،٢.٢.١ �قضیه�ی بنابر صورت، این در

یعنی، است، X روی U یکنواختی برای زیرپایه

V =

{
n∩

i=١

V (ρi, ri) : n ≥ ١, ρi ∈ F, ri > ٠ (i = ١, . . . , n)
}

می�نامند. U یکنواختی اندازه�ی را F خانواده�ی می�باشد. U برای پایه یک

پیوسته��ی X ×X بر که را X روی شبه�مترهایی تمامی نیست لازم که داد نشان [۶] آچاریا ،١٩٧۴ سال در

تولید را U یکنواختی می�توان نیز F از مناسب زیرمجموعه�ای کمک به حتی یعنی، گرفت، کار به هستند یکنواخت�

می�کنیم. بیان را زیر لم ابتدا قضیه این بیان برای کرد.

که طوری به است X × X مجموعه�های زیر از دنباله�ای {Un : n ∈ N} کنید فرض .([۴١]) ٣.٢.١ لم

تابع صورت، این در .Un+١ ◦ Un+١ ◦ Un+١ ⊆ Un و قطر شامل Un ،n ∈ N هر ازای به و U٠ = X ×X

که طوری دارد وجود d : X ×X → R+

,d(x؛ z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ،x, y, z ∈ X هر ازای به الف)

۶Gheorghiu
٧Rotaru
١Ray
٢gage

١۴



پیرامون�ها از استفاده با ثابت نقطه�ی قضایای و پایه�ای پیرامون�های .٢.١ ١ فصل

،n ∈ N هر ازای به ب)

Un ⊆ {(x, y) : d(x, y) < ٢−n} ⊆ Un−١.

است. X بر شبه�متر یک d تابع آن�گاه باشند، تقارنی Unها تمامی اگر به�علاوه،

روی شبه�مترهای از خانواده�ای کمک به می�توان را X ناتهی مجموعه�ی روی یکنواختی هر .([۶]) ۴.٢.١ قضیه

هستند. یکنواخت� پیوسته�ی X ×X بر شبه�مترها همه�ی که کرد تولید X

یک U از B خانواده�ی زیر کنید فرض همچنین است. X مجموعه�ی برای یکنواختی یک U کنید فرض اثبات.

V ∈ B هر ازای به نیست. X ×X مجموعه�ی آن عناصر از یک هیچ و تقارنی B عنصر هر که است U برای پایه

که می�کنیم انتخاب چنان را U متقارن اعضای از {U (V )
n }∞n=٠ دنباله�ی

U
(V )
n+١ ◦ U

(V )
n+١ ◦ U

(V )
n+١ ⊆ U (V )

n ,

که طوری به دارد وجود X روی dV شبه�متر ،٣.٢.١ لم از استفاده با .U (V )
١ = V و U (V )

٠ = X ×X آن در که

U (V )
n ⊆ {(x, y) : dV (x, y) < ٢−n+٢} ⊆ U

(V )
n−١. (١.٢.١)

نمایش V با را X روی شبه�مترهای از P خانواده� توسط شده تولید یکنواختی .P = {dV : V ∈ B} کنید فرض

می�دهیم: قرار می�دهیم.

W(V,r) = {(x, y) : dV (x, y) < r}.

رابطه�ی از .V ⊆ U که طوری به دارد وجود V ∈ B صورت این در است. دلخواه پیرامون یک U کنید فرض

که می�گیریم نتیجه (١.٢.١)

W(V,١) ⊆ U
(V )
١ = V.

.U ⊆ V پس ،U ∈ V یعنی، ،W(V,١) ⊆ U بنابراین

i = ١, ٢, · · · ,m ، ri > ٠ و B در Vm ،· · · ،V٢ ،V١ اعضای صورت این در .W ∈ V کنید فرض حال

١۵


