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ওواಯॸࣣف
اජ໑وزૼنॠد৘ون࠙࡭ق೯دا॥ت

଒آ඼່یدم
وনیاৠمداد.

واජ໑وزૼن
گاه୓یख़୏࡛ࢴتوໆرشاراز඼ෙय़و੪ॸفБЗرگا਩یا॥ت ৽ون৘دॠ

ਅୀ଒یඟ໖اغ୓یراঘ࣒مایز৯دਛیام॰د৯د
ਅୀ଒یड़وࣿباभࣇخاروସتاජ໑وزم॰د৯د

ਅୀ଒یభ৳ماਗیسال୓یز৯دਛیامাੇࣥواଡویارمরود৯دوංඌ঒ند
اଌنپایانৎଓฬقد৤مଘآ਩ฬی଒اජ໑وزمॠد৘ونযหش৔୏وৗ୏ور࠙࡭قآنୀ୓ز৯دਛیاما॥ت

ৎقد৤مන෤঳ଘرଌنड़وඞඁࢌ୓ی೯داو৯دభز৯دজ࣓م
৮دروماସభ୍م

وৎقد৤مୀଘاభاৣم
گاه୏اঃیدشانروਣতیমࡑشراকمরود،න෤঳رଌن୓راୀاীشانآرزوਗی঍࣒م. ৽ࣺࡦشభ଒



೯دایا...
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که
پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
که توست رهایی امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو
ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق
جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف
نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامͬ، گستاخͬ بی�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بی�آنکه داشتن

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



චاری ণپاس໋�
· · اଌنآغازراਘیਟیپایانا॥ت·

భاଌنجا وओودਖ৶ییاभࢌ.ঁذا اଌنپایانਟଓฬی঴،໚دوناॸطاف୏وردگاروইسا਩یభ଒اଌنراهଘاশ࣊جاষࢋیاریرسا৯د৯د،خ࢕࠽تِ
ऒୀودلازمਗیداৣمازاীشانदدردا਩ی৶ما৤م:

঴دونراঘ࣒ماਪی�୓یارز৯ده�یاীشان، ෼لণپاسৎقد৤مख़ଘࡗතراণتادන෥ख़رمপنابآ༚یدන඿رय़ھدیসناਘی،راঘ࣒مایඟ໋انदدر੪ऩ଒عاً
اଌنहख़ࢤوଘଐا৅جامਖ৶ی�رণید.

ازज़شاور૛൏࣌ঘ඼່هপنابآ༚یدන඿رज़࡯࠷ودامان෼لاංඖنانرادارم.
षख़ࢤوయادهوزୌیودන඿ر೺ख़مّد඼ඹ࣊঩یصادقീ঒࣎م. दدرداندमࢌෘ੣োوراঘ࣒ماਪی୓یज़ࡰࡵقاଡیداورانارേ॒ندآ༚یاندන඿را५دا...

ازاণتادارേ॒ندপنابآ༚یدන඿ر૮ࣹن૮ࣹن৖ور৶ماশندهیূࡗજیلاتتࢇേیਚیඵ෕زඖࢾพࢁඟم.

ازخاৣماঀھام಻ඌࣹنزادهଘخاকජໍم༜ࢁඟیوज़ساࠛدتേ઼࣓ماଡشانণپاسਟی৒భغدارم.
ণ،LATEXپاسච໋ارم. ঙࢠ಻ൾ൒نازآ༚یख़ࡏ૮نඟ໊ما਩یୈادଘخاජໍپا।خ�দوਪی१ଘؤالاৠمड़భورد

ازدوণتانऒوলم،خاৣم୓آ೺ख़మمدیوज़඼ම।سࢂඟانඵේज़భ଒ر৬دوଌناଌنپایانଓฬبا୓ਝیਟیشا૚঵هऒودජ໑اॠد৘ونऒوীش৶ࢤودها৯د،
ণپاسච໋اریਗی঍࣒م.

াسازآن،রوਗଖی�زৣمୀدণتان඼ෙय़و඼ෙय़با਩ی،৮دروماସభ୍موভعداز೯دا،ণتاীشਗی�঍࣒موओودग़قدس�شانراوพ়ࢁਗඟی�঍࣒مازୀاభان
ସ୍مଘپاسعا૑੎هໆرشاروඟ໋مایاঃیدমࡑشوओودشان،భ଒اଌنໆردଌୃنروزگاران،න෤঳رଌن௵نૼنরود৯د.

اඵෂریدॽوਫی ૡ࣓ੀवه
৘඼ෙ७ور۹۰
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پیشͽفتار

مثبت ماتریسهای ردهی و B با مثبت ویژهی مقدار ͷی تنها با متقارن حقیقͬ ماتریسهای ردهی

نقش ماتریسها از رده دو این .A ⊆ B که، است واضح مͬشود. داده نشان A با B به متعلق

دارند. آمار و عددی آنالیز ماتریسها، تئوری خطͬ، جبر قبیل از علوم مختلف شاخههای در مهمͬ

مͬشود. ارائه A در ماتریس ͷی گرفتن قرار برای مشخصسازیهایی و ویژگͬها تحقیق این در

تجزیه آنها خصوصیات برخͬ و مͬشوند معرفͬ MC-ماتریسها ′ و MC-ماتریسها همچنین

-MC ′ ردهی و متقارن MC-ماتریسهای ردهی که مͬشود داده نشان بعلاوه مͬگردد. تحلیل و

ویژهی مقدار ͷی تنها با متقارن ماتریسهای ردهی از مجموعهای زیر دو هر متقارن ماتریسهای

مͬشود. نتیجه گیرد، قرار B در ماتریس ͷی که این برای کافͬ شرایط این، از بیش مͬباشند. مثبت

است: زیر قرار به آمد، خواهد تحقیق این در آنچه

پرداخته است، شده گرفته کار به تحقیق روند در که اولیه مفاهیم و تعاریف بیان به اول، فصل در

مͬشود. ارائه مفاهیم این با بهتر آشنایی برای توضیحاتͬ و

ارائه ،٢ فصل در مثبت ویژهی مقدار ͷی تنها با مثبت متقارن ماتریس ͷی از خصوصیت چندین

ͷی که معنͬ این به مͬآید، بدست A در A گرفتن قرار برای معادل شرط ͷی ویژه به است. شده

آن در که باشد، LDLT تجزیهی دارای A اگر تنها و اگر است A به متعلق A مثبت متقارن ماتریس

درایهی اولین با قطری ماتریس ͷی D = diag(d١, d٢, . . . , dn) و واحد مثلثͬ پایین ماتریس ͷی L

ͷی که این برای دیͽری خاص شرایط همچنین مͬباشد. منفͬ قطری درایههای سایر و مثبت قطری

١



٢ پیشͽفتار .٠

مͬگردد. بیان باشد، A به متعلق مثبت متقارن ماتریس

برخͬ و معرفͬ ٣ فصل در دارند، نامنفͬ ماتریسهای با ͬͺنزدی رابطهی که M-ماتریسها،

در دارند. اقتصاد و ریاضیات در زیادی کاربردهای ماتریسها این مͬشود. بیان آنها ویژگͬهای

به C-ماتریسها، نام نامنفرد،به ماتریسهای از رده ͷی برای مشخصسازیهایی فصل این ادامهی

مͬگردد. ارائه آنها خواص از برخͬ همراه

-MC مثبت، ویژهی مقدار ͷی تنها با متقارن ماتریسهای ردهی از مجموعه زیر دو ،۴ فصل در

مͬگردد. تحلیل و تجزیه آنها ویژگͬهای از برخͬ و مͬشوند معرفͬ MC-ماتریسها، ′ و ماتریسها

متقارن MC-ماتریسهای ′ ردهی و متقارن MC-ماتریسهای ردهی که مͬشود داده نشان همچنین

مͬباشند. مثبت ویژهی مقدار ͷی تنها با متقارن ماتریسهای ردهی از مجموعهای زیر

مثبت ویژهی مقدار ͷی تنها دارای متقارن ماتریس ͷی که این برای دیͽر کافͬ شرایط تعدادی

است. شده ارائه ۵ فصل در باشد،



١ فصل

اولیه نتایج و تعاریف

٣



۴ اولیه نتایج و تعاریف .١

قضایایی و مفاهیم اولیه، تعاریف و مقدمات بیان و نمادها از تعدادی معرفͬ از بعد فصل این در

ارائه همنهشتͬ به مربوط نتایج و قضایا سپس مͬشود، بیان ویژه بردارهای و ویژه مقادیر مورد در

مͬگردد.

نیازها پیش ١.١

فصول در که ماتریسها با مرتبط قضایای و لمها تعاریف، ارائهی نمادها، برخͬ معرفͬ با بخش این

مͬشود. آغاز گرفت، خواهند قرار استفاده مورد نیاز حسب بر بعدی

ماتریسهای همهی مجموعهی و Rm×n با را m × n حقیقͬ ماتریسهای همهی مجموعهی

n حقیقͬ بردارهای همهی مجموعهی همچنین مͬدهیم. نشان Rn×n با را n مرتبهی مربعͬ حقیقͬ

مͬدهیم. نمایش Rn با را مؤلفهای

صورت: این در باشد. برداری فضای ͷی V کنید فرض .١.١.١ تعریف

صورت به برداری V به متعلق xn ،. . . ،x٢ ،x١ بردارهای خطͬ ترکیب .١

c١x١ + c٢x٢ + · · · + cnxn,

هستند. دلخواه اسͺالرهای cn ،. . . ،c٢ ،c١ آن در که است،

span{S} با S به متعلق بردارهای خطͬ ترکیبهای همهی مجموعهی گاه آن ،S ⊂ V اگر .٢

مͬشود. داده نشان

نباشد، span{S \ {x}} به متعلق x ∈ S بردار هرگاه است، خطͬ مستقل S ⊂ V مجموعهی .٣

این غیر در نوشت. S بردارهای سایر از خطͬ ترکیب حسب بر را S از برداری هیچ نتوان یعنͬ

است. خطͬ وابسته S صورت



۵ نیازها پیش .١.١

.span{S} = V و خطͬ مستقل S هرگاه است، پایه ͷی V برای S ⊂ V .۴

یͺسان S٢ و S١ عناصر تعداد گاه آن باشند، V پایههای S٢ و S١ متناهͬ مجموعهی دو اگر .۵

مͬشود. نامیده V بˀعد تعداد این و است

صورت: این در باشد. Rn در بردارها از مجموعهای {x١, x٢, . . . , xn} کنید فرض .٢.١.١ تعریف

مͬشود. داده نمایش xT
i با xi ترانهادهی .١

.xT
i xi = ١ هرگاه گویند، یͺه را xi .٢

هرگاه است، متعامد {x١, x٢, . . . , xn} .٣

xT
i xj = ٠, i ̸= j.

یͺه) (متعامد متعامد یͺا بردارها از مجموعه این باشد. متعامد {x١, x٢, . . . , xn} فرضکنید .۴

هرگاه مͬشوند، نامیده

xT
i xi = ١, i = ١, ٢, . . . , n.

در باشد. مثبت صحیح عدد ͷی k و A = (aij), B = (bij) ∈ Rn×n کنید فرض .٣.١.١ تعریف

صورت: این

صورت به و داده نشان AT با را A ترانهادهی .١

AT = (aji),

مͬشود. تعریف

صورت به و داده نشان |A| با را A قدرمطلق .٢



۶ اولیه نتایج و تعاریف .١

|A| = (|aij|),

مͬشود. تعریف

٣ و ٢ (تعاریف (A > B) A > B گاه آن ،i, j = ١, ٢, . . . , n ،(aij > bij) aij > bij اگر .٣

مͬباشند.). برقرار نیز بردارها برای

نامثبت، (منفͬ، مثبت آن درایههای همهی هرگاه است، نامنفͬ) نامثبت، (منفͬ، مثبت A .۴

.(A > 0 ،A 6 0 ،A < 0) A > 0 مͬنویسیم و باشد نامنفͬ)

.aij = ٠ ،(j > i) i > j هر برای هرگاه مͬشود، نامیده مثلثͬ) (پایین مثلثͬ بالا A .۵

هرگاه مͬشود، نامیده متقارن A .۶

aij = aji, i, j = ١, ٢, . . . , n.

صورت به و داده نشان trace(A) با را A اثر .٧

trace(A) = a١١ + a٢٢ + · · · + ann,

مͬشود. تعریف

همانͬ ماتریس In که ،AB = BA = In که طوری به باشد موجود B مانند ماتریسͬ اگر .٨

مͬدهند. نشان A−١ با و گویند A معکوس را B آنگاه است، n × n

،i = ١, ٢, . . . , n هر برای هرگاه است، (سطری) غالب١ قطر A .٩

|aii| >
n∑

j=١
j ̸=i

|aij|,

Diagonally Dominant١



٧ نیازها پیش .١.١

باشد برقرار اکید صورت به فوق نامساوی هرگاه مͬشود، نامیده (سطری) غالب٢ قطر اکیداً و

داریم.). نیز ستونͬ غالب قطر (اکیداً) ماتریسهای برای مشابه (تعریفͬ

آن ستونهای هرگاه است، متعامد A دیͽر عبارت به .AT A = I هرگاه است، متعامد A .١٠

یعنͬ باشند، یͺه متعامد

aT
i aj = δij =

 ١, i = j,

٠, i ̸= j,

مͬباشد. A kام ستون ،k = ١, ٢, . . . , n ،ak آن در که

اصلͬ ماتریس زیر ͷی مͬآید، بدست A از یͺسان ستونهای و سطرها حذف از که ماتریسͬ .١١

صورت این در باشد، (١, ٢, . . . , k) سطری بردار νk کنید فرض مͬشود. نامیده A

A[νk] =


a١١ a١٢ . . . a١k

... ... ... ...

ak١ ak٢ . . . akk

 ,

است. A از k مرتبهی پیشرو اصلͬ ماتریس زیر

ماتریس .۴.١.١ مثال

A =



٧ −٣ ٢ ١

٣ −۵ ١ ٠

١ ٠ ۴ −٢

١ −٢ ١ −۴


,

صورت به ترتیب به A از ٣ مرتبهی و ٢ مرتبهی پیشرو اصلͬ ماتریسهای زیر بͽیرید. نظر در را

Stricly Diagonally Dominant (SDD)٢



٨ اولیه نتایج و تعاریف .١

A[ν٢] =

 ٧ −٣

٣ −۵

 , A[ν٣] =


٧ −٣ ٢

٣ −۵ ١

١ ٠ ۴

 ,

هستند. غالب قطر اکیداً A[ν٣] و A[ν٢] و غالب قطر A همچنین هستند.

داده Nنمایش (A) با را A پوچ فضای و R(A) با را A برد .A ∈ Rm×n فرضکنید .۵.١.١ تعریف

صورت به و

R(A) = { b ∈ Rm | b = Ax ،x ∈ Rn مانند برداری ازای به },

N (A) = {x ∈ Rn | Ax = ٠},

مͬشوند. تعریف

سطرهای توسط آمده وجود به فضای زیر صورت این در ماتریسm×nباشد. ͷی A فرضکنید

مͬشود. نامیده آن ستونͬ فضای ،A ستونهای توسط آمده وجود به فضای زیر و آن سطری فضای ،A

نمایش rank(A) با و مͬباشد آن ستونͬ فضای بˀعد A رتبهی مͬباشد. A ستونͬ فضای همان A برد

همچنین مͬشود. داده نمایش nullity(A) با و مͬباشد A پوچͬ ،N (A) بˀعد همچنین مͬشود. داده

.[۴] nullity(A) + rank(A) = n

مͬباشد. منفرد صورت این غیر در .rank(A) = n هرگاه است، نامنفرد A ∈ Rn×n ماتریس

بدست همانͬ ماتریس ستونهای) (یا تعویضسطرهای از که P ∈ Rn×n ماتریس .۶.١.١ تعریف

مͬشود. نامیده جایͽشت٣ ماتریس آید، مͬ

(ستونهای) تعویضسطرهای ماتریسAباعث در (راست) چپ از P ماتریسجایͽشت ضرب

.P T P = I گاه آن باشد، جایͽشت ماتریس ͷی P اگر مͬشود. آن

Permutation Matrix٣


