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رياضي  رشته كارشناسي ارشدمقطع 1386 دانشجوي ورودي سال  فروزان ادب آور اينجانب

ديگري بهره گرفته ام با  گواهي مي نمايم چنانچه در پايان نامه خود از فكر، ايده و نوشته كاربردي

بديهي است . مناسب ذكر كرده ام نقل قول مستقيم يا غير مستقيم منبع و ماخذ آن را نيز در جاي

ن خواهم خويش مي دانم و جوابگوي آ ديگران نباشد بر عهده مسئوليت تمامي مطالبي كه نقل قول

 .بود

 
 

 فروزان ادب آور

 

  

رياضي رشته  كارشناسي ارشدمقطع  1386دانشجوي ورودي سال  فروزان ادب آوراينجانب 

... مقاله، كتاب، و  گواهي مي نمايم چنانچه براساس مطالب پايان نامه خود اقدام به انتشار كاربردي

و به صورت ... كتاب، و  نشر مقاله، نمايم ضمن مطلع نمودن استاد راهنما، با نظر ايشان نسبت به

 .مشترك و با ذكر نام استاد راهنما مبادرت نمايم

 
 

 فروزان ادب آور

 

  

موضوع اين پايان  نتايج مطالعات ، آزمايشات و نو آوري ناشي از تحقيق به مرتبطكليه حقوق مادي 

 .نامه متعلق به دانشگاه پيام نور مي باشد 
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  تقديم به                      

                    

 .های مهربان مادرمروح پدرم و دست                                         

 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 
 
 
 
 
 
 
  



 

   

 
 

  ...هر لطفي را سپاسي است

  .كه قدرت انديشيدن به ما عطا فرمود خالق يكتاها تقديم به ترين سپاسعالي

آقاي دانم كه در برابر استاد گرانقدر و فرزانه خداي مهربان بر خود واجب مي پس از حمد و سپاس

اند سر تكريم و تواضع كه در طي نگارش اين پايان نامه مشوق و راهنماي من بوده ذاكري علي دكتر

  .فرود آورم و از ايشان كمال تشكر و قدرداني را داشته باشم

  :كنم ازو صميمانه تشكر مي

 آقاي دكتركه سمت استاد مشاور و  زادهمحمدحسن بيژن آقاي دكتراستادان ارجمند   

 .اندكه با دقت نظر علمي زحمت داوري پايان نامه را به عهده داشته نيسي عبدالساده

  

دريغشان كه در موفقيت من نقش بسزايي دارند هاي بيبه پاس حمايت خانواده عزيز و مهربانم 

 .اندحامي من بوده ترينو همواره بزرگ

 

-به پاس مهرباني خالصانه كه در طي نگارش اين پايان قادر براتيو آقاي  پورسپيده تقيخانم  

 .اممند بودهنامه همواره از آن بهره

 

  ...و هر سپاس را معرفتي است                                                                      

  

  

 
 
 

  



 

   

 
 

  چكيده 

- و تفاضلات متناهي براي گسسته) عناصر متناهي(نامه ابتدا به معرفي روش اجزاي محدود اين پايان

همچنين روش شبكه چندگانه را . پردازدمي (PDE)سازي معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي

هاي چندسطحي سازي با استفاده از مفهوم روشاز گسستهبراي حل دستگاه معادلات بزرگ حاصل 

دار در صفحه كه بخشي از آن نياز به تظريف مش سپس يك مسأله پواسن با دامنه كران. دهدارائه مي

بيشتري نسبت به ساير نقاط دامنه محاسباتي دارد را در نظر گرفته و با استفاده از روش اجزاي محدود 

دليل بزرگ بودن ابعاد ماتريس ضرايب دستگاه به. محاسبه شده استيك جواب تقريبي براي آن 

سايدل مورد سازي و تنك بودن آن، براي حل روش تكراري گاسمعادلات خطي حاصل از گسسته

دليل محدود بودن توان محاسباتي اما محدود بودن تعداد تكرارهاي اين روش به. گيرداستفاده قرار مي

منظور حل اين مشكل و  به. شودها ميسبب ايجاد خطاي فراوان در جواب ها در اغلب مواردرايانه

هاي حاصل در ناحيه تظريف شده، روش شبكه ايجاد دقت مضاعف و بهبود بخشيدن به جواب

همچنين كران خطا و شرايط همگرايي جواب . كار گرفته شده استبه (FAC)مركب انطباقي سريع 

-اي آن ارائه ميهمراه برنامه رايانهدر آخر يك نمونه عددي به. گيردنيز مورد بحث و بررسي قرار مي

  .گردد

  

  

  

  ديواژگان كلي

هاي چندسطحي، شبكه مركب، شبكه ظريف، شبكه بزرگ، تظريف مش انطباقي، روش پردازش

، روش Vهاي چندگانه، معادلات پواسن، چرخه عناصر متناهي، روش تفاضلات متناهي، روش شبكه

  .   شبكه مركب انطباقي سريع

  

 

  

 



 

   

 
 

  پيشگفتار

صورت معادلات ديفرانسيل با هاي مختلف در علوم مهندسي و رياضيات كاربردي كه بهمسأله

نقاط تكين، . دارند ايهاي واقعي بسيار پيچيدهشوند، صورتسازي ميمدل (PDE)مشتقات جزيي

اند كه نياز مبرم به دقت از اين قبيل يهاي دامنه محاسباتي مواردتيز و ناپيوستگيهاي نوكشكاف

- هاي تجزيه دامنه و گسستهكه از روشهنگامي. قاعده دارندهاي بيمضاعف و حل مجدد اين صورت

روش . هاي داراي مشكل داريمكنيم، نياز به تظريف شبكه در زيردامنهسازي براي حل استفاده مي

در  طي حل مسأله با تظريف شبكه يك فرآيند عددي پوياست كه در (AMR)تظريف شبكه انطباقي 

روش . پردازدد مسأله در آن ناحيه مياي بيشتر به حل مجدايجاد نقاط شبكه ناحيه داراي مشكل و

(AMR) دليل بهبود مؤثر جواب و پرهيز از انجام محاسبات غيرضروري در نواحي فاقد مشكل به )

- روش شبكه. باشداي ميداراي محبوبيت ويژه) اي بسيار سودمند استسازي يارانهكه از نظر ذخيره

 (AMR)ها است كه از ساختار چندسطحي اي از الگوريتمرده (FAC)هاي مركب انطباقي سريع 

كه در نواحي طوريكند، بهصورت يك شبكه مركب افراز ميبرده و از ابتدا  دامنه محاسباتي را بهبهره 

سازي مسأله، به حل دستگاه معادلات ناشي از تر باشد و پس از گسستهداراي مشكل طول گام ظريف

   .پردازدميآن با استفاده از ايده روش شبكه چندگانه  
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  1  
تعاريف، قضايا و مفاهيم اوليه     

  

 

  .يابدفصل به بيان تعاريف و مفاهيم مورد نياز در فصول بعدي اختصاص مي اين

 تعاريف    1- 1

 

  �� فضاي  1- 1-1 تعريف

۰اگر � � � .�باشد، آنگاه نرم  �يك تابع اندازه پذير مختلط بر  �و   ∞ �
صورت زير تعريف را به 

  كنيممي

      ���
 � � |�|
 �  ���١ 
⁄ . 
 

  : ها داريمعبارت است از مجموعه همه توابعي كه در آن ���
�در اين صورت فضاي 

                         ���
 � ∞.   



 

   

 
 

 ���
 .ناميممي �ي  
�را نرم

 

�در حالت خاص، اگر   �   :شودصورت زير تعريف ميبه �2، آنگاه  نرم۲

                

���
۲

� �� |�|۲ �  ���١ ۲� . 
  نرم برداري  2-1- 1تعريف

� فرض كنيد � R ��و � �  �
۱
, … �� �، نرم � مثبت ازاي هر عددحقيقيدر اين صورت به. باشد #

  :شودزير تعريف ميصورت به ��بردار 

 

���
 � $%  |�&|
�
&'۱

(
۱). 

  :نماييمن ميارا با رابطه زير بي �� نهايت بردارنرم بي

  

 ���* � +,�|�&|.         �- � 1, … , .� 
  نرم ماتريسي  3-1- 1تعريف  

/فرض  � 0,&,1234�5 634�� نرم  .ماتريسي دلخواه باشد  7 ۱# صورت زير به /ماتريس  �

  :شودتعريف مي

�/�
 � +,� �/���
����
  , ��58�   , �� 9 0 . 
  

� ازايبه � ۱,   :آينددست ميهاي رايج زير بهنرم  ∞

  

���
۱

� +,� %:,&,1:3
&'۱

,          ���
∞

� +,� %:,&,1:�
&'۱

. 
  



 

   

 
 

  :شودنرم دو ماتريس از رابطه زير محاسبه مي

�/�
۲

� $% %  3
&'۱

|,&,1|۲�
1'۱

(
۱

۲

 

,λ ۱فرض كنيد  4- 1-1تعريف  < ۲, … , < �-به /شعاع طيفي ماتريس . باشند /مقادير ويژه ماتريس  
�/�= :شودصورت زير تعريف مي � +,�|λ &|. 

/ اگر .1.1قضيه � 0,&,1234�5 634�  ماتريسي دلخواه باشد، آنگاه 

�/�
۲

� >=�/?/�۲

 

 [1] .ك.ر   برهان

 

 هاي خاصماتريس  5- 1-1تعريف 

  

?/ متقارن گويند هرگاهرا  /ماتريس مربعي . 1ماتريس متقارن � /. 

 

داشته   � را معين مثبت گويند هرگاه براي هر بردار ناصفر /ماتريس متقارن  . 2ماتريس معين مثبت

�/@� باشيم A �/@�كه در صورتي.  ۰ 7  .گويندرا معين نيمه مثبت مي /، ۰

  

   غالب گويند، هرگاه يرا قطر .از مرتبه  /ماتريس مربعي  .ماتريس قطري غالب

:,&,1: 7 %:,&,1:�
1'۱1B&

  , - � ۱, ۲, … , . 

 

 .شودناميده ميغالب  يقطر اًاكيد / جايگزين شود، آنگاه ماتريس Aاگر در رابطه فوق علامت 

 
 

                                                
١ Symmetric matrix 
٢ Positive definite matrix 



 

   

 
 

                   
   
 شبكه منظم 1-1شكل                                               منظمناشبكه  2-1شكل   

 
بندي صفحه اقليدسي با شبكه منظم از  بخش ):2يافتهساخت(1شبكه منظم 6- 1-1تعريف 

. آيددست ميالخط همسان بههاي مستقيمالسطوحهاي همسان يا فضاي اقليدسي با متوازيچهارگوش

هاي منظم در شبكه. اندايي از اين نوع در كاغذ شطرنجي قابل مشاهدههشبكه) .را ببينيد 1-1شكل (

البته اين  .متناهي و تفاضلات متناهي كاربرد فراواني دارند هاي حجمآناليز عناصر متناهي، يا روش

    .اندهاي همسان نيز معروفها به شبكهنوع شبكه

فضاي اقليدسي با اشكال ساده مانند  هرگاه صفحه يا  ):4فاقد ساختار( 3منظمشبكه نا 7- 1-1تعريف 

- 1شكل . (دست خواهد آمداي نامنظم بهاي منظم افراز گردد، شبكهمثلث يا چهار وجهي بدون قاعده

كه دامنه محاسباتي مورد نظر هايي از اين نوع در روش عناصر متناهي در حالتيشبكه) .را ببينيد 2

 .گيردستفاده قرار ميخود شكلي نامنظم دارد، مورد ا

                       

                                                
١Regular grid  
٢Structured grid 
٣Irregular grid 
٤Unstructured grid 



 

   

 
 

                                       
  ۲شبكه مركب، پنج تكه، يك تكه براي هر سطح با ضريب تظريف   3-1شكل  

در يك . هاي همسان تودرتو استشبكه مركب اجتماعي از شبكه: 1شبكه مركب 8-1-1تعريف 

گيرد، به هر زيرشبكه همسان يك تكه مورد استفاده قرار مي  3سطح و  2تكهشبكه مركب دو مفهوم 

طور كه بههنگامي .باشدهاي همسان با طول گام مشابه مياي از تكههر سطح شامل مجموعه. گويند

پردازيم، در حد فاصل بين شبكه بزرگ و زير شبكه تظريف شده با اي ميموضعي به تظريف شبكه

طور كه در اين نقاط همان. اسبه در آنها تابع شرايط خاصي استنقاط جديدي مواجه شده كه مح

  : شوندنشان داده شده است به سه گروه عمده زير تقسيم مي) 3-1(شكل

 .اندنمايش داده شده ●با نماد ) 4- 1(كه در شكل  4نقاط شبكه ظريف •

 .اندنمايش داده شده  ○ با نماد) 4- 1(كه در شكل  5نقاط شبكه بزرگ •

  .اندداده شده ◊با نماد نمايش ) 4- 1(كه در شكل  6وابستهنقاط  •

                                                
١Composite grid 
٢Patch 
٣Level  
٤ Fine point grid 
٥ Coarse point grid 
٦ Slave point 



 

   

 
 

  

  شبكه مركب دوسطحي، نقاط حدفاصل  4-1شكل          

-هاي تفاضلي توليد ميهاي عددي طرحبا استفاده از بسط سري تيلور در روش   9-1-1تعريف 

در اينجا به معرفي چند . شوندكار برده مي اي در روش تفاضلات متناهي بهطور گستردهشوند كه به

 :پردازيمطرح تفاضلي مهم و متداول مي

  :مرتبه اول 1تفاضلات متناهي پيشرو

      
CDD
ED
DFGH� � IJK۱,LM NIJ,LM

∆H P Q�∆��
G?� � IJ,LMK۱NIJ,LM

∆? P Q�∆R�
GS� � IJ,LK۱

M NIJ,LM
∆S P Q�∆T�

U    

  :مرتبه اول 2تفاضلات متناهي پسرو

  GH� � G&,1� V G&N۱,1�
∆� P Q�∆�� 

 :مرتبه اول 3تفاضلات متناهي مركزي

      GH� � IJK۱,LM NIJW۱,LM
۲∆H P Q�∆�۲� 

  :تفاضلات متناهي مركزي مرتبه دوم

      GHH� � IJW۱,LM N ۲IJ,LM  X IJK۱,LM
∆H۲

P Q�∆�۲� 

                                                
١ Forward difference 
٢ Backward difference 
١Central difference 



 

   

 
 

 

كنيد تفاضلات پيشرو وپسرو داراي دقت مرتبه اول و فوق مشاهده ميطور كه در روابط همان

  .باشندتفاضلات مركزي هم براي تقريب مشتق اول و هم مشتق دوم داراي دقت مرتبه دوم مي

  هاي حل دستگاه معادلات جبريروش   2- 1

معادلات جبري هاي روند، دستگاهكار ميبه PDE سازي كه براي حل عددي مسائلهاي گسستهروش

توان در واقع با حل اين دستگاه معادلات مي. كنندايجاد مي 1با مراتب بالا و ماتريس ضرايب تنك

بنابراين استفاده از يك روش مؤثر براي حل اين دستگاه معادلات . را فراهم آورد PDEجواب مسأله 

هاي روشه كلي هاي حل دستگاه معادلات جبري به دو شاخروش. حائز اهميت فراواني است

  .شوندتقسيم مي 3هاي تكراريروشو  2مستقيم

 6و تجزيه 5، روش گاوس جردن4هايي مانند روش حذفي گاوسروش :هاي مستقيمروش 1- 1-2

LU هاي صورت ماتريسها ماتريس ضرايب را بهدر گام اول اين روش. باشندها مياز انواع اين روش

تبديل نموده و سپس به حل مستقيم دستگاه معادلات با ماتريس بالا مثلثي، پايين مثلثي يا قطري 

سازي كارايي از گسسته ها براي حل دستگاه معادلات تنك ناشياين روش. پردازندضرايب جديد مي

- كار ميها بهقابل قبولي ندارند زيرا عمليات سطري مقدماتي كه براي مثلثي يا قطري كردن ماتريس

-سازي رايانههاي صفر ماتريس شده و اين از نظر صرف زمان و ذخيرهؤلفهرود، باعث مقدار گرفتن م

هاي موازي را هاي فوق قابليت اجراي مؤثر بر روي رايانهعلاوه بر اين روش. فايده استاي كاملاً بي

  . ندارند

-بندي قرار ميدر اين رده (GS)8سايدل، گاوس7هايي مانند ژاكوبيروش: هاي تكراريروش 2- 1-2

�ها در ابتدا يك فرض اوليه اين روش. گيرندY�۰� عنوان تقريبي از جواب معادله را به/� � Z  در نظر

                                                
٢Sparse 
٣Direct method  
٤Iterative method 
٥ Gauss elimination 
٦Gauss-Jordan elimination method 
٧LU factorization 
١Jacobi method 
٢ Gauss-seidel method(GS) 



 

   

 
 

�]اي از بردارهاگرفته و دنبالهY�\�]\'۰

\'*
. همگرا باشد �كه به سمت جواب طوريكند، بهرا توليد مي 

هاي فوق امكان اجراي مزيت ديگر روش. يابداين ترتيب جواب تقريبي در هر مرحله بهبود مي به

صورت زير بيان توان بهفرآيند يك روش تكراري را مي. هاي موازي استبرخي از آنها بر روي رايانه

  :نمود

                  �Y�\� � �Y�\N۱� P ^N۱�Z V /�Y�\N۱��                                                   )4-1(       

 آساني محاسبه شده و تقريب مناسبي از ماتريسماتريسي است كه معكوس آن به ^ كه در آن 

  تر نمودن معادله فوق خواهيم داشتبا ساده. است/

                �Y�\� �  _ V ^N۱/# �Y�\N۱� P ^N۱Z 
               �Y�\� � 6�Y�\N۱� P ` 

`كه در آن  � ^N۱Z  وI  6 همچنين. است /ماتريس هماني هم رتبه با ماتريس � _ V ^N۱/ 

�خطا   هاي تكراري محاسبهدر روش. شودماتريس تكرار ناميده ميY V �در هر مرحله از اهميت  

در حقيقت از . كندماتريس تكرار تنزل خطا را در هر مرحله تكرار كنترل مي. فراواني برخوردار است

  خواهيم داشت) 4-1(

         �Y�\� V � � 60�Y�\N١� V �2 
aنرم بنابراين 

۲
كه تعداد هنگامي. كندماتريس تكرار معيار مناسبي از سرعت همگرايي روش تأمين مي 

ماتريس تكرار قابل تخمين زدن  ��6=1تكرارها زياد است، سرعت همگرايي با استفاده از شعاع طيفي

روش شبكه چندگانه نيز روشي تكراري . اندنيز معروف 2تخفيفي هايهاي فوق به روشروش .است

 . بردهاي تخفيفي بهره ميبراي حل مؤثر دستگاه معادلات جبري با مراتب بالاست كه از روش كه

 

  

                                                
٣ Spectral radius  
٤ Relaxation method 


