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: چͺیده
مدول�های −C∗ محیط در را تعامد حافظ تقریبا و تعامد حافظ نگاشت�های پایان�نامه این در
داخلͬ ضرب �مدول�های −C∗ ،V,W هرگاه بویژه مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد داخلͬ ضرب
حافظ نگاشت ͷی خطͬ، −A ایزومتری ͷی از اسͺالر مضرب هر باشند، A جبر −C∗ روی
خواهد برقرار باشد، K(H) ⊆ A که حالتͬ در تنها مطلب این عکس است. خطͬ −A تعامد

بود.
−A تعامد حافظ تقریبا نگاشت ͷی برای را

∥∥⟨Tx, Ty⟩−∥T∥٢⟨x, y⟩
∥∥ از برآوردی همچنین

شامل جبر −C∗ ͷی روی داخلͬ ضرب مدول�های −C∗ ،V,W که T : V → W خطͬ
مͬ�دهیم. ارائه مͬ�باشند، K(H)

باشند، هیلبرت مدول�های −C∗ ،V,W و A = K(H) اگر که مͬ�دهیم نشان این بر علاوه
خطͬ −A تعامد حافظ نگاشت ͷی وسیله�ی به را خطͬ −A تعامد حافظ تقریبا نگاشت ͷی

زد. تقریب مͬ�توان
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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی

پیشینه ١.١

تئوری این ͬͺکاپلانس شد. معرفͬ ١٩۵٣ سال در [١١]١ ͬͺکاپلانس توسط بار اولین هیلبرت ∗C−مدول فضای

داد. ارائه بودند، شده تعریف یͺال و جابجایی جبر�های −C∗ روی که مدول�هایی با تنها را

جابجایی غیر ∗C−جبر فضای برای [١٧]٣ ریفل و [١۵]٢ͷپاش توسط مستقل طور به تئوری این ١٩٧٠ سال در

یافت. گسترش

گروه تئوری تئوری، −K عملͽر جبری، عملͽرهای تئوری در مفیدی بسیار ابزار هیلبرت مدول −C∗ فضاهای

−C∗ ͷی از ۴ موریتا هم�ارزی در را کلیدی نقش فضاها این همچنین هستند. عملͽر فضاهای تئوری و نمایش

مͬ�کنند. ایفا جبر −C∗ کوانتوم گروه�های تئوری و جبرها −C∗ از تئوری −K جبر،

شده�اند، معرفͬ ۶ اسͺید و بت۵ توسط هیلبرتکه ∗C−مدول فضای از حاصلضربسیستم مͺانیͷکوانتوم، در

برای سیستم�ها حاصلضرب این گرفته�اند. قرار بررسͬ مورد هیلبرت فضای از سیستم�ها حاصلضرب صورت به

Kaplansky١
Paschke٢
Rieffel٣
Morita۴
Bhat۵

Skeide۶

١



٢ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

هستند. مهم بسیار کلͬ جبر −C∗ ͷی به B(H) از ٧ آروسون تئوری توسعه�ی

نگاشت�های ابتدا او گرفت. قرار بررسͬ مورد ٨ ͬͺچمیلاینس توسط بار اولین نیز تعامد حافظ تقریبا نگاشت�های

بعد متناهͬ فضا که حالتͬ در داد نشان و [۶] داد قرار تحقیق مورد هیلبرت فضای در را تعامد حافظ تقریبا ,Tx⟩∥∥خطͬ Ty⟩−∥T∥٢⟨x, y⟩
∥∥ از برآوردی و است بسته OP خطͬ نگاشت به نسبت ε−OP خطͬ نگاشت باشد،

نگاشت�های «آیا که کرد مطرح را سوال این همچنین داد، ارائه خطͬ −A تعامد حافظ تقریبا نگاشت ͷی برای را

در را تعامد حافظ تقریبا نگاشت�های ٩ ͷترنس سپس [٧] پایدارند؟» نیز بعد نامتناهͬ هیلبرت فضای در ε−OP

پایان�نامه این .[٢٠] آورد بدست را نگاشت�های این پایداری دقیق مقدار و کرد مطرح هیلبرت مدول�های −C∗

مقاله�ی اساس بر

• D. Ilisevic, A. Turnsek, Approximately orthogonality preserving mappings on C∗ −

modules, J. Math. Anal. Appl ٣۴(٢٠٠٨)١ ٣٠٨− ٢٩٨

است. شده نوشته

Arveson٧
Chmielinski٨

Turnsek٩



٣ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

اولیه قضایای و تعاریف ٢.١

هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم مختلط جبر ͷی ،(.) ضرب عمل با همراه را A مختلط برداری فضای تعریف١.٢.١.

باشیم داشته x, y, z ∈ A و α ∈ C

x.(y.z)؛ = (x.y).z (١

x.(y؛ + z) = x.y + x.z و (x+ y).z = x.z + y.z (٢

.α(x.y) = (αx).y = x.(αy) (٣

شرایط برقراری بر علاوه هرگاه مͬ�نامیم A جبر روی جبری نرم ͷی را ∥.∥ : A → R+ نگاشت .٢.٢.١ تعریف

باشیم داشته x, y ∈ A هر ازای به نرم

∥x.y∥ 6 ∥x∥.∥y∥.

گویند. باناخ جبر ͷی را A آنگاه باشد، کامل شده تعریف نرم با A نرمدار جبر اگر

ͷی عضو معمولا مͬ�نامیم. ١٠ یͺال را A آنگاه باشد، واحد نرم با یͺدار باناخ جبر ͷی A هرگاه .٣.٢.١ تعریف

مͬ�دهند. نمایش e با را A

به و مͬ�شود تعریف ∗(x) = x∗ �صورت به A روی به A مختلط جبر از ١١ برگشت یا ∗ عمل .۴.٢.١ تعریف

است زیر ویژگͬ�های دارای x, y ∈ A هر ازای

+x)؛ y)∗ = x∗ + y∗ (١

؛ (αx)∗ = αx∗ ،α ∈ C هر ازای به (٢

∗(xy)؛ = y∗x∗ (٣

.(x∗)∗ = x (۴

مͬ�نامند. باناخ جبر −∗ͷی برگشت، عمل با همراه را A باناخ جبر

Unital١٠
Involution١١



۴ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

باشد برقرار ∥x∗x∥ = ∥x∥٢ شرط x ∈ A عضو هر برای و باشد باناخ جبر −∗ ͷی A هرگاه .۵.٢.١ تعریف

مͬ�نامند. جبر −C∗ یا جبر −B∗ ͷی را A آنگاه

ͷی Ω هرگاه همچنین مͬ�باشد، یͺال جبر −C∗ ͷی λ 7→ λ برگشت عمل با مختلط اعداد میدان .۶.٢.١ مثال

مͬ�باشد. جبر −C∗ ͷی f 7→ f برگشت عمل با C٠(Ω) باشد، فشرده موضعا هاسدورف فضای

مانند عضوی هرگاه مͬ�نامیم معکوس�پذیر را x ∈ A عضو باشد. یͺدار جبر ͷی A کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

که �طوری به باشد موجود x−١ ∈ A

x−١x = xx−١ = e.

مͬ�دهیم. نشان Inv(A) با را A معکوس�پذیر عناصر مجموعه�ی

به و شده داده نشان σ(a) نماد با a ∈ A عنصر ١٢ طیف باشد. یͺدار جبر ͷی A کنید فرض .٨.٢.١ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر �صورت

σ(a) =
{
λ ∈ C : λe− a /∈ Inv(A)

}
.

a ∈ A عضو باشد. جبر −∗ͷی A کنید فرض .٩.٢.١ تعریف

∗a؛ = a اگر است خودالحاق •

a∗a؛ = aa∗ اگر است نرمال •

a٢؛ = a = a∗ اگر است تصویر •

a٢؛ = a اگر است خودتوان •

.σ(a) ⊆ [٠,∞) و بوده خود�الحاق a اگر است مثبت •

مͬ�دهیم. نشان Asa و A+ با ترتیب به را A خودالحاق عناصر مجموعه�ی و مثبت عناصر مجموعه�ی

مقداری −A داخلͬ ضرب ͷی با Wهمراه چپ مدول −A باشد، جبر −C∗ ͷی A هرگاه .١٠.٢.١ تعریف

Spectrum١٢



۵ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

⟨., .⟩ : W ×W −→ A (x, y ∈ W )(
x, y

)
7→ ⟨x, y⟩

و x, y, z ∈ W هر ازای به هرگاه مͬ�شود نامیده داخلͬ ضرب مدول −C∗ یا داخلͬ ضرب مدول −A ͷی

باشیم داشته α, β ∈ C, a ∈ A

+αx⟩؛ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ (١

,ax⟩؛ y⟩ = a⟨x, y⟩ (٢

,x⟩؛ y⟩∗ = ⟨y, x⟩ (٣

.⟨x, x⟩ > ٠, ⟨x, x⟩ = ٠ ⇔ x = ٠ (۴

به زیرا مͬ�باشد. خطͬ مزدوج دوم مولفه�ی به نسبت و خطͬ اول مولفه�ی به نسبت شده تعریف داخلͬ ضرب

داریم x, y ∈ W, a ∈ A هر ازای

⟨x, ay⟩ = ⟨ay, x⟩∗ = (a⟨y, x⟩)∗ = ⟨y, x⟩∗a∗ = ⟨x, y⟩a∗.

تعریف از ١,٢,٣ شرایط هرگاه مͬ�شود نامیده داخلͬ ضرب نیم مدول −A ͷی W فضای .١١.٢.١ تعریف

باشد برقرار نیز زیر شرط آن بر علاوه و بوده برقرار فوق

.⟨x, x⟩ > ٠ ،x ∈ W هر ازای به (۴′

ضابطه�ی با ∥.∥W : W → Cنگاشت باشد، داخلͬ ضرب مدول −AͷیW اگر .١٢.٢.١ )تعریف
W, ∥.∥W

)
بنابراین مͬ�باشد). دارا را نرم مͬ�باشد(خواص W روی نرم ͷی ∥x∥W = ∥⟨x, x⟩∥

١
٢ , (x ∈ W )

مͬ�باشد. نرمدار فضای ͷی

Wاست. روی نرم نیم ͷی ∥.∥W آنگاه باشد، داخلͬ ضرب نیم مدول −AͷیW اگر .١٣.٢.١ نکته

مدول −C∗ یا هیلبرت مدول −A ͷی W آنگاه باشد، کامل شده تعریف نرم با
(
W, ∥.∥W

)
فضای اگر •

مͬ�شود. نامیده A جبر −C∗ روی ١٣ هیلبرت

Hilbert C∗- Module١٣



۶ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

آنگاه ،x, y ∈ W و باشد داخلͬ ضرب نیم مدول −AͷیW اگر [ ١.١ گزاره ،١٣ ] .١۴.٢.١ گزاره

⟨y, x⟩⟨x, y⟩ 6 ∥⟨x, x⟩∥⟨y, y⟩. (١.١)

داریم a ∈ A هر ازای به بنابراین .∥⟨x, x⟩∥ = ١ مͬ�کنیم فرض ابتدا در اثبات.

٠ 6 ⟨ax− y, ax− y⟩ = ⟨ax, ax⟩ − ⟨ax, y⟩ − ⟨y, ax⟩+ ⟨y, y⟩

= a⟨x, x⟩a∗ − a⟨x, y⟩ − ⟨y, x⟩a∗ + ⟨y, y⟩.

داریم a = ⟨y, x⟩فرض با مͬ�باشد، a∗ba 6 ∥b∥a∗a, (a, b ∈ A) A جبر −C∗ هر در آنجائیͺه از

٠ 6 aa∗ − aa∗ − aa∗ + ⟨y, y⟩

⇒ aa∗ 6 ⟨y, y⟩

⇒ ⟨y, x⟩⟨x, y⟩ 6 ∥⟨x, x⟩∥⟨y, y⟩.

از استفاده با و x١ =
x√
α
فرض با نتیجه در .∥⟨ x√

α
,

x√
α
⟩∥ = ١ آنگاه ،∥⟨x, x⟩∥ = α, α ̸= ١ اگر حال

بود. خواهد برقرار ( ١.١ ) نابرابری شد، ثابت که آنچه

است برقرار زیر نابرابری آنگاه ،x, y ∈ W و باشد داخلͬ ضرب مدول −AͷیW اگر .١۵.٢.١ لم

∥⟨x, y⟩∥ 6 ∥x∥∥y∥.

است. معروف داخلͬ ضرب مدول −A فضای در ١۴ شوارتز کوشͬ- نابرابری به فوق نابرابری

داریم ( ١.١ ) نابرابری از استفاده با آنگاه ،a = ⟨x, y⟩ کنید فرض اثبات.

a∗a 6 αc.

Caushy - Schwartz Inequality١۴



٧ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

لذا است، A در عضو ͷی c = ⟨y, y⟩ و بوده حقیقͬ مقدار ͷی α = ∥⟨x, x⟩∥ آن در که

∥a∗a∥ 6 ∥αc∥ = |α|∥c∥.

داریم نتیجه در .∥a∗a∥ = ∥a∥٢ پس است، جبر −C∗ ͷی A و a∗a ∈ A آنجائیͺه از

∥a∥٢ 6 |α|∥c∥ =⇒ ∥a∥ 6 |α|
١
٢ ∥c∥

١
٢

=⇒ ∥⟨x, y⟩∥ 6 ∥⟨x, x⟩∥
١
٢ ∥⟨y, y⟩∥

١
٢

=⇒ ∥⟨x, y⟩∥ 6 ∥x∥∥y∥.

ریشه لذا مͬ�باشد، A در مثبت عضو ͷی ⟨x, x⟩ آنجائیͺه از باشد. جبر −C∗ ͷی A کنید فرض .١۶.٢.١ نکته

مͬ�شود. داده نشان |x| با و دارد وجود آن مثبت دوم

معمولͬ داخلͬ ضرب فضاهای همانند باشد. داخلͬ ضرب مدول −A ͷی W کنید فرض .١٧.٢.١ تعریف

فرضکنید حقیقت در باشد. داخلͬ ضرب مدول −Aͷی که ساخت Wرا از قسمتͬ خارج فضای ͷی مͬ�توان

مدول −AͷیW/N پس Wمͬ�باشد. از بدیهͬ مدول زیر ͷی N �وضوح به .N =
{
x ∈ W : ⟨x, x⟩ = ٠

}
مقداری −A داخلͬ ضرب تعریف با و

⟨x+N, y +N⟩ = ⟨x, y⟩, (x, y ∈ W ),

بود. خواهد داخلͬ ضرب مدول −Aͷی

هیلبرت مدول −AͷیW باشد. هیلبرت مدول −AͷیW و جبر −C∗ ͷی A کنید فرض .١٨.٢.١ تعریف

یعنͬ باشد، چͽال A در Span{⟨x, y⟩ : x, y ∈ W} طرفه دو ایده�آل هرگاه مͬ�شود نامیده ١۵ تام

A = Span{⟨x, y⟩ : x, y ∈ W}.

مͬ�پردازیم. هیلبرت مدول −A از مثال چند ذکر به ادامه در

Full١۵



٨ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

هیلبرت مدول −A ͷی ⟨a, b⟩ = ab∗, (a, b ∈ A) داخلͬ ضرب با A آنگاه باشد، جبر −C∗ ͷی A اگر (١

نتیجه در و بوده A از مدول −A زیر ͷی J آنگاه باشد، A در بسته راست ایده�آل ͷی J اگر همچنین مͬ�باشد.

است. هیلبرت مدول −Aͷی

⊕Ei =
{
(xi)i : xi ∈ Ei

}
آنگاه باشد، هیلبرت مدول�های −A از متناهͬ مجموعه�ی ͷی {Ei}i∈I اگر (٢

مͬ�باشد. هیلبرت مدول −Aͷی زیر داخلͬ ضرب با و مدول، −Aͷی

⟨x, y⟩ =
∑
i

⟨xi, yi⟩ : x = (xi)i, y = (yi)i.

آنگاه باشد، هیلبرت مدول�های −A از نامتناهͬ مجموعه�ی ͷی {Ei}i∈I اگر همچنین

⊕Ei =
{
(xi)i : xi ∈ Ei ,

∑n
i ⟨xi, xi⟩ A در همͽرا

}
,

مͬ�باشد. هیلبرت مدول −Aͷی متناهͬ حالت در شده تعریف داخلͬ ضرب با و مدول، −Aͷی

طبق آنگاه باشد، I از متناهͬ مجموعه�ی زیر J کنید فرض داخلͬ ضرب این بودن تعریف خوش مشاهده�ی برای

داریم داخلͬ ضرب مدول�های −A برای شوارتز کوشͬ- نابرابری

∥⟨x, y⟩∥ 6 ∥x∥∥y∥, (x, y ∈ ⊕JEi) ⇒ ∥⟨x, y⟩∥ 6 ∥⟨x, x⟩∥
١
٢ ∥⟨y, y⟩∥

١
٢ ,

داشت خواهیم داخلͬ ضرب ضابطه�ی به توجه با و

∥
∑
i∈J

⟨xi, yi⟩∥٢ 6 ∥
∑
i∈J

⟨xi, xi⟩∥∥
∑
i∈J

⟨yi, yi⟩∥.

A در
∑

i∈J⟨xi, yi⟩ بنابراین مͬ�باشد. A در همͽرا فوق نابرابری راست طرف لذا ،x, y ∈ ⊕JEi آنجائیͺه از

همͽراست.

با و مدول، −A ͷی H⊗A تانسوری ضرب باشد. هیلبرت فضای ͷی H و جبر −C∗ ͷی A کنید فرض (۴

مقداری −A داخلͬ ضرب

⟨ξ ⊗ a, η ⊗ b⟩ = ⟨ξ, η⟩ab∗, (ξ, η ∈ H, a, b ∈ A),

مͬ�باشد. هیلبرت مدول −Aͷی



٩ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

W اگر مثال برای مͬ�کنند. رفتار هیلبرت فضاهای مانند موارد برخͬ در هیلبرت مدول�های −C∗ .١٩.٢.١ نکته

آنگاه ،x ∈ W و باشد هیلبرت مدول −Aͷی

∥x∥ = sup
{
∥⟨x, y⟩∥ : y ∈ W, ∥y∥ 6 ١

}
.

مͬ�کنیم تعریف باشد. آن از بسته مدول زیر N و هیلبرت مدول −AͷیW کنید فرض .٢٠.٢.١ تعریف

N⊥ = {y ∈ W : ⟨x, y⟩ = ٠, x ∈ N}.

حتͬ و Wنیست = N ⊕N⊥ همواره هیلبرت فضای خلاف بر اما Wمͬ�باشد، از بسته مدول زیر ͷی نیز N⊥

کنید. توجه زیر مثال به باشد. N از وسیع�تر خیلͬ N⊥⊥ است ممͺن

g ∈ A هر ازای به باشد. C به X از پیوسته توابع تمام جبر −C∗ ،A = C(X) کنید فرض .٢١.٢.١ مثال

مͬ�کنیم تعریف

∥g∥ = sup
∥x∥=١

|g(x)| , g∗ = g.

به باشد X از بسته و ناتهͬ مجموعه�ی زیر Y کنید فرض است. هیلبرت مدول −Aͷی خود A که است واضح

بسته F که مͬ�دهیم نشان ابتدا F⊥ محاسبه�ی برای .F =
{
f ∈ A : f(Y ) = {٠}

}
و Y c = X که �طوری

ازای به و fn → f که �طوری به دارد وجود {fn} مانند A اعضای از دنباله�ای آنگاه ،f ∈ F کنید فرض است.

اینکه به توجه با است. fn(t) = ٠ ،t ∈ Y و n ∈ N هر

٠ = lim
n→∞

fn(t) = f(t),

لذا است. بسته F نتیجه در و f ∈ F پس

F⊥ =
{
g ∈ A : ⟨f, g⟩ = ٠, f ∈ F

}
= {٠},

F⊥⊥ =
{
g ∈ A : ⟨f, g⟩ = ٠, f ∈ F⊥ = {٠}

}
= A.

F از وسیع�تر خیلͬ نیز F⊥⊥ = A طرفͬ از نیست، برقرار A = F ⊕ F⊥ رابطه�ی که مͬ�دهند نشان فوق روابط

است.



١٠ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

اگر باشد. نرمدار خطͬ فضای Y و باناخ فضای ͷیX فرضکنید ١۶ [ هاوس اشتاین باناخ- ] .٢٢.٢.١ قضیه

به دارد Mوجود < ∞ مانند عددی آنگاه باشد، Y توی به X از کراندار و خطͬ تبدیلات از گردایه�ای {Λα}α∈I

α ∈ I هر ازای به که طوری

∥Λα∥ ≤ M,

X در چͽال Gδ در x هر ازای به یا

sup ∥Λαx∥ = ∞.

را L(V,W ) باشند. هیلبرت مدول −A فضاهای V,W و باشد جبر −C∗ ͷی A کنید فرض .٢٣.٢.١ تعریف

دارد وجود T ∗ : W → V الحاقͬ نگاشت ͷی که، مͬ�کنیم تعریف T : V → W نگاشت�های تمام مجموعه�ی

x ∈ V, y ∈ W هر ازای به که �طوری به

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩.

است. کراندار و خطͬ −Aنگاشت ͷی L(V,W ) عضو هر که مͬ�شود بررسͬ آسانͬ به

x١, x٢ ∈ V, y ∈ W هر ازای به •

⟨T (x١ + x٢), y⟩ = ⟨(x١ + x٢), T
∗y⟩ = ⟨x١, T ∗y⟩+ ⟨x٢, T ∗y⟩

= ⟨Tx١, y⟩+ ⟨Tx٢, y⟩ = ⟨Tx١ + Tx٢, y⟩.

x ∈ V, y ∈ W, a ∈ A هر ازای به •

⟨T (ax), y⟩ = ⟨ax, T ∗y⟩ = a⟨x, T ∗y⟩

= a⟨T (x), y⟩ = ⟨aT (x), y⟩.

هر ازای به باشد. V در واحد گوی V١ = {x ∈ V : ∥x∥ 6 ١} فرضکنید حال است. خطͬ −A ،T بنابراین

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را wx نگاشت ،T ∈ L(V,W ) و x ∈ V١

wx : W −→ A, wx(y) = ⟨Tx, y⟩, (y ∈ W ).

Banach - Steinhaus Theorem١۶



١١ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

داشت خواهیم صورت این در

∥wx(y)∥ = ∥⟨Tx, y⟩∥ = ∥⟨x, T ∗y⟩∥ 6 ∥x∥∥T ∗y∥ 6 ∥T ∗y∥ 6 ∥T ∗∥∥y∥.

M < ∞ مانند هاوسعددی اشتاین باناخ- قضیه�ی طبق لذا است، کراندار و تبدیلاتخطͬ از دنباله�ای {wx}پس

زیرا مͬ�باشد، کراندار T نگاشت بنابراین است. کراندار {∥wx∥ : x ∈ V١} که �طوری به دارد وجود

∥T∥ = sup
∥x∥=١

∥Tx∥ = sup
∥x∥=∥y∥=١

∥⟨Tx, y⟩∥ = sup
∥x∥=∥y∥=١

∥wx(y)∥ = ∥wx∥ 6 M.

Wمͬ�نامیم. به V از ١٧ الحاقͬ�پذیر نگاشت�های تمام مجموعه�ی را L(V,W )

باشد هیلبرت مدول −A ͷی Z اگر همچنین است. T ∗ ∈ L(W,V ) آنگاه ،T ∈ L(V,W ) اگر است بدیهͬ

الحاقͬ�پذیر الحاقͬ�پذیر، عملͽر دو ترکیب هیلبرت، فضای (همانند ST ∈ L(V, Z) آنگاه ،S ∈ L(W,Z) و

است).

(L(V ),+) فضای �وضوح به زیرا است، جبر −C∗ ͷی مͬ�دهیم نشان L(V ) با اختصار به که را L(V, V )

T, S ∈ L(V ) هر ازای به چون و است جبر ͷی توابع ترکیب عمل همراه به

∥TS∥ = sup{∥TSx∥ : x ∈ V١}

6 sup{∥T∥∥Sx∥ : x ∈ V١}

= ∥T∥ sup{∥Sx∥ : x ∈ V١} = ∥T∥∥S∥,

توجه با مͬ�باشد. باناخ جبر −∗ͷی L(V ) ،T ∗ = T برگشت عمل با همچنین است. باناخ جبر ͷی L(V پس(

اینکه به

∥T ∗T∥ > sup{∥⟨T ∗Tx, x⟩∥ : x ∈ V١}

= sup{∥⟨Tx, Tx⟩∥ : x ∈ V١}

= sup{∥Tx∥٢ : x ∈ V١} = ∥T∥٢

Adjointable١٧



١٢ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

روی الحاقͬ�پذیر عملͽرهای تمام جبر −C∗ ،L(V ) پس .∥T∥٢ = ∥T ∗T∥ بنابراین ،∥T ∗T∥ 6 ∥T∥٢ نیز و

باشد. مͬ V مدول −A

همیشه مطلب این عکس اما است، کراندار و نگاشتA−خطͬ ͷی L(V,W ) عضو هر شد مطرح که �طور همان

توجه زیر مثال به نباشد. الحاقͬ�پذیر لزوما اما باشد کراندار و خطͬ −Aنگاشت ͷی است ممͺن نیست. برقرار

کنید.

�طوری به باشد X از ناتهͬ و بسته مجموعه�ی زیر Y و فشرده هاسدورف فضای X کنید فرض .٢۴.٢.١ مثال

همانͬ عضو را ١ باشد. C به X از پیوسته نگاشت�های تمام جبر −C∗ ،A = C(X) همچنین .Y c = X که

نشان باشد. شمول نگاشت i : F → A و F = {f ∈ A : f(Y ) = {٠}} کنید فرض مͬ�گیریم. نظر در A

نیست. الحاقͬ�پذیر i مͬ�دهیم

داریم f ∈ F, g ∈ A هر ازای به باشد. الحاقͬ�پذیر i مͬ�کنیم فرض

⟨if, g⟩ = ⟨f, i∗g⟩.

لذا است، شمول نگاشت i چون .g = ١ دهید قرار ،١ ∈ A آنجائیͺه از

⟨f,١⟩ = ⟨if,١⟩ = ⟨f, i∗(١)⟩.

،٢١.٢.١ مثال به توجه با اما .١− i∗(١) ∈ F⊥ نتیجه در .⟨f,١− i∗(١)⟩ = ٠ ،f ∈ F هر ازای به بنابراین

است. تناقض ͷی این که ١ ∈ F لذا ،١ = i∗(١) بنابراین ،١− i∗(١) = پس٠ .F⊥ = ٠

ͷی روی متناهͬ رتبه با عملͽرهای با مشابه که مͬ�کنیم معرفͬ مدول�ها −C∗ روی را عملͽرها از رده�ای حال

مͬ�باشند. هیلبرت فضای

را K٠(V,W ) باشند. هیلبرت مدول�های −A ،V,W و جبر −C∗ ͷی A کنید فرض .٢۵.٢.١ تعریف

نگاشت�های تمام مجموعه�ی

θx,y : V → W, θx,y(z) = x⟨y, z⟩, (x ∈ W, y, z ∈ V ),



١٣ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

عناصر بودن الحاقͬ�پذیر به تنها که است L(V,W ) از خطͬ فضای زیر K٠(V,W ) �وضوح به مͬ�گیریم. نظر در

مͬ�کنیم اشاره K٠(V,W )

⟨(
θx,y(z)

)∗
, e
⟩
=

⟨
z, θx,y(e)

⟩
=

⟨
z, x⟨y, e⟩

⟩
= ⟨z, x⟩⟨y, e⟩ = ⟨y⟨x, z⟩, e⟩

=
⟨
θy,x(z), e

⟩
.

داریم را زیر روابط آنگاه θx,y ∈ K٠(V,W ), θu,v ∈ K٠(W,G) و باشد هیلبرت مدول −Aͷی G اگر

.θx,y.θu,v = θx⟨y,u⟩,v = θx,v⟨u,y⟩ (١

.Tθx,y = θTx,y ،T ∈ L(W,G) هر ازای به (٢

.θx,yS = θx,S∗y ،S ∈ L(G,V ) هر ازای به (٣

کنید تعریف

K(V,W ) = Span K٠(V,W ) = Span {θx,y : x ∈ W, y ∈ V }.

�صورت به فضا این در نرم Wمͬ�نامند. به V از فشرده عملͽرهای تمام مجموعه�ی را K(V,W )

∥θx,y∥ = sup{∥θx,y(z)∥ : z ∈ V١},

زیرا مͬ�باشد، L(V ) از طرفه دو ایده�آل ͷی و داده نشان K(V ) با مختصرا را K(V, V ) مͬ�باشد.

زیرا ،Tθx,y = θTx,y ،T ∈ L(V ) هر ازای به •

Tθx,y(z) = T (x⟨y, z⟩) = T (x)⟨y, z⟩ = θTx,y(z), (z ∈ V ).

زیرا ،θx,yS = θx,S∗y ،S ∈ L(V ) هر ازای به •

θx,yS(z) = θx,y(S(z)) = x⟨y, S(z)⟩ = x⟨S∗y, z⟩ = θx,S∗y(z), (z ∈ V ).

مͬ�باشد. فشرده عملͽرهای تمام جبر −C∗ ،K(V ) فضای داد نشان مͬ�توان L(V ) فضای با مشابه
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زیر �صورت به H روی واحد رتبه عملͽر باشد. هیلبرت فضای ͷی H هرگاه [ ١٠ ص ،١٣ ] .٢۶.٢.١ تعریف

مͬ�شود تعریف

ξ.η : H −→ H, ξ.η(ζ) = ξ⟨η, ζ⟩, (ξ, η, ζ ∈ H).

نامیده خطͬ −A هستند، داخلͬ ضرب مدول�های −A ،V,W که T : V → W نگاشت .٢٧.٢.١ تعریف

و باشد خطͬ T هرگاه مͬ�شود

T (ax) = aT (x), (x ∈ V, a ∈ A).

�صورت به و مͬ�شوند نامیده متعامد
(
W, ⟨., .⟩

)
داخلͬ ضرب یAͷ−مدول در u, v بردارهای تعریف٢٨.٢.١.

.⟨u, v⟩ = ٠ هرگاه مͬ�شوند داده نشان u ⊥ v

نامیده متعامد −ε یا متعامد تقریبا
(
W, ⟨., .⟩

)
داخلͬ ضرب مدول −Aͷی در u, v بردارهای .٢٩.٢.١ تعریف

هرگاه مͬ�شوند داده نشان u ⊥ε v �صورت به و مͬ�شوند

∥⟨u, v⟩∥ 6 ε∥u∥∥v∥, ε ∈ [٠,١).

به یا تعامد حافظ هستند، داخلͬ ضرب مدول�های −A ،V,W که T : V → W نگاشت .٣٠.٢.١ تعریف

هرگاه مͬ�شود نامیده OP اختصار

x, y ∈ V, ⟨x, y⟩ = ٠ ⇒ ⟨Tx, Ty⟩ = ٠.

یا تعامد حافظ اکیدا هستند، داخلͬ ضرب مدول�های −A ،V,W که T : V → W نگاشت .٣١.٢.١ تعریف

x, y ∈ V هر ازای به هرگاه مͬ�شود نامیده SOP اختصار به

⟨x, y⟩ = ٠ ⇔ ⟨Tx, Ty⟩ = ٠.

١٨ تعامد حافظ تقریبا هستند، داخلͬ ضرب مدول�های −A ،V,W که T : V → W نگاشت تعریف٣٢.٢.١.

هر ازای به هرگاه مͬ�شود نامیده ε−OP اختصار به یا

x, y ∈ V, ⟨x, y⟩ = ٠ ⇒
∥∥⟨Tx, Ty⟩∥∥ 6 ε∥Tx∥∥Ty∥, ε ∈ [٠,١).

Approximately Orthogonality Preserving١٨



١۵ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه�ی .١ فصل

که جهت این از گرفت نظر در مͬ�توان را تعامد حافظ تقریبا نگاشت�های از رده�ای فوق تعریف به بنا پس

مͬ�کنند. صدق x ⊥ y ⇒ Tx ⊥ε Ty شرط در آنها تمام

صدق تعامد معادله�ی در U : H → K نگاشت باشند. هیلبرت فضاهای H,K کنید فرض .٣٣.٢.١ تعریف

هرگاه مͬ�کند

⟨Ux,Uy⟩ = ⟨x, y⟩, (x, y ∈ H).

به را آن از تقریبی جواب�های رده�ی و هستند خطͬ ایزومتری�های فوق معادله�ی جواب�های تمام �وضوح به

مͬ�دهند. نشان زیر نامساوی با ε > ٠ ازای

∣∣⟨f(x), f(y)⟩− ⟨x, y⟩
∣∣ 6 ε∥x∥∥y∥, (x, y ∈ H).

مͬ�شود. تعریف زیر �صورت به ⟨., .⟩ مقداری −A داخلͬ ضرب برای قطبی اتحاد .٣۴.٢.١ نکته

۴⟨x, y⟩ =
٣∑

k=٠
ik⟨x+ iky, x+ iky⟩.

ضرب نیم ͷی [., .] : X ×X → C نگاشت باشد. مختلط نرمدار فضای ͷی X کنید فرض .٣۵.٢.١ تعریف

باشیم داشته x, y, z ∈ X و λ, µ ∈ C هر ازای به هرگاه مͬ�شود نامیده X روی ١٩ داخلͬ

,x]؛ x] = ∥x∥٢ •

+λx]؛ µy, z] = λ[x, z] + µ[y, z] •

؛
∣∣[x, y]∣∣٢ 6 [x, x][y, y] •

که کرد انتخاب طوری را [., .] داخلͬ ضرب نیم ͷی مͬ�توان همیشه این �بر علاوه

.[x, λy] = λ[x, y], (x, y ∈ X, λ ∈ C) •

.U : X → X و باشد مختلط) یا نرمدار(حقیقͬ خطͬ Xیͷفضای فرضکنید [ ١ قضیه ،١٢ ] .٣۶.٢.١ قضیه

که �طوری به باشد موجود [., .] داخلͬ ضرب نیم ͷی اگر تنها و اگر است ایزومتری ͷی U نگاشت

[Ux,Uy] = [x, y], (x, y ∈ X).

Semi - Inner Product١٩


