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چͺیده

رویه این مͬ�باشد. شناور سه�بعدی ͬͺوفسͺمین فضای در که است دو�بعدی هذلولͬ�وار ͷی ١ + ١ دوسیتر

قصد پایان�نامه این در مͬ�باشد. مثبت کیهان�شناسͬ ثابت با خلأ برای اینشتین معادله جواب تقلیل�یافته حالت

فضا این به وابسته عملͽرهای ناجابجایͬ برزین، به�روش کوانتش و همدوس حالت�های از استفاده با داریم

دهیم. قرار بررسͬ مورد را

سه شامل آن همͽن فضای که مͬ�باشد SU(١,١) غیر��فشرده گروه ،١ + ١ دوسیتر با متناظر تقارنͬ گروه

نمایش مورد این در که داد نشان مͬ�توان ترتیب همین به مͬ�باشد. واحد حلقه روی و بیرون داخل، ناحیه

ذره حرکت بررسͬ که مͬ�شود بیان تͺمیلͬ و گسسته اصلͬ، سری سه بر�اساس گروه یͺانͬ کاهش�ناپذیر

بحث فقط ما کار این در مͬ�شود. بیان واحد حلقه روی و اصلͬ سری بر�اساس ١+ ١ دوسیتر روی جرم�دار

مͬ�نماییم. مورد این معطوف را خود

که داد خواهیم نشان مͬ�نماییم. تعیین مربوطه فاز فضای در را ذره این همدوس حالت�های ابتدا بدین�منظور

کاهش�ناپذیر نمایش اسͺالر(بر�اساس جرم�دار ذره به مربوط فاز فضای کیریلوو، اربیت روش از استفاده با

به�بیان مͬ�باشد. S١C مختلط حلقه با یͺریخت نیز این که مͬ�باشد T ∗(S١) کتانژانت فضای معادل یͺانͬ)

برای جدیدی روش کار این در آوریم. به�دست را S١C مختلط حلقه روی همدوس حالت�های مͬ�بایستͬ دیͽر

آن روش این مزیت مͬ�نامیم. مختلط کروی هماهن�͹های روش آن�را که مͬ�دهیم ارائه حالت�ها این تعیین

حالت�های تعیین از بعد برد. به�کار نیز ١ + ٣ واقعͬ دوسیتر برای آن�را مͬ�توان و بوده قاعده�مند که است

سپس و داد خواهیم انجام را برزین به�روش ١+١ دوسیتر روی ͬͺکلاسی مشاهده�پذیر�های کوانتش همدوس،

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را فضا این روی ناجابجایͬ کوانتمͬ) عملͽرها(مشاهده�پذیرهای این از استفاده با
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جالب سرگرمͬ�های دارای گردید مطرح ریاضیات از شاخه�ای به�عنوان ابتدا در که متناهͬ گروه�های نظریه

دادن دست از بدون گروه نظریه ریاضͬ، علم از عرصه این به فیزیͺدان�ها آوردن روی با که بود زیبایͬ و

نظریه این داده�شد. تشخیص نیمه�شهودی مفاهیم و تقارن�ها از استفاده برای فوق�العاده ابزار زیبایͬ�اش،

با هم�زمان مͬ�باشد. ͷفیزی مختلف شاخه�های در مفیدی بسیار ابزار آن�ها خواص و ماتریس�ها ͷبه�کم

، ٢ انͽل ، ١ لͬ از�جمله بزرگͬ اشخاص به�وسیله گروه�لͬ به�ویژه و پیوسته گروه�های نظریه�گروه، تͺامل

ذرات ͷفیزی و کوانتمͬ نظریه در که گردید معرفͬ زیبا و مدرن ریاضیات ۵با هامیلتون و ۴ کͬ�لͬ ، ٣ ͹کیلین

دارد. فراوان کاربرد بنیادی

زمان - فضا در که گرانشͬ پتانسیل برای پواسون معادله از تعمیمͬ یافتن برای اینشتین مͬ�دانیم دیͽر طرفͬ از

رسید مͬ�شود نوشته زیر به�صورت که خود معادله به مͬ�باشد صادق نیز خمیده

Rµν −
١
٢gµνR = ٨πGTµν . (١.١)

زمان آن فلسفه بر بنا ولͬ است انبساط حال در جهان که شد متوجه کیهان�شناسͬ به خود معادله اعمال با و

کرد اضافه خود معادله به ثابت جمله�ای �باشد ایستا جهان مͬ�شد تصور که

Rµν −
١
٢gµνR+ gµνΛ = ٢πGTµν . (٢.١)

داد قرار صفر برابر را معادله راست طرف اینشتین

Rµν −
١
٢gµνR+ gµνΛ = ٠ . (٣.١)

سال همان در نیست. هم زمان - فضا نباشد، ماده اگر کرد استدلال کند حل را معادله نتوانست چون و

پیدا دوسیتر ͷمتری به�نام ͬͺمتری و کرد حل صفر دوم طرف با را اینشتین معادله دوسیتر به�نام دانشمندی

کرد.
١M.S.Lie
٢F.Engel
٣W.Killing
۴A.Cayley
۵W.R.Hamilton

٢



دوسیتر وار هذلولͬ :١.١ شͺل

مͬ�باشد است شناور پنج�بعدی ͬͺوفسͺمین فضای در که چهار�بعدی هذلولͬ�وار ͷی دوسیتر زمان - فضا

گروه دوسیتر فضای تقارنͬ گروه .[١] مͬ�باشد اینشتین معادله برای تقارن بیشینه با جوابͬ (شͺل١.١)که

از بعد دو کردن کم با مͬ�باشد. SP (٢,٢) یعنͬ آن پوششͬ گروه یا و دوسیتر) (گروه SO(١,۴) ده�پارامتری

مͬ�باشد. ١+١ دوسیتر فضای که داریم سه�بعدی ͬͺوفسͺمین فضای ͷی در دو�بعدی هذلولͬ�وار ͷی فضا این

استفاده SU(١,١) یعنͬ آن پوششͬ گروه از اصولا که است SO(١,٢) گروه آن متناظر ͬͺدینامی متقارن گروه

مͬ�نماییم. استفاده گروه این از پایان�نامه این در نیز ما مͬ�شود.

مͬ�شود. محسوب فیزیͺدان�ها برای مهم بسیار مباحث از فضا این روی مͺانی�ͷکوانتمͬ مفاهیم بررسͬ

کوانتش بررسͬ مͬ�باشد ͬͺوفسͺمین فضای در انحنادار فضای ͷی بحث مورد رویه این�که به توجه با اصولا

به زیادی توجه اخیر دهه�های در که روش�هایͬ از ͬͺی نمͬ�باشد. امͺان�پذیر معمولͬ به�روش مورد این برای

انجام برای که است آن روش این مزیت مͬ�باشد. همدوس حالت�های ͷبه�کم کوانتش روش شده�است آن

ویژه�بردار این برای مناسب اندازه و مͬ�نامیم) همدوس حالت�های آن�را که ویژه�بردار( به نیاز فقط کوانتش

حالت�های علم ٧(پدر ١٩۶٠گلوبر دهه در سپس ۶و شرودینͽر ١٩٢۶ سال در که است به�ذکر لازم است.

نمودند. معرفͬ را همدوس ٩حالت�های سادرشان ٨و کلودر ،(٢٠٠۵ سال در نوبل جایزه برنده و همدوس

ͷاپتی در ابتدا در مͬ�باشند، هیلبرت فضای در ویژه�بردارهایͬ حقیقت در که همدوس حالت�های بحث

و ماده�چͽال اتمͬ، هسته�ای، ͷفیزی جمله از ͷفیزی مختلف شاخه�های در سپس و گردید مطرح کوانتمͬ

اصلͬ زبان همدوس حالت�های که نمود اشاره کلودر طوری�که کرد پیدا گسترش نظری ͷفیزی مخصوصا
۶E.Schrodinger
٧R.J.Glauber
٨J.R.Klauder
٩E.C.G.Sudarshan
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١٠مͬ�باشد. کوانتمͬ ͷفیزی

دوسیتر روی ͬͺکلاسی مشاهد�پذیرهای کوانتش پایان�نامه این اصلͬ موضوع نمودیم عنوان همان�طوری�که

مͬ�باشد. فضا این به مربوط کوانتمͬ مشاهده�پذیرهای ناجابجایͬ بررسͬ نتیجه در و ١+ ١

مͬ�باشد. نظریه�گروه بحث از استفاده همدوس حالت�های به�دست�آوردن برای جالب بسیار روش�های از ͬͺی

SU(٢) گروه به همدوسمربوط ١٢حالت�های جیرادلو باروتو پرلموو١١، قبیل از برجسته�ای افراد این�راستا در

مربوط همͽن فضای که نماییم یاد�آوری بایستͬ البته آورده�اند. به�دست ونابودی خلق عملͽر از استفاده با را

همدوس حالت�های روی از را کره این روی همدوس حالت�های مͬ�توان که مͬ�باشد S٢ کره گروه، این به

١+١ دوسیتر روی همدوس حالت�های که داشتیم قصد پایان�نامه این در نیز ما نمود. استخراج SU(٢) گروه

ارتباط از استفاده با این�که �بر مضاف آوریم. به�دست منوال به�همین را مͬ�باشد SU(١,١) تقارنͬ�اش گروه که

متأسفانه ولͬ نماییم استخراج را دوسیتر روی همدوس حالت�های بتوانیم SU(١,١) و SU(٢) گروه جبر�لͬ

و فشرده گروه ͷی SU(٢) گروه که زیرا نمͬ�باشد امͺان�پذیر مستقیم به�صورت امر این که شدیم متوجه

نامحدود آن کاهش�ناپذیر نمایش و غیر�فشرده SU(١,١) گروه صورتͬ�که در محدود، آن کاهش�ناپذیر نمایش

با که گردیدیم متوجه بهتر به�عبارت مͬ�شود. بیان تͺمیلͬ و گسسته اصلͬ، سری سه غالب در که مͬ�باشد

مختص که نمودیم اصلͬ سری روی متمرکز را خود بحث تمام لذا هستیم. روبرو گسترده�ای بسیار بحث

١ + ١ دوسیتر هذلولͬ�وار این�که به�دلیل است به�ذکر لازم مͬ�باشد. دوسیتر روی جرم�دار ذره ͷی حرکت

حلقه بیرون و واحد حلقه روی واحد، ͷدیس داخل ناحیه سه آن همͽن(اربیت) فضای نمͬ�باشد مرتبط�ساده

اساس این بر مͬ�باشد. واحد حلقه روی همͽن، فضای جرم�دار ذره مورد در که مͬ�دهد تشͺیل را واحد

و کاهش�ناپذیر نمایش�های و SU(١,١) غیر�فشرده و SU(٢) فشرده گروه دو معرفͬ به پایان�نامه دوم فصل

بررسͬ مورد را S٢ کره و SU(٢) گروه همدوس حالت�های سوم فصل در یافته�است. اختصاص آن�ها یͺانͬ

روی که جرم�داری ذره برای همدوس حالت�های تعیین برای جدید روشͬ به چهارم فصل در مͬ�دهیم. قرار

مͬ�باشد. دوسیتر فاز فضای به مربوط همدوس حالت�های این مͬ�دهیم. ارائه مͬ�کند حرکت ١ + ١ دوسیتر

هم�چنین است. T ∗(S١)کتانژانت فضای همان مربوطه فاز فضای که داد خواهیم نشان فصل این در این�رو از

S١C حلقه�مختلط با یͺریخت T ∗(S١) فضای که داد خواهیم نشان تیمن مختلط�سازی روش از استفاده با

به�وسیله سیستم کوانتمͬ ͷانیͺم در مͬ�شوند. توصیف فاز فضای روی نقاطͬ به�وسیله ͬͺفیزی یͷسیستم ͷکلاسیͷانیͺم ١٠در
به شبیه ظاهری که کوانتمͬ حالت�های از برهمͺنشͬ مͬ�باشند. مربوطه هیلبرت فضای ویژه�بردارهای که مͬ�شوند بیان حالت�هایͬ

مͬ�نامیم. همدوس حالت�های را دارد آن�ها ͬͺکلاسی همتای
١١Perelomov
١٢Barut-Giradello

۴



مͬ�باشد. S١C مختلط حلقه همدوس حالت�های همان ما مورد�نظر همدوس حالت�های لذا مͬ�باشد.

برزین به�روش ١ + ١ دوسیتر و S٢ رویه�های روی ͬͺکلاسی مشاهده�پذیر�های کوانتش به پنجم فصل در

مورد را رویه دو این روی ناجابجایͬ کوانتش از حاصل عملͽر�های از استفاده با هم�چنین پرداخت. خواهیم

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ

۵



SUو(١,١) (٢ گروه�های بررسͬ

دوم فصل

SU )



مقدمه

SO(٣) گروه�های به مربوط پوششͬ گروه�های که SU(١,١) و SU(٢) گروه دو به�معرفͬ ابتدا فصل این در

مورد را گروه دو این به مربوط یͺانͬ و کاهش�ناپذیر نمایش�های سپس پرداخته�ایم. مͬ�باشند SO(١,٢) و

بنابراین است. S٢ کره آن همͽن فضای و بوده فشرده SU(٢) گروه که است به�ذکر لازم قرار�دادیم. بررسͬ

و بوده غیر�فشرده گروه ͷی SU(١,١) گروه صورتͬ�که در مͬ�باشد. محدود بعد با آن کاهش�ناپذیر نمایش

و بوده نامحدود آن کاهش�ناپذیر نمایش مͬ�باشد. واحد حلقه روی و بیرون داخل، نقاط آن همͽن فضای

گسسته و اصلͬ سری دو به فقط فصل این در مͬ�شود. بیان تͺمیلͬ و گسسته اصلͬ، سری سه غالب در

مͬ�پردازیم.

SU(٢) گروه معرفͬ ١.٢

گروه این از g عضو هر مͬ�دهند. تشͺیل را SU(٢) گروه مختلط عناصر ٢×٢با یͺانͬ ماتریس�های مجموعه

مͬ�شود معرفͬ زیر به�صورت β و α مختلط اعداد زوج توسط

SU(٢) =
{
g =

(
α β
−β̄ ᾱ

) ∣∣∣∣ |α|٢ + |β|٢ = ١
}
. (١.٢)

مرتبط S٣ کره ٣با یͺریختͬ بخاطر هم�چنین ساده٢مͬ�باشد. فشرده١و گروهͬ SU(٢) گروه ساختاری نظر از

هست. ساده۴نیز

باشد. بسته و محدود که گروهͬ ١

این به�معنͬ هم�چنین بودن ساده لͬ گروه ͷی مͬ�باشد. گروه خود و بدیهͬ زیر�گروه ناوردایش زیر�گروه�های تنها که گروهͬ ٢

است. غیر�آبلͬ لͬ گروه و ساده مرتبط، لͬ جبر که است
٣Isomorphism

شͺل تغییر پیوسته به�طور بتواند مͬ�کند وصل به�هم را فضا در نقطه دو هر که منحنͬ�ای اگر مͬ�باشد ساده مرتبط مرتبط، ۴فضای

است. ͷتوپولوژی فضای داخل در تماما منحنͬ در شͺل تغیر یعنͬ مͬ�کند. وصل بهم را نقطه دو همان که دیͽری منحنͬ به کند پیدا

٧



SU(٢) گروه پارامتریزاسیون ١.١.٢

در شد. خواهد مشخص کامل به�طور پارامتر سه با گروه این مͬ�باشد؛ سه SU(٢) گروه بعد این�که به با�توجه

:[٢] مͬ��کنیم استفاده منظور این برای ϕ ψو ،θ پارامتر سه از این�جا

|α| = cos
θ

٢ , ٠ < θ < π ,

argα =
ϕ+ ψ

٢ , ٠ ≤ ϕ < ٢π , (٢.٢)

arg β =
ϕ− ψ + π

٢ , −٢π ≤ ψ < ۴π .

شد: خواهد زیر به�صورت g ماتریس انتخاب این با

g =

(
cos θ٢e

i(ϕ+ψ٢ ) i sin θ
٢e

i(ϕ−ψ٢ )

i sin θ
٢e

−i(ϕ−ψ٢ ) cos θ٢e
−i(ϕ+ψ٢ )

)
. (٣.٢)

مͬ�شود: زیر به�صورت گروه پارامتریزاسیون

g =

(
ei
ϕ
٢ ٠
٠ e−i

ϕ
٢

)(
cos θ٢ i sin θ

٢
i sin θ

٢ cos θ٢

)(
ei
ψ
٢ ٠
٠ e−i

ψ
٢

)
, (۴.٢)

با (متناظر مͬ�دهند نشان را y محور حول دوم ماتریس و z محور حول چرخش سوم و اول ماتریس که

.( اویلر چرخش�های

SU(٢) گروه لͬ جبر ٢.١.٢

این برای مͬ�توان ت�ͷپارامتری زیر�گروه سه بنابراین مͬ�باشد سه SU(٢) گروه بعد گردید اشاره همان�طوری�که

نمود: معرفͬ زیر به�صورت گروه

w١ =

(
cos t

٢ i sin t
٢

isin t
٢ cos t

٢

)
,

w٢ =

(
cos t

٢ − sin t
٢

sin t
٢ cos t

٢

)
, (۵.٢)

w٣ =

(
e
it
٢ ٠
٠ e

−it
٢

)
.

مͬ�آیند: به�دست زیر به�شͺل زیرگروه�ها این به مربوط پایه بردار�های

a١ =
dw١
dt

∣∣∣
t=٠

=

( ٠ i
٢

i
٢ ٠

)
=

i

٢σ١ ,

a٢ =
dw٢
dt

∣∣∣
t=٠

=

(
٠ −١

٢١
٢ ٠

)
= − i

٢σ٢ , (۶.٢)

a٣ =
dw٣
dt

∣∣∣
t=٠

=

(
i
٢ ٠
٠ − i

٢

)
=

i

٢σ٣ .

٨



روابط گروه هر جبر مͬ�دهند. شͺل را su(٢) لͬ جبر پایه�های که هستند خطͬ مستقل a٣ و a٢ ،a١

. است گروه آن جبری پایه�های جابجایͬ

پایه بردارهای بین جابجایͬ روابط

[a١, a٢] = a٣ ,

[a٢, a٣] = a١ , (٧.٢)

[a٣, a١] = a٢ .

مͬ�باشند. ͷی ͬͽهم (Ckij) گروه این ساختار ثابت�های که گفت مͬ�توان [ai, aj ] = Ckijak رابطه به با�توجه

کازمیر۵ عملͽر

گروه نمایش بحث در که کازمیر عملͽر به اشاره�ای مͬ�باشد لازم برسانیم پایان به را قسمت این این�که از قبل

SU(٢) گروه برای مͬ�شود، جابجا (ai) گروه مولدهای تمام با که عملͽر این باشیم. داشته مͬ�شود استفاده

مͬ�شود: بیان زیر به�صورت

c = a٢١ + a٢٢ + a٢٣ ,

[c, ai] = ٠ , i = ١,٢,٣ , (٨.٢)

مͬ�باشد. su(٢) جهانͬ پوششͬ جبر به متعلق که

SU(٢) گروه نمایش ٣.١.٢

عملͽر تابع T (g) این به مͬ�شود. بیان گروه T (g)نمایش یا مطلق به�شͺل گروه مفهوم اصولا گروه�ها بحث در

است. وسیع بسیار ریاضیات در نمایش این بررسͬ مͬ�گذارد. اثر خاصͬ برداری فضای روی که مͬ�شود گفته

فیزیͺدان�ها که مͬ�باشد برخوردار خاصͬ اهمیت از ۶ کاهش�ناپذیر و یͺانͬ نمایش نمایش�ها، تمام بین از

هیلبرت فضای عملͽر این برداری فضای که است ذکر به لازم مͬ�نمایند. استفاده نمایش نوع این از نیز

Hمͬ�باشد.

یͺانͬ نمایش

مͬ�شود: بیان زیر به�صورت x, y ∈ H برای نمایش این

(x, y) = (T (g)x, T (g)y) = (x, T †(g)T (g)y). (٩.٢)
۵ Casimir Operator
۶ Irreducible Representation

٩



تحت بردار دو داخلͬ ضرب بهتر به�عبارت داخلͬ ضرب به نسبت یͺانͬ نمایش یعنͬ یͺانͬ نمایش واقع در

بماند. ناوردا نمایش، غالب در گروه عمل

ناپذیر کاهش نمایش

دو فضایͬ هر برای مͬ�گوییم. ناوردا فضای آن به نمود تقسیم زیر�فضاهایͬ به آن�را نتوان که فضایͬ هر اصولا

فقط برداری فضای اگر مͬ�باشد. فضا آن خود دیͽری و تهͬ زیر�فضای ͬͺی که دارد وجود ناوردا زیر�فضای

است. کاهش�ناپذیر فضا آن باشد داشته ناوردا زیر�فضای دو

خاص، برداری فضای آن در خاصمشخصشود. گروه ͷی برای کاهش�ناپذیر فضای مͬ�باشد لازم این�جا در

مͬ�شود. نامیده گروه کاهش�ناپذیر نمایش مͬ�شود داده نسبت گروه آن به که نمایشͬ

مͬ�باشد. ٢l درجه همͽن چند�جمله�ای�های فضای دارد وجود که کاهش�ناپذیری فضای SU(٢) گروه مورد در

مͬ�مانند، باقͬ درجه هم همͽن چند�جمله�ای�های به�صورت T (g)تحت متغیره دو همͽن چند�جمله�ای�های تمام

زیر به�شͺل فضا این در توابع رفت. همͽن چند�جمله�ای فضای به باید کاهش�ناپذیر فضای تعیین برای پس

مͬ�شوند: تعریف

f(z١, z٢) =
l∑

n=−l
anz

l−n
١ zl+n٢ . (١٠.٢)

بود: خواهد زیر به�صورت نیز فضا این در گروه عمل

T (g)f(z١, z٢) = f(u١, u٢) = f(αz١ − β̄z٢, βz١ + ᾱz٢) . (١١.٢)

طول در هم�چنین و شود مͬ تعیین z٢ = ١ خط روی مقادیرش توسط یͺتا به�طور f جمله�ای چند هر چون

یعنͬ: مͬ�شود اختیار z٢ = ١ حالت این�رو از دارد، ثابت مقدار ͷی تابع z٢ = ١

F (z١) = f(z١,١) =
l∑

n=−l
anz

l−n
١ , (١٢.٢)

: مͬ�شود[٢] بیان زیر به�صورت فضا این در Tl(g) عملͽرهای عمل

Tl(g)f(z١,١) = f(u١, u٢) = u٢l٢ F (
u١
u٢

) = (βz١ + ᾱ)٢lF (
αz١ − β̄

βz١ + ᾱ
) . (١٣.٢)

Tl(g) نمایش ͷکوچ بͬ�نهایت عملͽرهای ۴.١.٢

و داده قرار (١٣.٢) رابطه در را ت�ͷپارامتری زیر�گروه�های ͷکوچ بͬ�نهایت عملͽرهای آوردن به�دست برای

مͬ�دهیم. قرار صفر مساوی را t سپس و گرفته مشتق t به نسبت

١٠


