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 مقدمه: فصل اول
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 :آشنايي با برخي مفاهيم و تعاريف -1-1

اي از زوج هاي مرتب كه همان يالها هاست كه توسط خانوادهيك گراف مجموعه اي از رأس .1-1-1تعريف

 V(G)دهيم كه در آن نمايش مي G= (V (G), E (G))يك گراف را با. هستند به هم وصل شده اند

 .مي باشند Gتعداد يالهاي گراف  E(G)رئوس  گراف و 

)تعداد يالهاي اين گراف است وبصورت  ، Gاندازه گراف .2-1-1تعريف )E G شودنمايش داده مي. 

 uبه تعداد يالهاي متصل به آن رأس گفته شده كه براي رأس ، Gدرجه يك رأس از گراف .3-1-1تعريف

 .دهيمنمايش ميuبا نماد Gاز گراف  

 .شودگراف متناهي ناميده مي گرافي كه مجموعه رئوس و يالهاي آن متناهي باشد، .4-1-1تعريف 

اگردو رأس با بيش از يك يال به هم . ناميمهر يال از يك رأس به خودش را يك طوقه مي .5-1-1تعريف 

 .چندگانه گويندمرتبط شوند، آنگاه اين يالها را يالهاي 

 .شودگراف بدون طوقه و يالهاي چندگانه، گراف ساده ناميده مي .6-1-1تعريف    

 

 گراف غيرساده               گراف غيرساده           گراف ساده

 مثالي از گراف هاي ساده و غير ساده -1-1شكل 
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هم ه توسط يك يال بدورأسي كه  شود،هر يال بوسيله يك جفت رأس مشخص مي .7-1-1تعريف 

 .گويندشوند را رئوس مجاور ميمتصل مي

 .دهيمنمايش مي N(u)را با  G از گراف uمجموعه رئوس مجاور به رأس  

هاي ديگر بوسيله يك اي است كه در آن هر رأس به تمامي رأسگراف كامل، گراف ساده .8-1-1تعريف 

رأس و n ، دارايnيك گراف كامل از مرتبه . يال متصل است
( 1)

2

n n 
نشان  Kn يال است و آن را با  

 .دهندمي

 

 K6گراف كامل  -2-1شكل 

 .است n-1يك گراف كامل ،يك گراف منتظم از درجه 

شود كه در آن مجموعه رأس ها را بتوان به گرافي گفته مي Km,nگراف كامل دوبخشي  .9-1-1تعريف 

عضوي افراز كرد به گونه اي كه يك يال ما بين دو رأس وجود دارد  nو  mبه دو زير مجموعه متمايز 

 .يكي از رئوس در مجموعه اول و ديگري در مجموعه دوم باشدهرگاه 

 

 K3,3يگراف كامل دوبخش -3-1شكل 
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متناهي از يالها به صورت  اي، دنبالهGدر  را در نظر بگيريد يك گشت Gگراف  .11-1-1تعريف 

mm vvvvvv 12110 ...,, 
آن را بصورت) است  

mvvv  ..10
يك گشت را كه تمام (. نيز نشان مي دهند 

حال اگر رئوس. نامنديالهاي آن مجزا باشند يك گذر مي
0v،1v،...

mv  احتمالا به استثناي)مجزا باشند

mvv 0
اگر. نامندگذر را يك مسير مي( 

mvv 0
ناميم و مسير بسته اي كه حداقل يك مسير را بسته مي

 .يال دارد مدارگويند

 

 

 گرافي براي آشنايي با تعريف مسير و گذر -4-1شكل

wuyxuwدر گراف بالا     يك گذر استت وvwuyxzv    يتك

 .مسير را نشان مي دهد

 .شودفاصله بين دو رأس ناميده مي v, u ،d(u,v)طول كوتاهترين مسير بين رئوس  .11 -1-1تعريف 

 .باشد رأس مي n+1داراي  nيك مسير با طول . باشدطول مسير، تعداد يال هاي آن مي. 12-1-1تعريف 

 .گويند اگر مسيري بين آنها وجود داشته باشددو رأس را متصل مي .13-1-1تعريف 

يك مسير ساده، مسيري است كه همه رئوس آن بجز احتمالا رأس آغازي و پاياني  .14-1-1تعريف 

 .تكراري نباشد
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 .شودختم مي dو به رأس آغاز c در شكل زير يك مسير نشان داده شده است كه از رأس :مثال

 

 مسير ساده -5-1شكل 

در نظر مي V2 و V1 را با فرض مجزا بودن  G2(V2,E2)وG1(V1,E1) دو گراف  .15-1-1تعريف 

1گيريم، آنگاه اجتماع آنها  2G UG1، عبارتست از گرافي كه مجموعه رئوس آن 2E UE  و خانواده يالهاي

1 آن بصورت  2V UVباشدمي. 

 .يك گراف را همبند گويند اگر نتوان آن را بصورت اجتماع دو گراف در نظر گرفت .16-1-1تعريف

 .يك درخت گرافي است همبند كه مدار ندارد. 17-1-1تعريف 

 گراف مولكولي يك تركيب شيميايي گرافي است كه رئوس آن را اتمها و يالهاي آن را  .18-1-1تعريف 

يك گراف مولكولي مي تواند يك مسير، يك درخت و يا در . دهندپيوند كوالانسي بين اتمها تشكيل مي

 .حالت كلي يك گراف باشد

س آنها تناظري يك به يك را يكريخت گويند هرگاه بين مجموعه رئو G2و  G1دو گراف . 19-1-1تعريف 

 .مجاور باشند G2رئوس متناظر آنها در گراف  هرگاهمجاورند  G1موجود باشد بطوريكه دو رأس در گراف 

نمايش   A(G)رأس باشد، ماتريس مجاورت آن را كه با  nيك گراف با  Gفرض كنيم    .21-1-1تعريف 

 :شوداست و بصورت زير تعريف مي n×nدهيم ماتريسي مي

c

c 

a 

b 

d 
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هاي توپولوژيكي، اعداد حقيقي هستند كه به ساختار يك گراف مولكولي نسبت انديس .21-1-1تعريف 

هاي دو گراف يكريخت انديس. گذاري و شكل ظاهري گراف نيستشوند و وابسته به نحوه برچسبداده مي

 .توپولوژيكي يكسان دارند
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 انديس توپولوژيکي شولتز و اهميت تاريخچه -1-2

در واقع دو . ندباشند كه تحت ايزومرفيسم گرافها ثابتهاي مربوط به يك گراف ميهاي گرافي، خاصيتثابت

اي تواند چندجملهثابت گرافي مي. باشندند داراي ثابت گرافي يكسان ميتگراف كه با يكديگر يكريخت هس

 .يا يك دنباله از اعداد و يا يك عدد حقيقي باشد

 باشد زيرا وابسته به برچسب گذاري رئوس است اما گراف ثابت گرافي نميماتريس مجاورت يك  مثلا

عكس مطلب درست . باشنددنباله درجات رئوس گراف ثابت گرافي مي. استثابت گرافي  آن دترمينان

بنابراين اگر دو گراف داراي ثابتهاي گرافي مختلف باشند آنگاه آنها يكريخت نمي باشند پس بدست . نيست

مثلا ايزومرهاي . آيدت گرافي وسيله خوبي در اثبات غيريكريخت بودن دو گراف به حساب ميآوردن ثاب

كه )انديس وينر باشند اما داراي رأس و ساختار بسيار مشابه مي 08منظم با  3همگي گرافهاي  08Cفولرن 

ان نشان داد كه تولذا با بدست آوردن انديس وينر آنها مي. باشندمتفاوت مي( باشديك ثابت گرافي مي

 .يكريخت نيستند

از جاها ، براي اثبات روابط بين ساختار يك گراف  درگراف هستند در بسياري هايي كه بر پايه فاصلهانديس

هاي توپولوژيكي در زيست و استفاده از انديس. شونداستفاده مي آنها شيمي -مولكولي و خواص فيزيك

با معرفي انديس وينر، توسط شيميداني با نام هارولد وينر آغاز شد كه به منظور 1441شيمي در سال 

 .بودشيمي تركيبات آلي  –اثبات ارتباط بين خواص فيزيك 

فاصله هر  باشد،E(G) و مجموعه يال هاي V(G)يك گراف همبند ساده با مجموعه رئوس Gفرض كنيم 

دهيم ، طول كوتاهترين مسير همبندي بين دو راس نشان مي d(u,v)را كه با  Gاز گراف  vو   uاسدو ر

u  وv است. 

  :شولتز معرفي شدهارولد  توسط ،انديس شولتز

{ , } ( )

( ) ( ) ( , )u v

u v V G

S G d u v 


 
 

 :گونه تعريف كردندكلاوزار و گوتمان انديس شولتز تعميم يافته را اين
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*

{ , } ( )

( ) ( ) ( , )u v

u v V G

S G d u v 


 
 

 :شوندچند جمله اي شولتز و چند جمله اي شولتز تعميم يافته به صورت زير تعريف مي

( , )

1

{ , } ( )

( , ) ( ) d u v

u v

u v V G

H G x x 


  

( , )

2

{ , } ( )

( , ) ( ) d u v

u v

u v V G

H G x x 
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 های ترکيبيگراف های شولتزایچندجمله: فصل دوم
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 مقدمه

ي شولتز و هاايها و چند جملهو سپس انديس كنيمهاي تركيبي را معرفي ميدر اين فصل ، ابتدا گراف

 .گرفته شده است [4]و  [2]مطالب اين فصل از مقالات . آوريمشولتز تعميم يافته را براي آنها بدست مي

 

 ای شولتز انديس شولتز و چند جمله -2-1

و  V(G)را بترتيب با  Gهاي گراف مجموعه رئوس و يال. يك گراف همبند ساده باشد Gفرض كنيد 

E(G)  و فاصلۀ بين دو رأسu وv ازG   را باd(u,v) هترين مسير دهيم كه طول كوتامي نمايش

 . باشدمي vو  uهمبندي بين  

 :شودآن تعريف ميمجموع فواصل ميان همۀ رئوس  به عنوان،G [18]انديس وينرگراف 

 

{ , } ( )

W(G) ( , )
u v V G

d u v


 
 

 .معرفي شد [15]انديس شولتز بوسيلۀ هري شولتز  

(2-1-1          )                                                            
{ , } ( )

S(G) ( ) ( , )u v
u v V G

d u v 


  

 .است u، درجۀ رأس  uكه 

     [13] : رأس باشد انديس شولتز ارتباط نزديكي با انديس وينر دارد n يك درخت با  Gاگر 

(2-1-2                  )                                                            S G  4W G n n 1   
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 [12]: صورت زير تعريف كردنده كلاوزار و گوتمان انديس شولتز تعميم يافته را ب

(2-1-3                                                                   )
*

{ , } ( )

S (G) ( ) ( , )u v
u v V G

d u v 


  

 :رأس باشد آن گاه nيك درخت با  Gنشان داد كه اگر [3]گوتمان 

(2-1-4)                                                            S G 8W G 2 2n 1 1n
   

         

                 
                                                                                                                                                                 

1xهاي جديدي را معرفي كرد به طوريكه مشتق آنها در وي چند جمله اي   مساوي با انديس شولتز و

 :ها به صورت زير تعريف شده انداياين چند جمله. [4]است شولتز تعميم يافته

(2-1-5  )                                                          
( , )

1

{ , } ( )

H ( , ) ( ) d u v

u v
u v V G

G x x 


  

(2-1-6 )
( , )

2

{ , } ( )

H ( , )( ) d u v

u v
u v V G

G x x 


  

 [7]: باشد بصورت زير معرفي كردجمله اي وينر را كه بر پايه فاصله در گراف ميهوسويا چند

(2-1-1)     
( , )

{ , } ( )

H( , ) d u v

u v V G

G x x


  

 

1x در H(G,x)اولين مشتق از   مساوي با انديس وينر از گراف ،G است. 

 معرفي ترکيب، الحاق و جمع دو گراف -2-2

 :دو گراف همبند باشند  G2 و  G1فرض كنيد

داراي مجموعه رئوس  G2  ((G1+ G2و G1 جمع دو گراف  1 2 1 2V G +G =V ×V  است و دو رأس

(u1,u2)  و (v1,v2)  از G1+ G2 مجاورند اگر و فقط اگر 

    2 2 1 1 1 1 1 2 2 2[u v     ,  u ,v E(G )] [u v     ,  u ,v E(G )]                              

G2، 1 وG1  دو گراف تفاضل 2G G 1داراي مجموعه رئوس 21 2)( V VV G G   هاي و مجموعه يال  
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 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) {( , ) , }E G G E G E G u u u V u V     

 . است

داراي مجموعه رئوس G2  (G1[G2]) وG1 تركيب دو گراف  1 2 1 2V G G V V   است و دو رأس 

 (u1 u2)  و   (v1,v2)  ازG1[G2]  مجاورند اگر و فقط اگر 

1 1 2 2 1 1,( , ) ( ) ( , ) ( )u v u v E G or u v E G   

باشد در اينصورت تركيب اين دو گراف به شكل  K3گراف  G2و  P3گراف  G1 فرض كنيم. 1-2-2مثال

  :باشدزير مي

                              

 

1-2شكل 
1 2G G 

G1 
G2 
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2-2شكل 
1 2[ ]G G 

 

3-2شكل 
1 2G G 

 

 های ترکيبيای شولتز گرافجملهانديس شولتز و چند -2-3

محاسبه  آنها الحاقها، جمع و هاي شولتز و شولتز تعميم يافته تركيب گرافايدراين بخش چند جمله 

 .شودمي

 :كنيم كه قضاياي زير فرض مي رد

Vi=V(Gi),    ni=|Vi|, ei=|E(Gi)|    i=1,2 
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2                                  :دانيم كه همچنين مي
i

u i

u V

e


 

 :داريم G1و  G2براي دو گراف همبند  .1 -3- 2قضيۀ

H1(G1+G2 ,x) = 2H1(G1,x)H(G2,x) + 2H(G1,x)H1(G2,x)  

                           + 2n1H1(G2,x) + 4e1H(G2,x) +2n2e1+2e2n1. 

به آساني مي بينيم كه  = v (v1,v2)و  u=(u1 , u2)فرض كنيد كه  :اثبات
1 2u u u     و مطابق با

 :بنابراين d(u,v|G1+G2)= d (u1 , v1|G1)+d(u2 , v2|G2)  :داريم [16] مرجع  در1اثبات قضيۀ 

 

 

1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

( , )

1 1 2 1 2

( , ) ( , )

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

( , ) ( , )

1
( , ) ( ) , ( )

2

1
( ) , , , ,

2

1
( )

2

1
( )

2

d u v G G

u v

u v

d u v G d u v G

u u v v

u v

d u v G d u v G

u u v v

u v u v

u u v v

H G G x x u v V G G

x u v V u v V u v or u v

x x

x

 

   

   

   









 

    

       

   

   





 

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

2 2

1 1 2 2

1 1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

1
( )

2

1
( )

2

1
( )

2

1
( 2

2

d u v G d u v G

u v u v

d u v G d u v G

u u v v

u v u v

d u v G d u v G

u v

u v u v

d u v G d u v G

u v

u v u v

u v u

x

x x

x x

x x

   

 

 

  

 

 

 

 

   


 



  



  

 

 

 

 

 

1 1 1

2

1 1 2 2

2 2 2

1 2 2

1 1 2 2

( , )

( , )

1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 2 2 1 2 1

)

1
(2 )

2

2 ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

2 ( , ) 4 ( , ) 2 2 .

d u v G

u v u V

d u v G

u u v

u V u v

x

x

H G x H G x H G x H G x

n H G x e H G x n e e n

  

 

 

  

 

   

 

 

 
 . اثبات تمام شدو
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يافته جمع دو گراف و چند تعميم است و رابطۀ بين چند جمله اي شولتز 1-3-2قضيۀ بعدي مشابه قضيۀ 

 . يافته آنها را نشان مي دهد تعميم، شولتز، و شولتز نرهاي ويايجمله

 :داريم G2و  G1براي هر دو گراف همبند  .2-3-2قضيۀ 

         

       

       

2 1 2 2 1 2 1 1 1 2

1 2 2 2 2 1 2 1 1

2 1 1 2 2 1 1 2 1 2
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, ,   2 ,  ,

H G G x H G x H G x H G x H G x
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D H G x n H G x e H G x D H G x

  

  

   

 

                                     : كه
1 2

1 1 2 2

2 2

1 2,u u

u V u V

D D 
 

   

 :داريم 1-3-2مشابه با اثبات قضيۀ  :اثبات 
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 :با توسيع سه جمع آخر، داريم
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 :اما 

 1 1 1 2 2 2

1 2

1 1 2 2

( , ) ( , )

1 1 1 2( , ), ( , )
d u v G d u v G

u u

u v u v

x H G x x H G x 
 

    

 :آوريم ها بدست ميبا استفاده از اين واقعيتكه 
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1 2 1 1 1 2 2
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2 1 2 1 1 1 2

1 2 2 2 2 1 2 1 1

2 1 1 2 2 1 1 2 1 2
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H G x H G x H G x H G x

H G x H G x n H G x e H G x

D H G x n H G x e H G x D H G x

 

  

   

 

 . و اثبات تمام شد

را كه بصورت زير تعريف  B1و  B2و  A1و A2هاي ، مجموعه G2و  G1هاي مربوط به از حالا براي گراف

 :گيريمشده در نظر مي

     1 1 1 2 2 2: , , ( ) , : , , ( )A u v V u v uv E G A z t V z t zt E G          

     1 1 1 2 2 2: , , ( ) , : , , ( )B u v V u v uv E G B z t V z t zt E G          

يافته از  تعميمهاي شولتز و شولتزايحال در اين دو قضيه چند جمله
1 2G G از . را مشخص مي كنيم

آنجا كه دو رأس از 
1 2G G  يافته از  تعميمهاي شولتز و شولتزدارند، چند جمله اي 2مجاورند يا فاصلۀ

1 2G G  بنابراين آنچه باقي مي ماند محاسبه ضرايب . هستند 2از درجۀx  وx
از حالا ما قرار مي . است 2

 :دهيم

_

2
, 1,2

i

i i

n
e e i
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 :گاه گراف همبند باشند آن ود G2و  G1فرض كنيد .  3-3-2قضيۀ 

  

  

1 2

1 2

_ _
2

1 1 2 2 1 1 2

, ,

1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

, ,

( , ) ( ) 2 ( ) 2
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u v A z t A
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H G G x n e n e x
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دو رأس از  :اثبات 
1 2G G در  2جفت رئوس با فاصلۀ . است 2يا مجاورند و يا فاصله آنها

1 2A A 

 همچنين اگر. هستند
uدرجۀ رأسu  ازG1 باشد آن گاه درجۀ u  در

1 2G G برابر
2u n است . 

به طور مشابه هر
2z V  داراي درجۀ 

1z n در
1 2G G است . 

xبنابراين ضريب
در 2

1 1 2( , )H G G x  برابر است با: 

 
1 2

2 2 1 1

{ , } { , }

( ) ( )u v z t

u v A z t A

n n n n   
 

          

1 1 2 2

1 2

2 1

{ , } { , } { , } { , }

_ _
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n e n e

   

   

   

 

     

     

   

 
 

 در xبه طور مشابه ضريب 
1 1 2( , )H G G x  برابر است با: 

 

1 2 1 2

1 1 2

1 2 2 1 2

1 2

2 2 1 1 2 1
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{ , } { , } { , }

1 1 2
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  1 2 2 1 1 2 1 2 1 22 4 2 ( ) .n e n e n e n n n n   
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 . و اثبات تمام شد 

يافته را براي  تعميماي شولتزتوانيم چند جملهمي مشابه روشه ب
1 2G Gبدست آوريم . 

 

 :دو گراف همبند باشند آن گاه  G2و  G1فرض كنيد . 4-3-2قضيۀ 
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 . كنيمپيروي مي 3-3-2قضيۀ از اثبات  :اثبات

x ضريب
 در 2

2 1 2( , )H G G x  مساوي است با: 
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