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ଘمقدৎ

آฬنوओودمগච໔دଢوओودشانඓࣂࡣت،৮دروماସభ୍م
وૡঙهرଽوانජໍقداিش

ب



راਠീی�امমࡑുیدوජໍଘقع࢙موداিشرঘ࣒ࢤوৣم॰دوൕঙଘࣁਣඇඎیرଽوانع࢙مو ণپاسਟیඟ໊انوردگاریൊتا
کلات່اوان، ुज़ودओباومলوऒوادهৗࢌراروزی�امساࣾت.ازخاभජࡁग़یازع࢙موਣඇ౽ଛوऒࢤودو৶مයࣇൈग़شিدا
భ৳مامජ໑اउلূࡗજࣱل،௵نૼنوభنارمরوده�ا৯د،৩ھاশࢌพ়ࢁඟرادارم.ऒୀودلازمਗی�داৣمازاণتادඟ໋اਗی�ام
ଓฬنپایان�ଌجاماتایاণراభشانিاوا່ماتॐندوزേॷیارزی�ਪ࣒ماঘراජໍخاଘیرمازیارصلاනید༚نابآপ
ଓฬنپایان�ଌا৳ماماభیਐوৗଘی୍اସ࣎مو৳ماموड़نع࢙مآฬازآیساই ঙࢠൾنازૡঙه ଘੌوروهৎقد৶ୌمام.

ජ໑ایاری৶ࢤود৯د،از॒مهপنابآ༚یੀय़ندسࢯ૱نزجพ়ࢁਗඟی�࣒م.

پ



فهرستمطالب

ج لیستجداول

چ لیستتصاویر

خ ͳفارس چیده

د ͳلیسΎان چیده

١ پیشΎفتار

٣ پیش�نیاز ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳخط جبر از ͳمقدمات ١-١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب تواب΄ و مجموعه�ها ١-٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه�سازی از ͳمقدمات ١-٣
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیΎنال�ها از ͳمقدمات ۴-١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . cvx نرم�افزار با ͳآشنای ۵-١

١٣ آن ویژگ�ͳهای و تن�Έترینجواب مسأله ٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢-١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم�سازی ٢-٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Έتن جواب�های ٢-٣
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Έتن جواب�های اهمیت ٢-٣-١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن نواقص و ℓ۰ نرم ٢-٣-٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P۰ حل دشواری ٢-٣-٣
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (MILP) ͳخط آمیخته صحی مدل ۴-٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Έتن جواب داشتن به P۱ تمایل ۵-٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳهندس تعبیر ١-۵-٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P۰ جواب تن�Έترین ͳتایی ۶-٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . sparkاساس بر ͳتایی ١-۶-٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقابل ͳΎوابست اساس بر ͳتایی ٢-۶-٢

ت



٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . spark برای بالا کران ٣-۶-٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب تن�Έترین پایداری ٢-٧
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P۱ و P۰ هم�ارزی ٢-٨
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P ε

۱ پایداری ٢-٩

٣١ آن�ها مقایسه و الΎوریتم�هایحریصانه ،ͳبرنامه�ریزیخط تخفیف�سازی ٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣-١
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تخفیف�سازی ٣-٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳخط ریزی برنامه به P۱ تبدیل ٣-٢-١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P ε

۱ حل روش�های ٣-٢-٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حریصانه الΎوریتم�های ٣-٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳاصل ایده ٣-٣-١
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . Orthogonal Matching Pursuit ٣-٣-٢
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . OMP ͳکارای ٣-٣-٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال�سازی ۴-٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش�ها مقایسه ۵-٣

۵٢ نتیجه�گیری

۵٣ کار ادامه برای ͳپیشنهادات

۵۴ مآخذ و مناب΄

ث



لیستجداول

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MILP مدل وسیله به P۰ مسأله حل ٢-١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P۲ و P۱ ،P۰ مسأله�های جواب�های مقایسه ٢-٢

ج



لیستتصاویر

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Έتن جواب کسب به (۰ < p ≤ ۱) ℓp نرم تمایل ٢-١

۴٢ نرمال) توزی΄ با x تولید و ۲۵ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۵۰×۸۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های ℓ۲ نرم خطای میانΎین نمودار ٣-١
۴٢ نرمال) توزی΄ با x تولید و ۲۵ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۵۰×۸۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های محمل خطای میانΎین نمودار ٣-٢

توزی΄ با x تولید و ۲۵ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۵۰×۸۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های در شده صرف زمان میانΎین نمودار ٣-٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال)

۴٣ نرمال) توزی΄ با x تولید و ۶۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۱۵۰×۲۶۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های ℓ۲ نرم خطای میانΎین نمودار ۴-٣
۴٣ نرمال) توزی΄ با x تولید و ۶۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۱۵۰×۲۶۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های محمل خطای میانΎین نمودار ۵-٣

با x تولید و ۶۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۱۵۰×۲۶۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های در شده صرف زمان میانΎین نمودار ۶-٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال) توزی΄

توزی΄ با x تولید و ۱۵۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۲۲۰×۳۴۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های ℓ۲ نرم خطای میانΎین نمودار ٣-٧
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ینواخت)

توزی΄ با x تولید و ۱۵۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۲۲۰×۳۴۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های محمل خطای میانΎین نمودار ٣-٨
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ینواخت)

با x تولید و ۱۵۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۲۲۰×۳۴۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های در شده صرف زمان میانΎین نمودار ٣-٩
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ینواخت) توزی΄

۴۵ نرمال) توزی΄ با x تولید و ۱۶۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۳۵۰×۵۰۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های ℓ۲ نرم خطای میانΎین ٣-١٠نمودار
۴۵ نرمال) توزی΄ با x تولید و ۱۶۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۳۵۰×۵۰۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های محمل خطای میانΎین ٣-١١نمودار

با x تولید و ۱۶۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۳۵۰×۵۰۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های در شده صرف زمان میانΎین ٣-١٢نمودار
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال) توزی΄

توزی΄ با x تولید و ۲۳۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۵۰۰×۹۰۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های ℓ۲ نرم خطای میانΎین ٣-١٣نمودار
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ینواخت)

توزی΄ با x تولید و ۲۳۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۵۰۰×۹۰۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های محمل خطای میانΎین ٣-١۴نمودار
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ینواخت)

با x تولید و ۲۳۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۵۰۰×۹۰۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های در شده صرف زمان میانΎین ٣-١۵نمودار
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ینواخت) توزی΄

۴٧ (ͳبرنول توزی΄ با x تولید و ۴۹ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۱۵۰×۶۰۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های ℓ۲ نرم خطای میانΎین ٣-١۶نمودار
۴٧ (ͳبرنول توزی΄ با x تولید و ۴۹ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۱۵۰×۶۰۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های محمل خطای میانΎین ٣-١٧نمودار

چ



با x تولید و ۴۹ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۱۵۰×۶۰۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های در شده صرف زمان میانΎین ٣-١٨نمودار
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (ͳبرنول توزی΄

۴٨ ینواخت) توزی΄ با x تولید و ۱۹۵ تا ۱ از غیرصفر درایه (A۴۰۰×۴۳۰،تعداد ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های ℓ۲ نرم خطای میانΎین ٣-١٩نمودار
توزی΄ با x تولید و ۱۹۵ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۴۰۰×۴۳۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های محمل خطای میانΎین ٣-٢٠نمودار

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ینواخت)

با x تولید و ۱۹۵ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۴۰۰×۴۳۰) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های در شده صرف زمان میانΎین ٣-٢١نمودار
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ینواخت) توزی΄

توزی΄ با x تولید و ۳۲۶ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۶۵۰×۶۷۵) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های ℓ۲ نرم خطای میانΎین ٣-٢٢نمودار
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (ͳبرنول

توزی΄ با x تولید و ۳۲۶ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۶۵۰×۶۷۵) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های محمل خطای میانΎین ٣-٢٣نمودار
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (ͳبرنول

با x تولید و ۳۲۶ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۶۵۰×۶۷۵) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های در شده صرف زمان میانΎین ٣-٢۴نمودار
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (ͳبرنول توزی΄

۵٠ نرمال) توزی΄ با x تولید و ۱۲۵ تا ۱ از غیرصفر درایه (A۱۸۰×۲۵۶،تعداد ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های ℓ۲ نرم خطای میانΎین ٣-٢۵نمودار
۵٠ نرمال) توزی΄ با x تولید و ۱۲۵ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۱۸۰×۲۵۶) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های محمل خطای میانΎین ٣-٢۶نمودار

با x تولید و ۱۲۵ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۱۸۰×۲۵۶) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های در شده صرف زمان میانΎین ٣-٢٧نمودار
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال) توزی΄

۵١ نرمال) توزی΄ با x تولید و ۱۴۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۲۰۰×۵۱۲) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های ℓ۲ نرم خطای میانΎین ٣-٢٨نمودار
۵١ نرمال) توزی΄ با x تولید و ۱۴۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۲۰۰×۵۱۲) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های محمل خطای میانΎین ٣-٢٩نمودار

با x تولید و ۱۴۰ تا ۱ از غیرصفر درایه�های تعداد ،A۲۰۰×۵۱۲) ℓ۱ نرم مینیمم�سازی و OMP روش�های در شده صرف زمان میانΎین ٣-٣٠نمودار
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( نرمال توزی΄

ح



چیده:

فرومعین دستΎاه�های Έتن جواب�های

گلستان�ͳپور ͳمجتب

ͳخط تنΈدستΎاه�های جواب�های یافتن با کاربردی ͳریاض و آمار برق، ͳمهندس در ͳاساس مسائل از بسیاری
این در است. NP-Hard مسأله Έی جواب�، تن�Έترین آوردن دست به ͳکل حالت در هستند. درگیر فرومعین
ضعف نقاط و ͳبررس را آن آمیخته صحی برنامه�ریزی مدل ابتدا م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد را مسأله این پایان�نامه
با م�ͳشود. معادل محدب مسأله Έی با مسأله این که م�ͳدهیم ارائه را ͳشرایط سپس م�ͳکنیم. بیان را مدل این
در م�ͳکنیم. ͳمعرف نیز را روش�ها این معروفترین از ͳی مسأله، این حل در حریصانه روش�های موفقیت به توجه

م�ͳپردازیم. محدب مسأله ͳخط برنامه�ریزی شل و حریصانه روش مقایسه به متعدد، مثال�های ارائه با پایان

واژه: کلید
محدب، مسأله آمیخته، صحی ͳخط برنامه�ریزی ،NP-Hard مسأله ،Έتن جواب فرو�معین، ͳخط دستΎاه

حریصانه. الΎوریتم�های

خ



Abstract:

Sparse solutions of underdetermined systems

Mojtaba Golestanipour

Many problems in electrical engineering, statistics and applied mathematics involve
finding the sparse solutions of underdetermined linear systems. In general, finding the
sparsest solutions is NP-Hard. In this thesis, we study this problem. First we consider
it’s mixed integer linear programming model and illustrate it’s disadvantages. Then,
we present conditions under which the problem is equivalent to a convex problem.
Due to the success of greedy algorithms on solving this problem, we also introduce
one of the most popular one. At the end, by presenting several examples, we compare
the greedy approach and the linear programming form of the convex problem.

Key words:
Underdetermined linear system, sparse solution, NP-Hard problem, mixed integer
linear programming, convex problem, greedy algorithms.
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پیشΎفتار:

در م�ͳشوند. ظاهر ͳمهندس و علوم شاخه�های همه در تقریباً ͳخط دستΎاه�های که نیست اغراق این گفتن شاید

دارای فرومعین ͳخط معادلات یΈدستΎاه ماتریسضرایب اگر هستند. فرومعین مسائل این کاربردها از بسیاری

خاص جواب�های از ͳبعض جواب�ها، همه بین از بود. خواهد جواب ب�ͳنهایت دارای دستΎاه این باشد، کامل رتبه

Έتن جواب�های آن�ها، از مهم نوع Έی م�ͳگیرند. قرار ویژه توجه مورد مختلف، کاربردهای در دستΎاه�ها این

به توجه با م�ͳرود. شمار به مهم هدف Έی زمینه�ها، از بسیاری در جواب تن��Έترین یافتن که طوری� به هستند،

به ͳقدمت دارای نیز جواب�ها نوع این Έش ͳب ،ͳخط جبر در فرومعین ͳخط معادلات دستΎاه�های ͳبررس قدمت

پیشΎام تحقیق Έی در جواب��ها، نوع این یافتن ͳاصل ایده اولیه نشانه�های خاص�، طور به اما هستند. میزان همان

Έی جمله از زمینه، این در ͳاصل ایده�های از ͳبرخ آن�ها کار شد. ظاهر ١٩٩٣ سال در ٢Ίژان و مالات١ توسط

سال در داد. قرار رو پیش را فرومعین ͳخط دستΎاه ΈیΈتن یΈجواب تخمین برای ͳتعقیب حریصانه Έنیت

که دادند نشان آن�ها کردند. استفاده ͳتن میزان ͳارزیاب برای ℓ۱ نرم از ساوندرز۵ و دونوهو۴ چن٣، نیز، ١٩٩۵

زیربنای تحقیقات، این با .[۵] کرد حل را محدب مسأله Έی جواب، تن�Έترین آوردن دست به برای م�ͳتوان

و دونوهو بعدی، تحقیقات از ͳی در شد. نهاده کاربردها در آن�ها گسترش و مذکور روش�های عمیق�تر تحلیل�های

روش�های موفقیت م�ͳتوان آیا که، دادند پاس حدی تا و کرده مطرح زمینه این در ͳسوالات ٢٠٠١ سال در هوئو۶

تخفیف�سازی، و حریصانه ایده�های پایه بر کنون، تا زمان آن از .[١۴] شرایطͳ؟ چه تحت کرد؟ تضمین را مذکور

غیره، و ͳهوموتوپ روش�های ،ͳدرون نقطه روش�های کاراتر، حریصانه الΎوریتم�های جمله از متعددی روش�های

شده�اند. گرفته کار به زمینه این در

و بهینه�سازی و محدب آنالیز ،ͳخط جبر از نیاز مورد مفاهیم و تعاریف اول، فصل در ابتدا پایان�نامه این در

Έی (ͳتقریب) جواب تن�Έترین یافتن بهینه�سازی مسأله ابتدا دوم فصل در م�ͳشود. بیان cvx نرم�افزار با ͳآشنای

سپس م�ͳکنیم. بیان را آن اهمیت مهم، کاربرد Έی ارائه با و کرده تعریف را فرومعین ͳخط معادلات دستΎاه

کرده ͳبررس را آن آمیخته صحی برنامه�ریزی مدل همچنین م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را مسأله این حل مشلات

این هم�ارزی شرایط نیاز، مورد قضایای آوردن با فصل این انتهای در م�ͳکنیم. بیان را مدل این ضعف نقاط و

الΎوریتم�های از ͳبرخ به سوم، فصل در م�ͳکنیم. ارائه را آن تخفیف�سازی از حاصل محدب مسأله Έی با مسأله

١Mallat ٢Zhang ٣Chen ۴Donoho ۵Saunders ۶Huo



٢

مورد مسأله حل در حریصانه روش�های خوب عملرد به توجه با همچنین م�ͳکنیم. اشاره تخفیف�سازی مسأله حل

روش�های متعدد، مثال�های حل با فصل این پایان در م�ͳکنیم. ͳمعرف را روش�ها این معروفترین از ͳی ،ͳبررس

م�ͳپردازیم. نتیجه�گیری به و کرده مقایسه را شده ارائه



١ فصل

پیش�نیاز
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فصل�های مطالب بهتر درک برای را بهینه�سازی و ͳخط جبر از ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف ͳبرخ فصل این در

م�ͳکنیم. بیان بعد

ͳخط جبر از ͳمقدمات ١-١

م�ͳکنیم. بیان را بردارها به مربوط مفاهیم ͳبرخ ابتدا

اسالرهای اگر م�ͳشوند، گفته ͳخط وابسته ،Rn در {x۱, . . . , xk} بردارهای از یΈمجموعه تعریف١-١-١.

این غیر در .c۱x۱ + . . .+ ckxk = 0 طوری�که به باشند، داشته وجود نیستند، صفر هم با ͳΎهم که c۱, . . . , ck

م�ͳشود. نامیده ͳخط مستقل {x۱, . . . , xk} مجموعه صورت،

ͳخط ترکیب صورت به Xرا زیرفضای در بردار هر بتوان که r مثبت صحی عدد کوچترین تعریف١-١-٢.

م�ͳشود. نامیده X زیرفضای بعد نوشت، آن از بردار r حداکثر

تشیل آن برای پایه Έی ،r بعد Xبا زیرفضای ͳخط مستقل بردارهای از ͳتای r مجموعه هر تعریف١-١-٣.

م�ͳدهند.

i ̸= j هر برای اگر م�ͳشوند، گفته متعامد ،Rn در {x۱, . . . , xk} بردارهای از مجموعه Έی تعریف١-١-۴.

باشیم داشته

xT
i xj = ۰.

م�ͳشود. نامیده یامتعامد١ {x۱, . . . , xk} مجموعه ،xT
i xi = ۱ باشیم داشته i هر برای اگر علاوه به

Έی هست، نیز یامتعامد و م�ͳدهد تشیل زیرفضا Έی برای پایه Έی که بردارها از مجموعه�ای بنابراین

م�ͳشود. نامیده یامتعامد پایه

م�ͳشود داده نمایش ||x|| نماد با بردار نرم Έی آن�گاه باشد. Rn در بردار Έی x کنید فرض تعریف١-١-۵.

ویژگ�ͳهای دارای و م�ͳشود تعریف Rn روی که است x۱, . . . , xn مولفه�های از مقدار ͳحقیق پیوسته تاب΄ Έی و

است: زیر

.x = 0 اگر فقط و اگر ||x|| = ۰ .||x|| ≥ ۰ ،x صفر غیر بردار هر برای .١

.||αx|| = |α|||x|| ،α اسالر هر و x بردار هر برای .٢

.||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| ،y و x بردار دو هر برای .٣
١Orthonormal
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م�ͳشود تعریف زیر صورت به p نرم ،p ≥ ۱ ͳحقیق عدد هر برای تعریف١-١-۶.

||x||p = (
n∑
i=۱

|xi|p)۱/p.

م�ͳشود. نامیده Έتن بردار است، صفر غیر درایه ͳکم تعداد دارای بعدش به نسبت که برداری تعریف١-١-٧.

م�ͳکنیم. بیان را است نیاز مورد که ماتریس�ها به مربوط مفاهیم از ͳبعض اکنون

م�ͳشود تعریف زیر صورت به و م�ͳدهند نمایش N(A) با را Am×n ماتریس هر پوچ فضای تعریف١-١-٨.

N(A) = {x ∈ Rn|Ax = 0}.

باشیم داشته هرگاه است، متعامد A ͳمربع ماتریس تعریف١-١-٩.

ATA = AAT = I.

گاه هر م�ͳنامند، قطری غالب را A ͳمربع ماتریس تعریف١-١-١٠.

|aii| >
n∑

j=۱,j ̸=i

|ai,j| , ∀ i = ۱, . . . , n.

باشیم داشته x صفر غیر بردار هر برای اگر است، مثبت معین A متقارن ماتریس تعریف١-١-١١.

xTAx > ۰.

از: عبارتند مثبت معین ماتریس�های سودمند ویژگ�ͳهای از ͳبرخ

باشند. مثبت آن ویژه مقادیر همه اگر تنها و اگر است، مثبت معین A ماتریس .١

هستند. ͳخط مستقل آن ستون�های همه باشد، مثبت معین A ماتریس اگر .٢

است. مثبت معین مثبت، قطری درایه��های با قطری غالب متقارن ماتریس هر .٣

باشند. ATA ویژه مقادیر λi, i = ۱, . . . , n و باشد m × n ماتریس Έی A کنید فرض تعریف١-١-١٢.

م�ͳشوند تعریف زیر صورت به A ماتریس تین مقادیر صورت این در

σi =
√

λi, i = ۱, . . . , n.

m < n و ͳتای n بردار Έی x ، ͳتایm بردار Έی b ،m× nماتریس Έی A کنید فرض تعریف١-١-١٣.

م�ͳشود. نامیده فرومعین١ ͳخط معادلات دستΎاه Έی Ax = b صورت این در باشد.
١Underdetermined
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محدب تواب΄ و مجموعه�ها ١-٢

S به متعلق x۲ و x۱ هر برای هرگاه م�ͳشود، نامیده محدب مجموعه Έی S ⊆ Rn مجموعه تعریف١-٢-١.

باشد. S به متعلق نیز λx۱ + (۱− λ)x۲ ͳخط ترکیب ،λ ∈ [۰, ۱] ͳحقیق عدد هر ازای به و

واصل خط روی نقطه هر ،S به متعلق x۲ و x۱ هر ازای به هرگاه گویند، محدب را S مجموعه ͳهندس طور به

ͳخط ترکیب Έی را، λ ∈ [۰, ۱] ازای به λx۱ + (۱ − λ)x۲ ͳخط ترکیب باشد. S به متعلق نیز x۱ و x۱ بین

م�ͳگویند. محدب

محدب f تاب΄ م�ͳگیریم. نظر در را S ⊆ Rn ͳناته محدب مجموعه و f : S → R تاب΄ تعریف١-٢-٢.

باشیم داشته ،λ ∈ [۰, ۱] ͳحقیق عدد هر ازای به و S به متعلق x۲ و x۱ هر برای هرگاه م�ͳشود، نامیده

f(λx۱ + (۱− λ)x۲) ≤ λf(x۱) + (۱− λ)f(x۲).

محدب اکیداً را f تاب΄ باشد، برقرار اکید صورت به قبل نابرابری ، λ ∈ (۰, هر(۱ و x۱ ̸= x۲ هر برای هرگاه

گویند.

قرار f نمودار بالای (x۲, f(x۲)) و (x۱, f(x۱)) نقاط بین خط پاره اگر است، محدب f تاب΄ ͳهندس طور به

گیرد.

بهینه�سازی از ͳمقدمات ١-٣

و سر تصمیم�گیری مسائل جواب�های با ͳخدمات و تولیدی صنای΄ روزانه عملیات بله ما، روزانه ͳزندگ تنها نه

محدودیت�های نقض بدون کار این این، بر علاوه م�ͳشود. ماکزیمم یا مینیمم مشخص، هدف Έی که دارند کار

بنابراین، م�ͳشوند. نامیده بهینه�سازی مسائل تصمیم�گیری، مسائل این م�ͳشود. انجام ͳمنطق یا ͳفن ،ͳفیزی

باید آن از استفاده برای که است، ͳفیزی سیستم�های تحلیل و تصمیم�گیری علوم در مهم ابزار Έی بهینه�سازی

نامیده مجهولات یا تصمیم متغیر که است، سیستم از ͳخاص مشخصات به وابسته هدف کنیم. تعیین را یΈهدف

مینیمم یا ماکزیمم بهینه�سازی، ،ͳریاض لحاظ از م�ͳشوند. مقید یا و محدود ͳدلیل به متغیرها اغلب، م�ͳشوند.

بهینه�سازی مسائل ͳکل شل است. آن متغیرهای روی محدودیت�ها سری Έی گرفتن نظر در با تاب΄ Έی کردن

است: زیر صورت به
min f(x)

s.to gi(x) ≤ ۰ i = ۱, . . . ,m

hi(x) = ۰ i = ۱, . . . , k

x ∈ S

(١-١)
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x۱, . . . , xn شده�اند. تعریف S روی h۱, . . . , hk و g۱, . . . , gm ،f تواب΄ و است Rn از زیرمجموعه Έی S که

برابری قیدهای hi = ۰, i = ۱, . . . , k و نابرابری قیدهای gi ≤ ۰, i = ۱, . . . ,m هدف، تاب΄ f مجهولات،

م�ͳشوند. نامیده

بیان را است نیاز مورد که آنچه اینجا در که هستند، ͳگوناگون تقسیم�بندی�های دارای بهینه�سازی مسائل

م�ͳکنیم.

نامقید و مقید مسائل

حداقل اگر و بود خواهد نامقید مسأله این باشند، نداشته وجود شده ذکر قیدهای از Έی Ϳهی اگر (١-١) مسأله در

بود. خواهد مقید مسأله�ی Έی باشد، داشته وجود قید Έی

ͳغیرخط و ͳمسائلخط

مسأله Έی مسأله این آن�گاه باشند، ͳخط ͳΎهم (١-١) مسأله�ی نابرابری و برابری قیدهای و هدف تاب΄ اگر

است. ͳغیرخط برنامه�ریزی مسأله Έی صورت این غیر در و است ͳخط برنامه�ریزی

محدب مسائل

باشند، ͳآ�فین برابری، قیدهای تواب΄ و محدب، ͳΎهم (١-١) مسأله�ی نابرابری قیدهای تواب΄ و هدف تاب΄ اگر

است. محدب بهینه�سازی مسأله Έی مسأله این آن�گاه

آمیخته صحی و صحی اعداد برنامه�ریزی مسائل

p ∈ {۱, ۲, . . . , n− ۱} ͳیعن باشند،� صحی غیر ͳبعض و صحی (١-١) مسأله متغیرهای از ͳبعض صورت�ͳکه در

در و آمیخته، صحی اعداد برنامه�ریزی مسأله Έی مسأله این باشد، x ∈ Zp × Rn−p که باشد داشته وجود

نامیده صحی اعداد برنامه�ریزی مسأله Έی آن�گاه ،x ∈ Zn ͳیعن باشند، صحی آن متغیرهای همه صورت�ͳکه

م�ͳشود.

صدق مسأله این قیود همه در هرگاه گویند، (١-١) مسأله ͳشدن جواب Έی را x̄ ∈ S نقطه تعریف١-٣-١.

کند.

ازای به و باشد ͳشدن هرگاه (١-١)گویند، مسأله سراسری بهینه جواب Έی را x̄ ∈ S نقطه تعریف١-٣-٢.

.f(x̄) ≤ f(x) دیΎر، ͳشدن x ∈ S هر

ε Έی و باشد ͳشدن هرگاه (١-١)گویند، مسأله ͳموضع بهینه جواب Έی را x̄ ∈ S نقطه تعریف١-٣-٣.

.f(x̄) ≤ f(x) م�ͳکند، صدق ||x− x̄||۲ ≤ ε در که دیΎر ͳشدن x ∈ S هر ازای به که باشد داشته وجود

م�ͳکند: بیان را نقطه Έی بودن ͳموضع مینیمم برای ͳکاف شرایط زیر قضیه
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مشتقات با دیفرانسیل�پذیر بار دو تاب΄ Έی f فرضکنید نامقید) دوم-حالت مرتبه ͳکاف (شرایط .۴-١-٣ قضیه

فرض همچنین است. شده تعریف است، آن ͳدرون نقطه x̄ که ناحیه�ای روی که باشد، پیوسته دوم مرتبه ͳجزئ

است. f اکید ͳموضع مینیمم نقطه Έی x̄ آن�گاه باشد. مثبت معین f تاب΄ هسین ماتریس و ∇f(x̄) = 0 کنید

سیΎنال�ها از ͳمقدمات ۴-١

سیΎنال�ها، با ͳآشنای برای سیΎنال، نمایش زمینه در فرومعین دستΎاه�های Έتن جواب�های اهمیت به توجه با

توصیف را ͳگوناگون ͳفیزی پدیده�های م�ͳتوانند سیΎنال�ها م�ͳکنیم. بیان را پایان�نامه این در نیاز مورد تعاریف

به را سیΎنال ،ͳریاض لحاظ از است. ͳاطلاعات حاوی که متغیری هر از عبارتست سیΎنال ͳکل طور به کنند.

این در م�ͳنامند. سیΎنال بعد را مستقل متغیر تعداد م�ͳکنند. بیان مستقل متغیر چند یا Έی از ͳتابع صورت

بعدی دو سیΎنال Έی تصویر سیΎنال مثال، عنوان به م�ͳگیریم. نظر در را بعدی Έی سیΎنال�های ما پایان�نامه

فشار تغییرات همچنین م�ͳدهد. نشان وستون) (سطر ͳانم متغیر دو حسب بر را ͳروشنای که است ͳتابع و است

هستند. سیΎنال از ͳنمونه�های ͳهواشناس بررس�ͳهای در ͳجغرافیای عرض حسب بر باد سرعت و دما هوا،

کرد. تقسیم گسسته و پیوسته نوع دو به م�ͳتوان را سیΎنال�ها

متغیر که پیوسته�ای مقادیر تمام برای و است پیوسته مستقل متغیر آن�ها در که ͳنال�هایΎسی .١-۴-١ تعریف

گویند. پیوسته سیΎنال�های را م�ͳشوند تعریف بΎیرد م�ͳتواند مستقل

x(t); t ∈ R

هستند. پیوسته ͳجغرافیای عرض حسب بر جو فشار یا زمان از ͳتابع صورت به صدا سیΎنال�های

متغیر که گسسته�ای مقادیر تمام برای و است گسسته مستقل متغیر آن�ها در که ͳنال�هایΎسی تعریف١-۴-٢.

گویند. گسسته سیΎنال�های را م�ͳشوند تعریف بΎیرد م�ͳتواند مستقل

x[n]; n ∈ Z

میانΎین مثال عنوان به هستند، گسسته ذاتاً سیΎنال��ها ͳبرخ است. اعداد از دنباله�ای واق΄ در گسسته سیΎنال

سیΎنال�های از ͳنمونه�های سال، هر در یΈفروشΎاه ماهانه فروش میزان و کارگرها تعداد حسب بر کارخانه�ها درآمد

نمونه�برداریسیΎنال�های از که هستند ͳنال�هایΎسی زمان، در گسسته سیΎنال�های از ͳمهم دسته هستند. گسسته

م�ͳآیند. دست به زمان در پیوسته

نمونه�برداری را زمان در گسسته سیΎنال Έی به زمان در پیوسته سیΎنال Έی تبدیل فرآیند .٣-۴-١ تعریف

گویند.



پیش�نیاز .١ ٩فصل

داد: نمایش پایه سیΎنال�های از تعدادی ͳخط ترکیب صورت به م�ͳتوان را y مفروض سیΎنال

y =
n∑
i=۱

xidi = Dx, D = [d۱ . . . dn], x = [x۱, . . . , xn]
T

هر که م�ͳشوند حاصل y برای مختلف نمایش�های متفاوت پایه�های انتخاب با گویند. y سیΎنال نمایش را x

باشند. مفید م�ͳتوانند کدام

y نیز حالت این در که باشد، Έتن پایه Έی در آن xنمایش اینه یا باشد Έتن y سیΎنال خود است ممن

قابل y سیΎنال ͳریاض لحاظ از .Έتن نه هستند فشرده�سازی قابل بیشتر سیΎنال�ها واقعیت در گویند. Έتن را

سرعت به شوند، مرتب ͳنزول صورت به اندازه نظر از آن xنمایش مولفه�های اگر که ͳصورت در است، فشرده�سازی

�شوند. Έکوچ

cvx نرم�افزار با ͳآشنای ۵-١

است. شده ͳطراح و٢ گرنت١ توسط که است، منظم محدب برنامه�ریزی برای مدل�سازی سیستم Έی cvx

و گرنت مایل توسط که است محدب بهینه�سازی مسائل ساختن برای روش Έی منظم محدب برنامه�ریزی

اعمال را م�ͳشوند نامیده ۴DCP ruleset که قواعد از مجموعه Έی و شد پیشنهاد ٣ یِ یینیو و بوید استیفن

با که ͳمسائل فقط cvx م�ͳشوند. نامیده منظم محدب مسائل قواعد، این براساس شده ساخته مسائل م�ͳکند.

ͳحت را، ندارند مطابقت قواعد مجموعه این با که ͳمسائل و م�ͳکند حل را دارند مطابقت DCP قواعد مجموعه

به مسائل این باید فقط نم�ͳشوند، حل مسائل این که نیست ͳمعن این به این البته نم�ͳپذیرد. باشند، محدب اگر

باشند. داشته مطابقت DCP قواعد مجموعه با که بیایند در ͳلش

از: عبارتند کرد، توجه آن�ها به باید cvx در مسأله Έی حل برای که قواعدی از ͳبعض

�م�ͳآید. cvx_ end دستورها، همه انتهای در و م�ͳآید cvx_ begin دستور ،cvx دستورهای همه از قبل •

باشد. قبل دستور دو بین باید قیدها و هدف تواب΄ و متغیرها همه تعیین •

بردار، اسالر، و مختلط یا ͳحقیق م�ͳتوانند و مشخصم�ͳشوند �variables یا variable دستور با متغیرها •

باشند. بعدی n آرایه�های یا ماتریس

م�ͳشوند. محسوب متلب ویژه اشیاء و نم�ͳگیرند عددی مقدار بهینه�سازی متغیرهای •

عنوان به را cvx عبارت�های یا متغیرها که است، ͳآفین و مقعر محدب، تواب΄ شامل کتابخانه�ای تواب΄ دارای cvx

تواب΄ بقیه هستند. غیره و diag ،sqrt ،trace قبیل از متلب معمول تواب΄ آن�ها از بسیاری م�ͳپذیرد. آرگومان

١Grant ٢Boyd ٣Yinyu Ye ۴disciplined convex programming


