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مقدمه

معادلات مشھورترین است. تابع شکل به ھا درآن مجھول که ھستند معادلاتی ١ تابعی معادلات

در صادق توابع از یکی که است f(x+ y) = f(x) + f(y) معادله یعنی کشی تابعی معادله تابعی

f(x+ y)+ f(x− y) = ٢f(x)+٢f(y) مربعی تابعی معادله چنین ھم است. f(x) = x معادله، این

این است مطرح اینجا در که مھمی سوال است. f(x) = x٢ مربعی تابع آن ھای جواب از یکی که

تابعی معادله آن جواب یک به آیا کند، صدق تابعی ی معادله یک در تقریبا تابعی اگر که، است

را سوال این است. تابعی معادله پایداربودن معنی به سوال این پاسخ بودن مثبت است؟ نزدیک

ϵ یک G متریک گروه مورد در آیا که کرد، مطرح صورت این به ، ١٩۴٠ سال در [١٩] اولام٢ بار اولین

مثبت جواب یک [٩] ھایرز٣ بعد سال در است؟ نزدیک آن از خودریختی به لزوما G از -خودریختی

فرض این با کرد، ثابت [١۴] راسیاس۴ ١٩٧٨ در و داد، ارائه باناخ فضای زمینه در اولام سوال به

برای که طوری به باشد نگاشتی f : E 7→ F و باشد کامل F و حقیقی دار نرم فضاھای E,F که

باشد داشته وجود طوری باشند ϵ > ٠, p ∈ [٠, ١) و پیوسته R روی t 7→ f(tx) نگاشت ، x ∈ Eھر

که

∥f(x+ y)− f(x)− f(y)∥ ≤ ϵ(∥x∥p + ∥y∥p) (x, y ∈ E)

که طوری به است موجود T : E → F فرد به منحصر خطی نگاشت گاه آن

∥f(x+ y)− T (x)∥ ≤ ϵ∥x∥p

١− ٢p−١ .

١Functional equations
٢Ulam
٣Hyers
۴Rassias

١



٢

مطرح را سوال این راسیاس در١٩٩٠ داد. نشان را p = ٠ حالت در اولام قضیه درستی فوق قضیه

اكي٧ آ و شمر۶ و راسیاس و [٧] گجدا۵ ١٩٩١ در نمود. اثبات p ≥ ١ برای را قضیه توان می آیا کرد

p = ١ حالت برای نتوانستند یک ھیج اما نمودند[١۶]، ارائه را مثبتی حل راه p > ١ حالت برای

تعمیم یک ١٩٩۴ در بود. درست نیز p < ٠ برای چنین ھم راسیاس نتیجه نمایند. ارائه اثباتی

ھایرز-اولام-راسیاس پایداری قضیه بود، آمده دست به [٨] گاوروتا٨ توسط که راسیاس، ازقضیه

در کرد. جایگزین φ(x, y) مانند عمومی کنترل تابع یک با را ϵ(∥x∥p + ∥y∥p)کران او شد. نامیده

دانان ریاضی از تعدادی توسط تابعی معادلات از پایداری مساله چندین گذشته ھای دھه طی

علوم سایر در زیادی کاربردھای نتایج این .[١۵ ،١١ ،١٠ ،۴ ،٣] است گرفته قرار بررسی مورد

ھر در کنیم. می اشاره باناخ جبرھای در کاربردھا از بعضی به مختصر طور به ما دارند. [٢ ،١]

است. کلیدی گام یک ٣.١ قضیه مشابه قضایایی از استفاده مورد،

چاپ حال در کتاب از استفاده با اول فصل در است. شده تنظیم فصل سه در رساله این

H. G. Dales and M. E. Polyakov, Multi normed space and multi Banach algebras.(preprint)

بخش در که است بخش چھار بر مشتمل اول فصل پردازیم، می مقدمات و تعاریف بیان به

فضای از نیاز مورد مطالب دوم بخش در نماییم. می بیان را معمولی دار نرم فضای از تعاریفی اول

خواص از برخی ھمراه به چندگانه دار نرم فضای سوم بخش در کنیم. می بیان را پذیر اندازه

می بیان را چندگانه ھمگرایی و چندگانه پوچ دنباله نھایی بخش در و دھیم می ارائه را فضا این

مقاله از برگرفته دوم فصل کنیم.

H. G. Dales and M. S. Moslehian, Stability of mappings on multi normed spaces,

Glasgow Math. J. 49(2007) 321-33⒉

کران عملگرھای به مربوط تعاریف اول بخش در است. گردیده تنظیم بخش سه در که است

پیوسته و چندگانه دار کران ھای عملگر بین ارتباط چنین ھم و چندگانه پیوسته و چندگانه دار
۵Gajda
۶S̆emrl
٧Aoki
٨Găvruta



٣

مربوط راسیاس ھایرز-اولام- یافته تعمیم پایداری قضیه دوم بخش در و کنیم می بیان را چندگانه

شیوه کارگیری به با را چندگانه دار نرم فضاھای به خطی فضاھای از کشی جمعی معادله به

مقاله از سوم، فصل در . کنیم می اثبات و بیان ثابت نقطه

M. S. Moslehian, K. Nikodem and D. Popa, Asymptotic aspect of the quadratic functional

equation in multi normed spaces,J. Math. Anal. Appl. 355 (2009), 717-72⒋

پایداری و مربعی نگاشت خواص از برخی بیان به فصل این از اول بخش در کنیم، می استفاده

کران حوزه یک روی مربعی نگاشت پایداری دربخشدوم و پردازیم می مربعی نگاشت ھایرز-اولام

کنیم. می بررسی را دار
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١ فصل

ھا نیاز پیش و مقدمات

ارائه است نیاز مورد آینده فصول در که دار نرم فضای در قضایایی و تعاریف فصل، این اول بخش در

شد خواھد ارائه چندگانه دار نرم فضای مورد در قضایایی و تعاریف دوم بخش در چنین ھم شده،

مورد است، چندگانه دار نرم فضای مورد در که رسالاتی اکثر در بلکه آینده فصول در تنھا نه که

گرفت. خواھد قرار استفاده

دار نرم فضاھای ١.١

d : X ×X → [٠,∞) نگاشت ھمراه به X ناتھی مجموعه از عبارت متری فضای یک .١.١ تعریف

،x, y, z ∈ X ھر برای باشد، برقرار ذیل شرایط که طوری به

، x = y ⇐⇒ d(x, y) = ٠ (١

، d(x, y) = d(y, x) (٢

. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (٣

متر آن به باشد [٠,∞] مجموعه تعریف این در d برد اگر دارد. نام متریک فضای (X, d) دوتایی

گويیم. مي ١ یافته تعمیم
١Generalized metric

۵



۶ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

انقباض نگاشت J : X → X مانند نگاشت باشد متریك فضای (X, d) کنید فرض .٢.١ تعریف

به باشد موجود ( نامیم می شوتز لیپ ثابت را آن که ) ٠ ≤ L < ١ ثابت یك اگر گوییم [؟] اكید٢

x ∈ X ھر برای كه طوری

d(Jx, Jy) ≤ Ld(x, y) (١.١)

نگاشت یك J : X → X و باشد كامل یافته تعمیم متریك فضای یك (X, d) كنید فرض .٣.١ قضیه

d(Jnx, Jn+١x) = ∞ ھمواره یا ،x ∈ X ھر برای گاه آن باشد L < ١ شوتز لیپ ثابت با اكید انقباض

،n ≥ n٠ ھر برای که طوری به است موجود ای n٠ ≥ ٠ یا و

d(Jnx, Jn+١x) <∞.

مجموعه در نقطه این و ھمگراست J از y∗ ثابت نقطه یک به (Jnx) دنباله وضعیت این در

U = {y ∈ X : d(Jn٠x, y) <∞} (٢.١)

،y ∈ U ھر برای علاوه به یکتاست.

d(y, y∗) ≤ d(y, Jy)

١− L
(y ∈ U).

� نمایید. مراجعه [١٢] مرجع به اثبات.

روی نرم یک ∥.∥ : X → [٠,∞) تابع باشد، F میدان روی برداری فضای X کنید فرض .۴.١ تعریف

کند، صدق ذیل شرایط در α ∈ F و x, y ∈ Xھر برای ھرگاه شود می Xنامیده

، x = ٠ ⇐⇒ ∥x∥ = ٠ (١)
٢Strictly contractive map



٧ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

، ∥αx∥ = |α|∥x∥ (٢)

. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (٣)

اگر نامیم. مي ٣ دار نرم فضاي و دھیم نمایشمی (X∥.∥) با را ∥.∥ ھمراه به X برداری فضای

متریک فضای یک d(x, y) = ∥x−y∥ متر با X دار نرم فضای باشد، داشته وجود X روی ∥.∥ نرم یک

باشد ھمگرا آن در کشی دنباله ھر یعنی باشد کامل نرم این با (X, ∥.∥) دار نرم فضای اگر است.

گوییم. باناخ فضای را آن

نگاشت یک T : X → Y و باشند دار نرم ,Y)فضاھای ∥.∥) و (X, ∥.∥) که کنید فرض .۵.١ تعریف

کنیم، می تعریف زیر صورت به را ∥T∥ باشد، خطی

∥T∥ = sup{∥T (x)∥
∥x∥

, x ̸= ٠} (٣.١)

.∥T∥ <∞ ھرگاه نامیم می دار کران را T اکنون

می نمایش B(X,Y ) با را T : X → Y مانند دار کران و خطی ھای نگاشت تمام مجموعه

گاه آن Y = C اگر چنین ھم دھیم، می نشان B(X) رابا B(X,Y ) گاه آن Y = X اگر حال دھیم

عمل دو با B(X,Y ) فضای گوئیم. X فضای دوگان آن به و دھیم می نمایش X∗ با را B(X,C)

است، برداری فضای یک زیر در شده تعریف

(T + S)(x) = T (x) + S(x) , (rT )(x) = rT (x) (۴.١)

B(X,Y ) اگر تنھا و اگر است باناخ Y دید توان می . T, S ∈ B(X,Y ) و x ∈ X و r ∈ C ھر برای

باشد. باناخ فضایی
٣Normed space



٨ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

پذیر اندازه فضاھای ٢.١

اگر نامیم -جبر σ یک را m ⊆ ٢X باشد ناتھی مجموعه یک X کنید فرض .۶.١ تعریف

، X ∈ m (١

، A ∈ m⇒ Ac ∈ m (٢

. An ∈ m⇒
∪

n∈N An ∈ m (٣

گوئیم. می پذیر اندازه فضای (X,m) زوج به

صورت این در باشند توپولوژیکی فضای (Y, τ) و پذیر اندازه (X,m)فضای کنید فرض .٧.١ تعریف

Y در باز مجموعه ھر معکوس تصویر ھرگاه پذیرگوییم انداره نگاشت یک را f : X → Y نگاشت

X در f−١(V ) ،V ⊂ X باز مجموعه ھر برای دیگر عبارت به باشد، X در پذیر اندازه مجموعه یک

باشد. پذیر اندازه

f : X → Y نگاشت اگر باشند. توپولوژیکی فضاھای (Y, τ) و (X,m) که کنید فرض .٨.١ مثال

بود. خواھد پذیر اندازه نگاشتی f گاه آن باشد، پیوسته نگاشت یک

است. پذیر اندازه نیز پذیر، اندازه توابع از ای دنباله ای نقطه حد .٩.١ قضیه

� شود. مراجعه [٢٢] مرجع در ١− ١۴ قضیه به اثبات.

است پیوسته f گاه آن باشد، لبگ پذیر اندازه f : R → R صورت به جمعی تابع اگر .١٠.١ گزاره

است. ثابت c که است f(x) = cx فرم به و

� شود. مراجعه [٢١] مرجع به اثبات.



٩ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

چندگانه دار نرم فضای ٣.١

می بیان مثال چند ارائه با چندگانه دار نرم فضای به مربوط اساسی و اولیه تعاریف بخش این در

دھیم. می ارائه بخش این در را ھا لم از بعضی اثبات چندگانه نرم خواص اھمیت دلیل به و کنیم

خطی فضای ،k ∈ N و باشد مختلط خطی فضای E کنید فرض (١ .١١.١ ملاحظه

E ⊕ E ⊕ . . .⊕ E

که است x = (x١, . . . , xk) ∈ Ek ھایی تایی k شامل Ek بنابراین دھیم، می نشان Ek با را

x١, . . . , xk ∈ E

تعریف T = {z ∈ C : |z| = ١} چنین ھم و D̄ = {z ∈ C, |z| ≤ ١} صورت به را واحد بسته گوی

کنیم. می

نمایش Gk با را تایی k ھای جایگشت گروه و دھیم نمایشمی Nk با را {١, ٢, . . . , k} مجموعه (٢

دھیم. می

L(E,F ) با را F به E از خطی ھای نگاشت فضای باشند خطی فضاھای E,F کنید فرض (٣

باشند، خطی فضاھای E١, . . . , Ek, F کنید فرض دھیم. می نمایش L(E) با را L(E,E) و

می نمایش Lk(E١, . . . , Ek;F ) با را F به E١ × . . . × Ek از خطی k ھای نگاشت فضای

PS با را S روی تصویر ، x = (xi) ∈ Ek ھر برای S ⊂ Nk و باشد خطی فضای E اگر دھیم.

yi = ٠ و i ∈ S ھرگاه yi = xi آن در که PS(x١, . . . , xk) = (yi) صورت به و دھیم می نشان

صورت با و دھیم می نشان QS با را S متمم روی تصویر و کنیم می تعریف i /∈ S ھرگاه



١٠ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

کنیم. می تعریف yi = ٠ ،i ∈ S اگر و yi = xi ،i /∈ S که زمانی که QS(x١, . . . , xk) = (yi)

مثال عنوان به PS + QS = IEk چنین ھم توانند، خود L(Ek) فضای در QS و PS چنین ھم

نوشت توان می i ∈ Nk برای

Pi(x) = (٠, . . . , ٠, xi, ٠, . . . , ٠)

Qi(x) = (x١, . . . , xi−١, ٠, xi+١, . . . , xk)

.Qi = Q{i} و Pi = P{i} و x = (x١, . . . , xn) ∈ Ek كه طوری به

x = (x١, . . . , xk) ھر برای ، σ ∈ Gk و k ∈ N و باشد خطی فضای E کنید فرض (۴

Aσ(x) = (xσ(١), . . . , xσ(k))

،α = (αi) ∈ Ck برای چنین ھم .Aσ ∈ L(Ek) صورت این در کنیم می تعریف

Mα(x) = (αixi)

x = (x١, . . . , xk) ∈ Ek و n, k ∈ N برای اكنون Mα ∈ L(Ek) صورت این در کنیم می تعریف

دھیم. می نمایش x[n] = (x١, . . . , xk, x١, . . . , xk, . . . , x١, . . . , xk) ∈ Enk با را x ام n بسط

n مرتبه از ۴ چندگانه نرم یك .n ∈ N و باشد دار نرم فضای یك (E, ∥.∥) کنید فرض .١٢.١ تعریف

ھر ازای به كه طوری به است (∥.∥k) = {∥.∥k : k ∈ Nn} صورت به ای دنباله ،{Ek : k ∈ Nn} روی

برای (A۴) تا (A١) شرایط و ∥x∥١ = ∥x∥ ،x ∈ E ھر برای و است Ek روی نرم یك ∥.∥k ، k ∈ Nn

است. برقرار α١, . . . , αk ∈ C و σ ∈ Gk ھر برای چنین ھم و x١, . . . , xk ∈ E ،k ≥ ٢ و k ∈ Nn ھر
۴multi normed



١١ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

،∥(xσ(١), . . . , xσ(k))∥k = ∥(x١, . . . , xk)∥k (A١

،(x١, . . . , xk) ∈ Ek ∥(α١x١, . . . , αkxk)∥k ≤ (maxi∈Nk
|αi|)∥(x١, . . . , xk)∥k (A٢

،∥(x١, . . . , xk−١, ٠)∥k = ∥(x١, . . . , xk−١)∥k−١ (A٣

،∥(x١, . . . , xk−١, xk−١)∥k = ∥(x١, . . . , xk−١)∥k−١ (A۴

نامیم. n مرتبه از ۵ چندگانه دار نرم فضای یك را {(Ek, ∥.∥k), k ∈ Nn} صورت این در كه

(Ek, ∥.∥k) روي نرم حافظ نگاشت یک σ ∈ Gk برای Aσ که است واقعیت این بیانگر (A١) شرط

عملگر را Mα که ∥Mα∥ ≤ ١ ، α ∈ D̄k ھر برای که است واقعیت این بیانگر (A٢) شرط و است

واقع در کنیم می فرض (Ek, ∥.∥k) روی دار کران

∥Mα∥ = max
i∈Nk

|αi|

مجموعه روی ۶ گانه چند نرم دوگان باشد. دار نرم فضای یک (E, ∥.∥) کنید فرض .١٣.١ تعریف

k ∈ N ھر ازای به كه طوری به است (∥.∥k) = {∥.∥k : k ∈ N} صورت به ای دنباله ،{Ek : k ∈ N}

برای ١٢.١ در (A٣) تا (A١) شرایط ١∥x∥و = ∥x∥ ،x ∈ E ھر برای و است Ek روی نرم یك ∥.∥k ،

اصل و ٢ ≤ k ∈ N

∀x١, . . . , xk−١ ∈ E ∥(x١, . . . , xk−١, xk−١)∥k = ∥(x١, . . . , ٢xk−١)∥k−١ (B۴

دوگان چندگانه دار نرم فضای را {(Ek, ∥.∥k) : k ∈ N} صورت این در است، برقرار (A۴) جای به

نامیم.

مثال مستقلند. یکدیگر از (A۴) تا (A١) شرایط آیا که شود مطرح پرسش این که است طبیعی
۵multi normed space
۶dual multi normed



١٢ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

دھد. می پاسخ سئوال این به زیر ھای

و ∥x∥ = ∥x∥١ ،x ∈ E ھر برای و باشد ناصفر دار نرم فضای یك (E, ∥.∥) کنید فرض .١۴.١ مثال

،٢ ≤ n ∈ N برای

∥(x١, . . . , xn)∥n := max{∥x١∥,
∥x٢∥
٢

, . . . ,
∥xn∥
٢

} (۵.١)

نرم یك n ∈ N ھر برای فوق تعریف كه است بدیھی حال . x = (x١, . . . , xn) ∈ En كه طوری به

زیرا است صادق (A٢) اصل در كند. می صدق (A٢), (A٣), (A۴) اصول در كه است En روی

∥(α١x١, . . . , αnxn)∥ = max{∥α١x١∥,
∥α٢x٢∥

٢
, . . . ,

∥αnxn∥
٢

}

≤ (max
i∈Nn

|αi|)max{∥x١∥,
∥x٢∥
٢

, . . . ,
∥xn∥
٢

}

= (max |αi|)∥(x١, .., xn)∥n

چنین ھم

∥(x١, . . . , xn−١, ٠)∥n = max{∥x١∥,
∥x٢∥
٢

, . . . ,
∥xn−١∥

٢
, ٠}

= ∥(x١, .., xn−١)∥n−١

طرفی از کند. می صدق (A٢) اصل در لذا

∥(x١, .., xn−١, xn−١)∥n = max{∥x١∥,
∥x٢∥
٢

, . . . ,
∥xn−١∥

٢
,
∥xn−١∥

٢
}

= max{∥x١∥,
∥x٢∥
٢

, . . . ,
∥xn−١∥

٢
}

= ∥(x١, .., xn−١)∥n−١



١٣ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

كند نمی صدق (A١) خاصیت در اما کند. می صدق نیز (A۴) اصل در که دھد می نشان این که

،∥x∥ = ١ فرض با مثال عنوان به

٢ = ∥(٢x, ٣x)∥٢ ̸= ∥(٣x, ٢x)∥٢ = ٣

است. مستقل شروط سایر از (A١) شرط لذا .∥(xσ(١), . . . , xσ(n))∥n ̸= ∥(x١, . . . , xn)∥n یعنی این و

می قرار (z, w) ∈ C٢ برای و ∥z∥١ = |z| کنید فرض z ∈ C برای .E = C کنید فرض .١۵.١ مثال

دھیم،

r((z, w)) =
١
٢
(|z − w|+ |z + w|)

نامساوی برای و بررسیمیشود سادگی به بودن نرم اول شرط دو و است C٢ روی نرم یک r که

داریم (x١, x٢), (y١, y٢) ∈ C٢ ھر برای مثلثی

r((x١, x٢) + (y١, y٢)) = r((x١ + y١, x٢ + y٢)) =
١
٢
(|x١ + y١ + x٢ + y٢|+ |x١ + y١ − x٢ − y٢|)

≤ |x١ − x٢|+ |x١ + x٢|+ |y١ − y٢|+ |y١ + y٢| = r((x١, x٢) + (y١, y٢))

،z ∈ C برای علاوه به

r((z, z)) = r(z, ٠) = |z|.

(z, w) ∈ C٢ برای چنین ھم

r((z, w)) = r((w, z)) ≥ max{|z|, |w|}

دھیم، می قرار (z١, . . . , zn) ∈ Cn و ٢ مساوی یا بزرگتر طبیعی n برای اکنون

∥(z١, . . . , zn)∥n = max{r((zi, zj)) : i, j ∈ Nn}



١۴ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

r(z, w) = ∥(z, w)∥٢ بنابراین

∥(z١, . . . , zn)∥n ≥ max
i∈Nn

|zi|

(A٢) اصل در و کند می صدق (A١), (A٣), (A۴) اصول در که است Cn روی نرمی ∥.∥n نتیجه در

زیرا کند نمی صدق

∥(١, i)∥٢ =
١
٢
(|١+ i|+ |١− i|) =

√
٢ > ١ = ∥(١, ٢∥(١

است. مستقل شروط سایر از (A٢) شرط لذا

می قرار (z, w) ∈ C٢ برای و ∥z∥١ = |z| کنید فرض z ∈ C برای .E = C کنید فرض .١۶.١ مثال

دھیم،

∥(z, w)∥٢ =
١
٢
(|z|+ |w|)

می صدق n = ٢ برای (A۴) و (A٢) و (A١) اصول در ∥.∥٢ چنین ھم است. C٢ روی نرم یک ∥.∥٢ که

،α١, α٢ ∈ C و z, w ∈ C ھر برای کند.

∥(z, w)∥٢ = ∥(w, z)∥٢

چنین ھم

∥(α١z, α٢w)∥٢ =
١
٢
(|α١z|+ |α٢w|) ≤ max{|α١|, |α٢|}

١
٢
(|z|+ |w|)

= max{|α١|, |α٢|}∥(z, w)∥٢

زیرا کند نمی صدق (A٣) در اما ، ∥(z, z)∥٢ = ١
٢ (|z|+ |z|) = ∥z∥١ = |z| و

∥(١, ٢∥(٠ =
١
٢
< ١ = ∥١∥١



١۵ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

است. مستقل شروط سایر از نیز (A٣) شرط ترتیب بدین

دھیم می قرار n ∈ N ھر برای باشد، ناصفری دار نرم فضای (E, ∥.∥) کنید فرض .١٧.١ مثال

∥(x١, . . . , xn)∥n = (
n∑

j=١

∥xj∥p)
١
p (x١, . . . , xn) ∈ En.

می بررسی سادگی به بودن نرم اول شرط دو است. En روی نرم یک ∥.∥n و p ≥ ١ آن در که

داریم (x١, . . . , xn), (y١, . . . , yn) ∈ E ھر برای سوم شرط برای و شود

∥(x١, . . . , xn) + (y١, . . . , yn)∥n = ∥(x١ + y١, . . . , xn + yn)∥n = (

n∑
j=١

∥xj + yj∥p)
١
p

≤ (
n∑

j=١

∥xj∥p)
١
p + (

n∑
j=١

∥yj∥p)
١
p

در (x١, . . . , xn) ∈ En و α١, . . . , αn ∈ C و σ ∈ Gn ھر برای که است ای دنباله (∥.∥n) چنین ھم

کند می صدق A١ اصل

∥(xσ(١), . . . , xσ(n))∥n = (
n∑

j=١

∥xσ(j)∥p)
١
p

= (

n∑
j=١

∥xj∥p)
١
p = ∥(x١, . . . , xn)∥n

کند می صدق (A٢) اصول در

∥(α١x١, . . . , αnxn)∥n = (

n∑
j=١

∥αjxj∥p)
١
p

= (
n∑

j=١

|αj |∥xj∥p)
١
p ≤ max

j∈N
|αj |(

n∑
j=١

∥xj∥p)
١
p

≤ max
j∈Nn

|αj |∥(x١, . . . , xn)∥n



١۶ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

کند می صدق (A٣) اصول در

∥(x١, . . . , xn−١, ٠)∥n = (
n∑

j=١

∥xj∥p)
١
p = (

n−١∑
j=١

∥xj∥p)
١
p

= ∥(x١, . . . , xn−١)∥n−١

داریم x ∈ E و n = ٢ برای کند، نمی صدق (A۴) اصل در و

∥(x, x)∥٢ = (∥x∥p + ∥x∥p)
١
p ̸= ∥x∥

کند می صدق (B۴) اصل در (∥.∥n : n ∈ N) دنباله دارد. اصول سایر از (A۴) استقلال از نشان این

است. چندگانه نرم دوگان (∥.∥n;n ∈ N) حالت این در و p = ١ اگر فقط و اگر

صورت این در باشد شده تعریف {En : n ∈ N} روی (∥.∥n, n ∈ N) دنباله كنید فرض .١٨.١ مثال

،σ ∈ Gn و α١, . . . , αn ∈ C و x١, . . . , xn ∈ E ھر برای

∥(x١, . . . , xn)∥n := max
i∈Nn

∥xi∥ (۶.١)

واقع در كند. می معرفی را ٧ کمینه یا نیمم می چندگانه نرم نام به چندگانه نرم یك

∥x١∥١ := max ∥x١∥ = ∥x١∥

،α١, . . . , αn ∈ C و σ ∈ Gn و x١, . . . , xn ∈ Eھر برای چنین ھم

∥(xσ(١), . . . , xσ(n))∥n = max
σ∈Gn,i∈Nn

∥xσ(i)∥ = max
i∈Nn

∥xi∥

= ∥(x١, . . . , xn)∥n
٧Multi minimum norm



١٧ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

∥(α١x١, . . . , αnxn)∥n = max
i∈Nn,αi∈C

∥αixi∥ = max
i∈Nn,αi∈C

|αi|∥xi∥

≤ max
αi∈C

|αi|∥(x١, . . . , xn)∥n

∥(x١, . . . , xn−١, ٠)∥ = max
i∈Nn

∥xi∥ = max
i∈Nn−١

∥xi∥

= ∥(x١, . . . , xn−١)∥n−١

∥(x١, . . . , xn−١, xn−١)∥n = max
i∈Nn

∥xi∥ = max
i∈Nn−١

∥xi∥

= ∥(x١, . . . , xn−١)∥n−١

خود فوق تعریف كه شود توجه کند. می صدق (A۴) تا (A١) شرایط در ∥.∥n که دھند می نشان

است. نرم یك

روی چندگانه ھای نرم ھمه از ناتھی خانواده {(∥.∥αn : n ∈ N) : α ∈ I} كنید فرض .١٩.١ مثال

دھیم می قرار x١, . . . , xn ∈ E ھر برای و n ∈ N ھر برای باشد. {En : n ∈ N}

∥|(x١, . . . , xn)∥| := sup
α∈I

∥(x١, . . . , xn)∥αn

به و ٨ ماكزیمم چندگانه نرم نام به {En : n ∈ N} روی چندگانه نرم یك (∥|.∥| : n ∈ N) بنابراین

و σ ∈ Gn, (x١, . . . , xn) ∈ En ھر برای است چندگانه نرم یك خود ∥.∥αn از یك ھر كه این دلیل
٨multi maximum norm



١٨ نیازھا پیش و مقدمات . ١ فصل

داریم (α١, . . . , αn) ∈ Cn

∥|(x١, . . . , xn)∥|n = sup
α∈I

∥(x١, . . . , xn)∥αn

= sup
α∈I

∥(xσ(١), . . . , xσ(n))∥αn

= ∥|(xσ(١), . . . , xσ(n))∥|n

∥|(α١x١, . . . αnxn)∥|n = sup
α∈I

∥(α١x١, . . . , αnxn)∥αn

≤ sup
α∈I

max
i∈Nn

|αi|∥(x١, . . . , xn)∥αn

= max
i∈Nn

|αi|∥|(x١, . . . , xn)∥|n

∥|(x١, . . . , xn−١, ٠)∥|n = sup
α∈I

∥(x١, . . . , xn−١, ٠)∥αn

= sup
α∈I

∥(x١, . . . , xn−١)∥αn−١

= ∥|(x١, . . . , xn−١)∥|n−١

و

∥|(x١, . . . , xn−١, xn−١)∥|n = sup
α∈I

∥(x١, . . . , xn−١, xn−١)∥αn

= sup
α∈I

∥(x١, . . . , xn−١)∥αn−١

= ∥|(x١, . . . , xn−١)∥|n−١.

به باشد ای دنباله (∥.∥n : n ∈ N) و باشد دار نرم فضای یک (E, ∥.∥) کنید فرض .٢٠.١ گزاره

∥x∥١ = ∥x∥ ،x ∈ E ھر برای که طوری به باشد، En روی نرم یک ∥.∥n ، n ∈ N ھر برای که طوری


