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وردگارا...
دیͽر شͺری تو ͬͺنی و احساس که این مͽر نمͬ�رسد، تو شͺرگزاری نهایت و پایان به کس هیچ

و فضل خاطر به باز کند، کوشش تو فرمانبرداری و طاعت در چقدر هر و نماید. واجب او بر را

است. ناتوان و عاجز تو بی�انتهای احسان

تو که باشد آزمایشͬ همان این شاید مͬ�گویم: خود با زندگیم سخت لحظات در همیشه خدایا،

به مرا خدا ای پس بسازی، برایم زندگͬ از زیبایی تصویر مͬ�خواهͬ ͷتاری پرده�ی این پشت در

بیاموز. صبوری و بیازما توانم اندازه�ی

بدانم و نیست بیش ندانستنͬ تو لایتناهͬ دانش مقابل در دانسته�هایم کنم، قبول تا کن ͷکم من به

تو، یاری به جز قطره ͷی اندازه�ی به حتͬ را همه آن و مͬ�دانم من که آنͬ از بیشتر تو دانایی که

نمͬ�توانم. دانستن

ඵزدارمو وਠमی೯ච໔دا৯دارم...ૡঙه
ඵزدارم...৯دارم. ૡঙه وਠमی೯ච໔دا



චاری... ণپاس໋�
زبردست حسابͽران و عاجزند مدحش از ستایشͽران که است سپاسمخصوصخداوندی و حمد

نكنند. درك را ذاتش كنه اندیش ژرف افكار و كرد نتوانند حساب را هایش نعمت

زحمات از مͬ�دانم واجب برخود است شده آماده حاضر، پایان�نامه که الهͬ لطف پاس به اینک

. نمایم تشͺر و تقدیر حدیقه غفاری علیرضا دكتر آقای جناب راهنمایم استاد

كلیه نیز و آذربایجان معلم تربیت دانشͽاه ریاضͬ گروه مایه گران اساتید دیͽر از چنین هم

نمایم. مͬ قدردانͬ پایه علوم دانشͺده مسئولین

١٣٩٠ احمدی رعنا
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چͺیده

مسایل این است. شده بررسͬ نامتناهͬ نیمه سازی بهینه مسایل حساسیت تحلیل نامه پایان این در

پریشیدگͬ یا و هزینه بردار قیدها، راست سمت در پریشیدگͬ و شده گرفته نظر در صورتخطͬ به

تابع رفتار بررسͬ به آن�ها، از استفاده با كه شده�اند ارائه افراز نوع دو مͬ�شود. فرض آن�ها همزمان

مقدار تابع بودن خطͬ برای كافͬ شرایط و پرداخته نامتناهͬ نیمه سازی بهینه مساله بهینه مقدار

مͬ�شود. مطالعه مفروض، پریشیدگͬ�های به نسبت بهینه

تحلیل پارامتری، نامتناهͬ نیمه سازی بهینه خطͬ، نامتناهͬ نیمه سازی بهینه : كلیدی كلمات

بهینه. مقدار تابع حساسیت،

چ



پیشͽفتار

و ١ هار توسط یافته انجام مطالعات با كه چبیشف تقریب به نامتناهͬ نیمه مسایل مبدا چه اگر

مͬ�شود، مربوط بهینگͬ شرط�های و خطͬ نامتناهͬ نیمه دستگاه�های زمینه در ترتیب به فریتز٢ جان

به كه مقاله چندین در ۵ كورتانك و ۴ كوپر ، ٣ چارنز توسط سال١٩۶٢ در آن��ها مفهوم ولͬ

محققان اخیرا و گرفت قرار ای فزاینده توجه مورد بود، اختصاصیافته خطͬ نامتناهͬ نیمه مسایل

بازی، نظریه اقتصاد، زمینه در نامتناهͬ نیمه سازی بهینه مسایل اولیه كاربردهای پیشرفت برای

سازی بهینه حوزه در اخیر دهه ۵ طول در نموده�اند. منتشر زیادی مقالات غیره، و آماری استنباط

در كتاب ١٠ و مقاله ١٠٠ از بیش كه طوری به است داشته وجود فراوانͬ پیشرفت نامتناهͬ نیمه

است. شده منتشر نامتناهͬ نیمه سازی بهینه كاربردهای و عددی روش�های نظری، ی زمینه�ها

مقدار تابع بودن خطͬ است، شده مطالعه مسايل اين حساسیت تحلیل در كه بحث�هایی از ͬͺی

پریشیدگͬ یا و قيدها راست سمت هدف، تابع ضرایب در شده ایجاد پریشیدگͬ به نسبت بهینه

مͬ�باشد. آن��ها همزمان

گرفته قرار بررسͬ مورد خطͬ نامتناهͬ نیمه سازی بهینه مسایل حساسیت تحلیل نامه، پایان این در

مͬ قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در كه نمادهايی و مقدماتͬ مفاهیم اول فصل در است.

نیمه ویژه به نامتناهͬ، نیمه سازی بهینه مسایل معرفͬ شامل دوم فصل است. شده آورده گیرند،

خطͬ نامتناهͬ نیمه سازی بهینه مسایل حساسیت تحلیل نیز سوم فصل در است. خطͬ نامتناهͬ

به نسبت بهینه، مقدار تابع بودن خطͬ تا مͬ�دهد امͺان تحلیل این و است گرفته قرار مطالعه مورد

شود. بررسͬ شده، ایجاد پریشیدگͬ
١ Haar
٢ Fritz-John
٣ Charnes
۴ Cooper
۵ Kortanek

ح



خ مطالب فهرست



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١

تابع آن در که است مقید بهینه����سازی مساله از خاصͬ حالت خطͬ، نامتناهͬ نیمه برنامه�ریزی مساله

عمومͬ شͺل ابتدا اساس، این بر هستند. خطͬ تصمیم متغیر�های به نسبت قیدها تابع و هدف

مساله همچنین و نامتناهͬ نیمه بهینه�سازی مساله سپس کرده، تعریف را مقید بهینه�سازی مساله

از برخͬ نیز ادامه در مͬ��کنیم. معرفͬ خاص حالت يك عنوان به را خطͬ نامتناهͬ نیمه بهینه�سازی

مͬ�شوند. بیان نیاز مورد اولیه مفاهیم و تعاریف نمادها،

صورت به مقید سازی بهینه مساله عمومͬ شͺل

min
x∈X

f(x)

s.t. S = {x ∈ Rn|g(x, t) ≥ ٠, t ∈ T},
(١.١)

(بعد -بعدی n تصمیم متغیر x شدنͬ، مجموعه S اندیس، مجموعه T آن در که مͬ�شود تعریف

جواب، فضای بعد یا و قیدها تعداد كه این حسب بر است. هدف تابع f(x) و جواب) فضای

زیر صورت به نامتناهͬ نیمه و متناهͬ دسته دو به بهینه�سازی مساله باشند، نامتناهͬ یا و متناهͬ

مͬ�شوند. تقسیم

متناهͬ را بهینه�سازی مساله باشند متناهͬ دو هر مساله، قیدهای تعداد و جواب فضای بعد هرگاه

باشد، نامتناهͬ ( هم با هردو نه (و مساله جواب فضای بعد یا و قیدها تعداد که صورتͬ در و

در قیدها توابع و هدف تابع هرگاه مساله اين نامند. ١SIPͬنامتناه نیمه بهینه�سازی مساله را آن

١ Semi-Infinite Programming

١



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

اختصار به را آن و مͬ�شود نامیده خطͬ نامتناهͬ نیمه سازی بهینه مساله باشند، خطͬ شدنͬ ناحیه

مͬ�دهیم. نشان ٢LSIP با

{e١, e٢, · · · , en} و مͬ�دهیم نشان ∥x∥ =

(
n∑

i=١
xi

٢
) ١

٢

با را x ∈ Rn بردار اقلیدسͬ نرم

نشان B (x∗, δ) نماد هستند. Rn در صفر بردار و متعارف پایه دهنده نشان ترتیب به ، ٠n و

است. δ > ٠ شعاع و x∗ مركز به باز گوی دهنده

B (x∗, δ) = {x ∈ Rn|∥x∗ − x∥ < δ}.

به باشد داشته وجود δ > ٠ هرگاه مͬ�شود نامیده X مجموعه درونͬ نقطه ، x ∈ X نقطه

صورت به و داده نشان int X نماد با X درونͬ نقاط مجموعه B (x, δ) ⊂ X كه طوری

int X = {x|x ∈ X, ∃δ > ٠, B (x, δ) ⊆ X} ,

مͬ�كنيم. تعريف

تمام مجموعه و x١, . . . , xm خطͬ تركیب
m∑
i=١

βix
i جمع حاصل ، ∅ ̸= X ⊂ Rn كه صورتͬ در

نشان span X نماد با و مͬ�شود نامیده X مجموعه خطͬ پوسته ،X اعضای خطͬ تركیبات

باشد،
m∑
i=١

βi = ١ و βi ≥ ٠ ها، i همه برای ، x١, . . . , xm خطͬ تركیب در اگر مͬ�شود. داده

مجموعه محدب پوسته مͬ�شود. نامیده x١, . . . , xm ∈ X محدب تركیب مذكور خطͬ تركیب

بوده X بردارهای محدب تركیبات تمام مجموعه مͬ�شود، داده نشان conv X با كه X ⊂ Rn

صورت به و

conv X =

{
m∑
i=١

βix
i|
∑

βi = ١, βi ≥ ٠,∀i
}

,

مͬ�شود. تعریف

، β١x+ β٢y ∈ X ،x, y ∈ X هر برای هرگاه نامند محدب مخروط یك را X ⊂ Rn مجموعه

.β١ ≥ ٠, β٢ ≥ ٠ آن در كه

cone X نماد با شده، نامیده محدب مخروط پوسته محدب، مخروط تركیبات تمام مجموعه

صورت به و شده داده نمايش
٢ Linear Semi-Infinite Programing



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

cone X =

{
m∑
i=١

βix
i|βi ≥ ٠, ∀i

}
,

مͬ�شود. تعریف

اعداد ها، βi و
m∑
i=١

βi = ١ هرگاه مͬ�شود نامیده x١ . . . , xm آفینͬ تركیب
m∑
i=١

βix
i جمع حاصل

نمايش X aff نامیم،با آفینͬ پوسته را X مجموعه آفینͬ تركیبات تمام مجموعه باشند. حقیقͬ

صورت به و داده

aff X =

{
m∑
i=١

βix
i|

m∑
i=١

βi = ١
}

,

مͬ�كنیم. تعريف

هر برای هرگاه گوییم X نسبی درون را x نقطه باشد، محدب مجموعه یك X كه صورتͬ در

مجموعه .x = λx̃+(١− λ) x̄ كه طوری به باشند داشته وجود ٠ < λ < ١ و x̃ ∈ X ، x̄ ∈ X

مͬ�دهیم. نمايش rint X نماد با را X نسبی درون نقاط تمام

صورت به و مͬ�رود كار به X مثبت قطب دادن نشان برای X٠ نماد

X٠ =
{
d ∈ Rn|dTx ≥ ٠ , ∀x ∈ X

}
,

مͬ�شود. تعریف

نسبتا X ⊂ Rn محدب مجموعه و مͬ�دهیم نمایش dim X با را X ⊂ Rn محدب مجموعه بعد

گوییم x ∈ X نقطه در شدنͬ یكجهت را y ∈ Rn بردار . rintX = X هرگاه مͬ�شود نامیده باز

.x+ εy ∈ X كه طوری به باشد داشته وجود ε > ٠ كه صورتͬ در

صورت به و داده نشان D (X,x) نماد با را x نقطه در X شدنͬ جهت�های مخروط

D (X,x) = cone {d ∈ Rn|∃ε > ٠, x+ εd ∈ X} ,

مͬ�كنند. تعریف

صورت به و داده نشان dom f نماد با را f : Rn → R̄ = R ∪ {±∞} تابع دامنه

dom f =
{
x ∈ f |f (x) ∈ R̄

}
,



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مͬ�شود. بیان

λ > ٠ هر برای گاه هر گوییم dom f ⊂ cone X در (مثبت) همͽن را f : Rn → R̄ تابع

باشد، همͽن x در f و محدب مخروط X اگر ویژه به .f (λx) = λf (x) ، x ∈ X و

x ∈ X هر برای كه طوری به باشد داشته وجود d ∈ Rn اگر گوییم خطͬ x در را f آن�گاه

. f (x) = dTx



٢ فصل

نامتناهͬ نیمه بهینه�سازی مساله

مقدمه ١.٢

روی اصلͬ تمركز و مͬ�شود مرور نامتناهͬ نیمه بهینه�سازی مورد در نظری نتیجه چند فصل این در

مͬ�باشد. خطͬ نامتناهͬ نیمه بهینه�سازی

آن در كه است مساله�ای نامتناهͬ، نیمه بهینه�سازی مساله شد، گفته قبلͬ فصل در كه چنان هم

نامه، پایان این در باشد. نامتناهͬ هم) با دو هر نه (و تصمیم�گیری فضای بعد یا و قیدها تعداد

هستند. نامتناهͬ قیدها تعداد فقط كه است حالتͬ روی تمركز

صورت به نامتناهͬ نیمه بهینه�سازی مساله عمومͬ شͺل

inf f (x)
s.t. g (x, t) ≥ ٠ t ∈ U

g (x, t) = ٠ t ∈ V,
(١.٢)

اندیس�ها مجموعه V و U و بعدی n تصمیم متغیر x ∈ Rn مساله، این در مͬ�شود. تعریف

مجموعه و بهینه مقدار شدنͬ، مجموعه .U ∩V = ∅ , U ̸= ∅ , T = U ∪V كه طوری به هستند

صورت به و داده نشان F ∗, υP , F با ترتیب به را (١.٢) مساله بهینه

۵



۶ نامتناهͬ نیمه بهینه�سازی مساله .٢ فصل

F = {x ∈ Rn|g (x, t) ≥ ٠ t ∈ U, g (x, t) = ٠ t ∈ V } ,

υP = inf {f (x) |x ∈ F} ,

F ∗ =
{
x̄ ∈ F |f (x̄) = υP

}
,

مͬ�شوند. تعریف

كاربردها ٢.٢

در نرم كمینه مساله جمله، از مختلف زمینه�های در فزاینده�ای كاربردهای نامتناهͬ نیمه بهینه�سازی

كاربردهای از ͬͺی به ادامه در دارند. غیره و اقتصاد رباتیك، ریاضͬ، فیزیك جمله�ای�ها، چند فضای

مͬ�كنیم. اشاره هندسه در نامتناهͬ نیمه بهینه�سازی مساله

مساله حل به منجر ، x پارامتر به وابسته ، S(x) مجموعه توسط Y ⊂ Rm مجموعه بیرونͬ تقریب

مͬ�شود.[١] نامتناهͬ نیمه

حجم υ(x) و شود تعریف S(x) = {y ∈ Rm|g(x, y) ≥ ٠} صورت به S(x) كنید فرض

را Y مجموعه كه حجم كوچͺترین با S(x) مجموعه كردن پیدا برای نماید. مشخص را S(x)

صورت به نامتناهͬ نیمه مساله دهد، پوشش

min x υ(x)

s.t. g(x, y) ≥ ٠ ∀y ∈ Y ,

مͬ�كنیم. حل را

بهینگͬ شرط�های ٣.٢

را بعدی تعریف�های نامتناهͬ، نیمه بهينه�سازی مسایل بهینگͬ كافͬ و لازم شرط�های بیان از قبل

مͬ�آوریم.

داشته وجود ε > ٠ هرگاه نامند (١.٢) مساله محلͬ كمینه را x̄ ∈ F شدنͬ نقطه .١.٣.٢ تعریف

باشيم داشته x ∈ B (x̄, ε) هر برای كه طوری به باشد



٧ نامتناهͬ نیمه بهینه�سازی مساله .٢ فصل

f (x)− f (x̄) ≥ ٠.

رابطه x ∈ F هر ازای به هرگاه گوییم سراسری را x̄ كمینه .٢.٣.٢ تعریف

f (x)− f (x̄) ≥ ٠,

باشد. برقرار

هرگاه نامند p > ٠ مرتبه از اكید محلͬ كمینه را x̄ ∈ F شدنͬ نقطه .٣.٣.٢ تعریف

q > ٠ , ε > ٠

باشيم داشته x ∈ B (x̄, ε) هر برای كه باشند داشته وجود چنان

f (x)− f (x̄) ≥ q∥x− x̄∥p.

تعریف Ta (x̄) = {t ∈ T |g (x̄, t) = ٠} نماد با را فعال اندیس مجموعه x̄ ∈ F برای

مͬ�كنیم.

مانگاساريان-فرومويچ قید كيفيت و ١(LICQ) خطͬ استقلال قید كيفيت شرط�های ادامه در

مͬ���كنیم. بیان را ٢(MFCQ)

x̄ نقطه در فعال قیدهای گرادیان هرگاه است برقرار x̄ ∈ F نقطه در LICQ قید شرط گوییم

{∇xg (x̄, t) , t ∈ Ta (x̄)},

d ∈ Rn بردار گاه استهر برقرار x̄ نقطه شرطMFCQدر گوییم چنین هم باشند. خطͬ مستقل

كه طوری به باشد موجود

∇xg (x̄, t) d > ٠, ∀t ∈ Ta (x̄).

مͬ���شود. نامیده اكید شدنͬ جهت كند MFCQصدق شرط در كه d بردار

١ Linear Independence Constraint Qualification
٢ Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualification


