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��:K.IG�� j��" ?�#��N" ����# L� �A�� F���% )�7# L� (Ω,F , P ) �O �J�� 4��D! �� ������.�� �����K

? X : (t, ω) �−→ X(t, ω) = Xt(ω) �� ).���O �� I�A B��H" I × Ω )�7# )�� �� �� X(t, ω)

I{��.��
a����������� ������

^����������� �����

_��
�� ��������

[���������� �������

b���������� �����
��

b



��� �#��N"��q�� L� X(t, ·) ? t ∈ I �� )G.�� 0\

�� c ) ����� ���� �� ).����� j��" �� �� ��:K.IG�� �H��" X(·, ω) : I → R ? ω ∈ Ω �� )G.�� 0]

���A.�� I����� h ����

������.�� t ���G �� ��HV� � X(t, ω) ��P� ω ∈ Ω )�� � \d �(�% )�7# � X �#��N" ��q�� ���

I�O�� �����.�� X �#��N" ��q�� �� �J�� (ω.p.�) \\ L� F���% �� � {Xn} �(�D�� d^-
 ]T<T< ^��,#

P ({ω ∈ Ω; lim
n→∞

|Xn(ω)−X(ω)| = �}) = � .

�����O.�� $�� \] (a.s)��HS@ �� |�D��P" ���J�� ?���J�� 
� ��

�� � E(X�) < ∞ I�O �� �� X �#��N" ��q�� �� �J�� \a &�� ��" 
�J���� �� {Xn} �(�D�� de
��A�� ��A� E(X�

n) <∞ �� n = �, �, . . . �� )G

lim
n→∞

E[|Xn −X|�] = � .

F���% )�7# )�� �� �A�� {Xt; t ∈ I} �#��N" ����# )�-�(�% )�7# Σ ���� z�# `T<T< ^��,#
�� )G �� �O �����.�� \^ ;���������# L� � Xt ?4��5.
� �� ?�� I�A B��H" (Ω, F, P )

� t� ≤ t� ≤ t� ≤ . . . ≤ tn ≤ t �� ).���O �� I �� ti �� � B ∈ B (Σ) F��� .).�!��i�

��A�� ��A� x�, x�, . . . , xn ∈ Σ )��.��HV�

P [Xt ∈ B|Xt� = x�, Xt� = x�, . . . , Xtn = xn] = P [Xt ∈ B|Xtn = xn] .

x ∈ Σ )�� � s, t ∈ I � t ≤ s )�� {Xt; t ∈ I} ;����� ����# \_ F�P�� F���% gT<T< ^��,#
c����� ����

h����������

\d����� �����

\\���� ����������� �
�

\]����� ������

\a	
 ��
 ������

\^��� �� �������

\_���
�����
 �����������

c



��A.�� B��H" ��G 4��5 ��

P̂ (t, x, s, B) = P (Xs ∈ B|Xt = x), ∀B ∈ B(Σ), ω.P.� .

P̂ (t, x, s, .) ?���s x, s, t )�� � �� ��:K.IG�� eB(Σ) ?P̂ (t, ., s, B) ?���s s, t, B )�� I{��.��

�� s, t, r ∈ I, t < r < s )�� \[ ;��O��(�� e 
�+n )���� I�'!.�� ��� F���% IG�� L�

�� ��@�� ��G 4��5

P̂ (t, x, s, B) =

∫
Σ

P̂ (r, y, s, B)P̂ (t, x, r, dy), ω.p.� .

�O �� \b 0����2 ���� ����# L� {Xt; t ∈ I} ;����� ����# aT<T< ^��,#

P̂ (t+ u, x, s+ u,B) = P̂ (t, x, s, B) .

x�O ����O )�H�−n \c C`K ����# L� � ;����� ����# ?Σ = R
n ���� z�# >T<T< ^��,#

?ε > � �� )G �� d<

lim
h→�+

h
−�
∫
|x−y|>ε

P̂ (t, x, t+ h, dy) = � .

�� )�� �� ).���O �� ���� ��>� i , j = �, �, . . . , n , fi(t, x) , aij(t, x) �P�P% j��" d?
? ε > �

lim
h→�+

h
−�
∫
|x−y|≤ε

(yi − xi)P̂ (t, x, t+ h, dy) = fi(t, x)

lim
h→�+

h
−�
∫
|x−y|≤ε

(yi − xi)(yj − xj)P̂ (t, x, t+ h, dy) = ai,j(t, x) .

;�3� M��V � f = (f�, . . . , fn) )���� j��" �����@�� t ∈ I � x ∈ R
n �� )G �� ���% 
�

�����O.�� ]d �HV�� r������� r��"�� � a = (ai,j) ��P� e r��"�� j��" � \h �HV��
\[!����
"#�������

\b������
��� �������

\c$�������
 �������

\h%���� ����� ���������
�

]d%���� �������
�� ����&

h



x��� Q�5 ��G U��A �� �O �����.�� ]\ ������� ����� ���% � W (t, ω) �#��N" ����# <bT<T< ^��,#

, P{ω;W (�, ω) = �} = � d<

(t− s) r����� � �E5 
�J���� �� F���� j�G�" )�� Wt −Ws �#��N" ��q�� � ≤ s ≤ t �� )G.�� d?
? a < b �� )G.�� ��H� �A��

P{a ≤ Wt −Ws ≤ b} =
�√

�π(t− s)

∫ b

a

exp{ −x�
�(t− s)

}dx .

�#��N" )����q�� t� ≤ t� < t� < . . . < tn �� )G.�� ��H� �A�� ,P��� )����� )�� W (t, ω) d=
���A�� ,P��� Wt� ,Wt� −Wt� , . . . ,Wtn −Wtn−�

��H� )��H5 )���D>e σ G ).I����� �����J� �8� �� � (Ω,F , P ) F���% )�7# d^-
 <<T<T< ^��,#
������.�� ]] �� �# L� � Fs ⊂ Ft ⊂ F I�J�	 s ≤ t�O

4��5.�� �� t &��" )�� {Wt} U��" I�A ��(�" �D>e σ I�O.�	 �A�� ���� ����# L� {Wt} �O de
�����O.�� ������� �� �# � Ft = σ(Ws; s ≤ t)

).���O.�� �� {Ft; t ∈ I} �� �# I��� �� (Ω,F , P ) F���% )�7# ? ]a ���� �# F���% )�7# L� df
0���A.�� ,��A � Ft �����K �� �� �� Ω )�� �D>e σ 
���/n�� F∞2 �F = F∞ ��

l�A �� �O �� ]^ �����K ��� G {Ft; t ∈ [�,∞]} �� �# d�

Ft = F+
t :=

⋂
s>t

Fs, ∀t ∈ [�,∞]

���� Q�5 .

�� )G.�� �O ����O.�� {Ft; t ∈ I} �� �# �� ��OG�� � {Xt; t ∈ I} �#��N" ����# d^-
 <?T<T< ^��,#
��A�� ��:K IG��e Ft ?Xt �#��N" ��q�� ?t

��A�� ��:K.IG��e Ft σ(t, ω) ? t �� )G.�� �O �� ]_ ��OG�� σ(t, ω) : I × Ω → R j��" de
]\���
�'��� (��)
��
 ����


]]*��������


]a*������� ����������� �����

]^����� ��
��
����

]_+�
�
��������
�

\d



� τ : Ω −→ N
⋃{+∞} �#��N" ��q�� ?�A�� I�A I�� {Fn}n∈N �� �# ����O <=T<T< ^��,#

�{τ ≤ n} ∈ Fn, n � � �� )�� �O �����.�� ][ B@�" ���Ge Fn L�

B@�" ���G L� � τ : Ω −→ [�,∞] j��" ��� ��G 4��5.�� B@�" ���G )�� B��H" �J�� 4��D! ��

�O �����.�� {Ft}t�� �� �# �� �D�� �����K

{ω ∈ Ω : τ(ω) = t} ∈ F+
t , ∀t ∈ [�,∞]

8&�
 X- � � ��"# %
��&	
 ?T<
����J� �8� �� � ��G �(��H�

ẋ = μ(t, x) , 0\e\2

��A ���� ��G � ����E�� &�# �� ���".�� �(��H� 
�

dx = μ(t, x)dt , 0]e\2

���� j���" ]b �#��N" ,����E�� �(��H� �� � R�� ,����E�� �(��H� ����".��

dx = μ(t,Xt)dt+ σ(t, x(t))dWt , 0ae\2

��� I��� B��H" dWt

dt
��n �A�� (�− �) �(��H� &�# �� ��".��� � R�� ).�(��H� ��� ���� ����# Wt ��

���� (�− �) ).�(��H� )�� �A�� F�J�� ).�(��H� &�# �� ��".�� � ,����E�� ).�(��H�

x(t) = x(t�) +

∫ t

t�

μ(s, x)ds , 0^e\2

�A�� F�J�� ).�(��H� &�# �� ��".�� � �#��N" ,����E�� ).�(��H� ����� ��<.��

Xt = Xt� +

∫ t

t�

μ(s,Xs)ds+

∫ t

t�

σ(s,Xs)dWs . 0_e\2

����� F�J�� ��>� )�� &GR l�A ��G ���� �(��H� }D( �� ����� F�J�� L� (� − �) �� &�� F�J��

��A�� ����� ���q" �� [a, b] �� α �� �� 
� ∫ b

a
fdα r�.,��Ae

][������
� ���

]b���������� $������
���� ,������
 -�$,.

\\



8&�
 � ��"# %
��&	
 <T?T<

Q�5 ��G U��A �� �� f : [�, T ] × Ω −→ R j��" G L�T *'� ����.�� B��H" � < T < ∞ )��

x���.��

��� R G }D( )��.�!��i� ��G �D>e σ ?L �� �A�� ��:K.IG��e L × F ?f 0\

�∫ T

�
E(f(t, .)�)dt <∞ 0]

�E(f(t, .)�)dt <∞ 0a

��A�� ��:K.IG��e Ft ? f(t, .) 0^

�� ~���� )�7# L� ��H� �� ,��� ��.&�� �S� )�7# L�T ?‖f‖� =
√∫ T

�
E(f(t, .)�)dt &�� �� r+�

�8� �� ���/� � ����� 4��E�� �� �� �E5 )��.IG�� �� )��.�!��i� )�� UP# �� �H��" �� l�A 
� ��

�0�� 4�D �� )�7# L� �P�P% ��2 ����J�

t� < t� < . . . < T G�# �O ��A.�� I����� 0I��� ����#2 ).� K j��" f(t, ω) j��" <T?T< ^��,#
�� t ∈ [ti, ti+�] �� )G �� �� ).���O.�� �A�� ��A� ��>� [t�, T ]G

�i = �, . . . , n− �, f(t, ω) = f(ti, ω)

j��" �� � L�T �� j��" �� ����".�� r+� ��A�� L�T �� ).� K j��" &��" �!��i� ��G S�T ���� z�#

����$� M��P" S�T �� ).� K

�� )��<.�� ��� ��>� S�T �� ).� K j��" G ).�(�D�� ?f(t, ω) ∈ L�T �� )�� ?T?T< X-

lim
n→∞

E

[∫ T

t�

|fn(t, ω)− f(t, ω)|�dt
]
= � .

∫ T

t�
fn(t, ω)dWt −→

∫ T

t�
f(t, ω)dWt &�� ��" 
�J���� �� ? n→ ∞ ��@� �

x��A.�� B��H" ��G 4��5 �� [�, T ] IG�� )�� f(t, ω) ��OG�� ).� K j��" ��� F�J�� =T?T< ^��,#

I(f) =

∫ T

t�

f(t, ω)dWt =
T∑
i=�

f(ti, ω)[Wti+� −Wti ] .

x���� α, β ∈ R � f, g ∈ S�
T

�� )�� _T?T< X-
��� ��:K.IG��e Ft, I(f) 0\

\]



�E(I(f)) = � 0]

�E(I(f)�) = ∫ T

�
E(f(t, .)�)dt 0a

I(αf + βg) = αI(f) + βI(g) , ω.p.� 0^

r+� ��A�� ��A� �����K ∂U
∂t

� ∂U
∂x
, ∂

�U
∂x�

��$> 4�P��� ?U : [�, T ] × R → R ���� z�# ]T?T< X-
).���O �� ��� ��>� � ≤ β ≤ �, � ≤ α ≤ � )��.���s x, x+Δx ∈ R � t, t+Δt ∈ [�, T ] �� )��

��

U(t+Δt, x+Δx)− U(t, x) =
∂U

∂t
(t+ αΔt, x)Δt+

∂U

∂x
(t, x)Δx

+
�

�

∂�U

∂x�
(t, x+ βΔx)(Δx)� .

.

���� 0_�]�\2 �( �� U �� � ≤ t ≤ T �� )�� Yt = U(t,Xt) ���� z�# 0x��� F���#2 `T?T< �$hM
�� � ≤ s ≤ t ≤ T �� )G �� r+� f ? √|e| ∈ Lω

T � ���.�� Q�5 R�� (SDE) �� Xt � �� I�A

���� L� F���%

Yt − Ys =

∫ t

s

{∂U
∂t

(u,Xu) + e(u, ω)
∂U

∂x
(u,Xu)

+
�

�
f �(u, ω)

∂�U

∂x�
(u,Xu)}du+

∫ t

s

f(u, ω)
∂U

∂x
(u,Xu)dWu.

.

I�O�� ?��6�O ,J��"��� L�� { Xt,Ft } ).I����� gT?T< ^��,#

E(| Xt |) <∞ ��H�? �A�� ��:+(�J�� Xt , t ∈ T �� )�� x0 B(

E(Xt | Ft) = Xs a.s , s ≤ t �� )�� x0 9

�� � Xt ����# ?σ(u, ω) ∈ L�T �� ����J� �8� �� � ∫ t

t�
σ(u, ω)dWu ��� F�J�� aT?T< ^��,#

����.�� B��H" ��G 4��5

Xt =

∫ t

t�

σ(u, ω)dWu

\a



��A� t� ≤ s ≤ t ≤ T �� )�� �O �� ]c ,J��"��� ?��� F�J�� U��" I�A ��(�" ?{Xt} ����#

��A��

E[Xt|Fs] = Xs, ω.p.�.


�E� �
��� 8&�
 ��0�%
��&	
 ?T?T<

σ G )��H5 ).I����� �� l���� ,P��� )��.�E(�� �� )�H�e m ���� ����# W = {Wt, t � �} ���� z�#

)������# ? W j
t , j = �, . . . ,m �� Wt = (W �

t ,W
�

t , . . . ,W
m
t ) ��H� ��A�� {Ft, t � �} )���D>e

�� ��:K.IG��e Ft ?W j
t �� 
������ ������ ,P��� �� �� �� � ����� {Ft, t � �} �� �D�� �(�/� ����

��

E(W j
t |F�) = �, E(W j

t −W j
s |Fs) = �,

I�'! �� �j = �, . . . ,m � � ≤ s ≤ t �� )G �� ?L� F���% ��

E((W i
t −W i

t )(W
j
t −W j

t )|Fs) = (t− s)δij,

��� ]h �/���� )��(� δij �� ?i, j = �, . . . ,m � � ≤ s ≤ t �� )G �� ?L� F���% ��

k = �, �, . . . , d )�� √|ek| ∈ Lω
T �� ek )��.�E(�� �� e : [�, T ]× Ω → R

d )����e d )���� j��"

)�� F ij ∈ L�T �� F ij ∈ Lω
T )��.�E(�� �� F : [�, T ] × Ω → R

d×m ����"��e d × m j��" �

�� ��G 4��5.�� �	 �#��N" ,����E�� �����J� �8� �� � j = �, �, . . . ,m � i = �, �, . . . , d

dXt = e(t, ω)du+ F (t, ω)dWu, 0[e\2

���� �i��� ��

Xt −Xs =

∫ t

s

e(u, ω)du+

∫ t

s

F (u, ω)dWu.

L� F���% �� � t� ≤ s ≤ t ≤ T �� )�� x �� ��G 4��5.�� �#��N" F�J�� ?��.�E(�� G &�� �� )��

Xk
t −Xk

s =

∫ t

s

ek(u, ω)du+
m∑
j=�

∫ t

s

F kj(u, ω)dW j
u .

]c�����
����

]h#��
�� �� �����

\^



k, i = )�� ∂�U
∂xk∂xi � ∂U

∂xk ,
∂U
∂t

�6$> 4�P��� U : [�, T ] × R
d → R ���� z�# >T?T< �W$&	

Yt = U(t,Xt) = U(t,X�

t , . . . , X
d
t ) 4��5.�� {Yt, � ≤ t ≤ T} �(�/� ����# � ��� �, �, . . . , d

4��5.�� Yt )�� �#��N" ,����E�� r+� ?���.�� Q�5 (�.�.�) �� Xt �� ����.�� B��H" L� F���% ��

�� ��G

dY =
∂U

∂t
+

d∑
k=�

ek(t, ω)
∂U

∂xk
+
�

�

m∑
j=�

d∑
k,i=�

F ij(t, ω)F kj(t, ω)
∂�U

∂xk∂xi
dt+

m∑
j=�

d∑
i=�

F ij(t, ω)
∂U

∂xi
dW j

t .

���% �(��H� 9�> ����	 ���.�� )�� )�H� )��..C`� �� ��� ��� F���# )���� &�# R�� F���# j@� ��

�����.�� I��E�� ��� F���# G ?�� SDE L� ��

R
n �� i8��� :N� ��0���
� =T?T<

B��H" �����.�� �#�H� �#��N" ,����E�� �(��H� G ���> ���!.�� � C`K ����# M = ?F���% ).���8� ��

? Q
�
= [t�, t�]× R

n � t� ≤ t ≤ t� ���� z�# � ����J� �8� �� � C`K ����#

dx = f(s, x(s))ds+ σ(s, x(s))dw(s) , t ≤ s ≤ t� 0be\2

IG�� )�� )�H�−d������� ����� ���% w(s) � ��P� r��"��e n × d j��" L� σ(t, x) �� ).���O.��

� a = σσ′ �� aij =
n∑

l=�

σilσjl, ∀i, j = �, · · · , n ���� z�# 
��n.�� ��A�� I = [t, t�]

����# �� ).���O.�� ���� ����� �S��A a �HV�� r������� � f �HV�� ;�3� )�� ���� G��� ����

�� � ��.�����K Q
�

)�� σij � fi j��" ���� z�# ?��8�� 
� )�� ���� �i��� � x(s) )�H� e n C`K

�����.�� Q�5 ��G U��A

?(s, x) ∈ Q
�

&��" )�� �� ��� ��>� ) M x�A� l�A d<

|f(s, x)| ≤M(�+ |x|)

?|y| ≤ a � |x| ≤ a )�� �� ).���O �� ��� ��>� Ka ? a �� )G.�� x�HV�� $��A.��( l�A d?

|f(s, x)− f(s, y)| ≤ Ka|x− y|,

\_


