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  لدرداًی ٍ تشکر

 

وند بزرگ را شکر گارش ایه پایان پایاننامه را به  ی لطف و رحمتش تىانستم ایه پایان که در سایه گىیم می خدا چند دخیل  نامه استادانی گرانمایه و دوستانی برسانم. در ن

پناه استاد راهنمایم که در طىل ایه دوره زحمات بسیاری  جملو آقای دکتر امجد علی. از از همو ایه عزیزان قدردانی و سپاسگزاری نمایم که دانم بىدند و مه وظیفو خىد می

بهره گرفتم.  ایه عزیزان های ارزنده  دکتر کمال شانظری و دکتر فردیه ساعدپناه  که در دوره کارشناسی ارشد از راهنمایی ،دکتر مراد احمد نسب اناند و نیس از آقای کشیده

همچنیه از دوستان عزیزم
، وریا رشیدی، محمدمهدی نیک  ، مریم ها شهلا ایزدی، فاطمو بابالى، الهام فیلی پناهی و خانم مهر، فردیه حسیه آقایان فرزاد منصىری

 نمایم. و تمامی عزیزانی که در ایه مسیر مرا یاری نمىدند، تقدیر و تشکر می نیازی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



چ΄یده

شبه�طیفͬ روش�های پایه بر تغییرات حساب مسائل حل برای عددی روش�های از دسته�ای پایان�نامه، این در

تولید برای اختیاری وزن تابع�های که است آن ΁غیرکلاسی روش مزیت مͬ�شود. ارائه ΁غیرکلاسی و ΁کلاسی

را مشتق ماتریس�های و هم�م΄انͬ نقاط برای بزرگتری دامنه�ای و مͬ�شوند استفاده متعامد چندجمله�ایهای

چندجمله�ا�یهای متناظر سه�قطری ماتریس ΁ی ویژه�ی بردارهای و ویژه مقادیر وسیله به مͬ�سازند. مم΄ن

شبه�طیفͬ روش�های مͬ�شوند. ارائه گاوس عددی انتگرال�گیری وزن�های و هم�م΄انͬ) (نقاط گره�ها متعامد،

چند حل برای عددی نتایج ادامه در همچنین مͬ�شوند. ارائه ΁غیرکلاسی و ΁کلاسی دسته دو صورت به نیز

گرفته�اند. قرار مقایسه مورد ضمنͬ طور به و شده آورده تغییرات حساب مسئله

نقاط� ،΁غیرکلاسی روش متعامد، چندجمله�ایهای شبه�طیفͬ، روش�های تغییرات، حساب کلیدی: واژه�های

. مشتق ماتریس و هم�م΄انͬ



مطالب فهرست

ب مطالب فهرست

ث لیستجداول

ج تصاویر لیست

چ مقدمه

١ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلͬ ضرب فضای ١.١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم�دار فضای ٢.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد مجموعه�های ٣.١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب بهترین ۴.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L٢[a, b] فضای در توابع بسط ۵.١

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ عمل·رهای ۶.١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درونیاب عمل·ر ١.۶.١

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصویر عمل·ر ٢.۶.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوبولوف فضای ٧.١

١۴ متعامد چندجمله�ایهای ٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد چندجمله�ا�یهای تولید روش�های ١.٢
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٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد چندجمله�ا�یهای تولید برای رودری·ه روش ٢.١.٢
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٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوس عددی انتگرال�گیری روش�های ١.٣.٢

٢٩ . . . . . . . . . . . . . گاوس. عددی انتگرال�گیری و متعامد چندجمله�ایهای ٢.٣.٢

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هرمیت درونیابی ٣.٣.٢

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوس-رادو عددی انتگرال�گیری قاعده ۴.٣.٢

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوس-لوباتو عددی انتگرال�گیری قاعده ۵.٣.٢

۴۵ تغییرات حساب ٣

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییرات حساب ١.٣

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر ΁مح ١.١.٣

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اویلر-لاگرانژ معادله برای خاص حالت چند ٢.١.٣

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییرات حساب مسائل حل برای مستقیم روش�های ٢.٣

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اویلر روش ١.٢.٣

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریتز روش ٢.٢.٣

۶٢ شبه�طیفͬ روش�های ۴

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزنͬ مانده باقͬ روش ١.۴

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبه�طیفͬ روش�های ٢.۴

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �زمانͬ خم کوتاهترین مسئله�ی ٣.۴

٧٠ . . . . . لژاندر شبه�طیفͬ روش از استفاده با زمانͬ خم کوتاهترین مسئله�ی حل ١.٣.۴

٧۴ . . . چبی�شف شبه�طیفͬ روش از استفاده با زمانͬ خم کوتاهترین مسئله�ی حل ٢.٣.۴

٧٩ ΁غیرکلاسی شبه�طیفͬ روش�های از استفاده با تغییرات حساب مسائل حل ۵

٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁غیرکلاسی شبه�طیفͬ روش�های ١.۵

٨٠ . ΁غیرکلاسی شبه�طیفͬ روش�های از استفاده با تغییرات حساب مسئله�ی چند عددی حل ٢.۵
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٨۶ پیشنهادات و نتیجه�گیری ۶

٨٧ ͽمراج

ت



لیستجداول

٧٣ LGL گره�های با شبه�طیفͬ روش از استفاده با زمانͬ خم کوتاهترین مسئله�ی عددی نتایج ١.٣.۴

٧۶ CGL گره�های با شبه�طیفͬ روش از استفاده با زمانͬ خم کوتاهترین مسئله�ی عددی نتایج ٢.٣.۴

٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . W (x) و w(x) مختلف حالت�های ١.٢.۵

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ٨ ازای به ؟؟ مثال عددی نتایج ٢.٢.۵

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ١٢ ازای به ؟؟ مثال عددی نتایج ٣.٢.۵

٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . W (x) و w(x) =
(
١ + x٢)λe−αx٢ مختلف حالت�های ۴.٢.۵

٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ؟؟ مثال در En = |Jn−Jn+١
Jn

| نسبی خطای ۵.٢.۵

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ؟؟ مثال برای |J − JExact| خطای ۶.٢.۵

٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ؟؟ مثال در |J − JExact| خطای ٧.٢.۵

٨۵ . . . . . . . . . . ؟؟ مثال Wدر (x) = ١ و w(x) = ١ حالت در |y − yExact| خطای ٨.٢.۵

ث



تصاویر لیست

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Y (x) و η(x) ،y(x) تابع�های بین ارتباط ١.١.٣

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �زمانͬ خم کوتاهترین مسئله�ی جواب ٢.١.٣

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ؟؟ مثال برای دقیق و تقریبی جواب ١.٢.٣

گره�های با روششبه�طیفͬ از استفاده با زمانͬ خم کوتاهترین مسئله�ی جواب خطای نمودار ١.٣.۴

٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (LGL)

گره�های با روششبه�طیفͬ از استفاده با زمانͬ خم کوتاهترین مسئله�ی جواب خطای نمودار ٢.٣.۴

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (CGL)

ج



مقدمه

نیز آنها حل برای که مͬ�آیند، بوجود پیچیده�ای و مختلف مسائل مختلف، علوم پیشرفت با و زمان گذر با

مͬ�شود. قبلͬ روش�های بهبود و نو روش�های آمدن بوجود باعث تلاش�ها این مͬ�شود. زیادی تلاش�های

این مهمتر بوده�اند. توجه مورد و مهم همیشه مختلف، علوم در مختلف مسائل حل برای عددی روش�های

کنند. درک بهتر بود، سخت خیلͬ آنها درک و مطالعه گذشته در که را علمͬ پدیده�های قادرند اکنون مردم که

تقریب مͬ�کنند. روش�هایعددیحل با مربوطه مدل پیچیدگͬ به توجه با را مهندسͬ و علوم مسائل اکثر امروزه

باشد گونه�ای به باید تقریب این مͬ�باشد. مهندسͬ و کاربردی ریاضیات زمینه در مسائل مهمترین از ی΄ͬ تابع،

برسد. خوبی دقت به کمتر، عملیات حجم با که

تاریخچه�ای دارای که مͬ�باشد، تغییرات١ حساب ΁فیزی و مهندسͬ ریاضͬ، علوم در مهم موضوعات از ی΄ͬ

عنوان به که است خمینه�ها و خم�ها مسیرها، از مجموعه�ای یافتن جستجوی در تغییرات حساب است. طولانͬ

بیشینه و کمینه عنوان به آن از فیزی΄ͬ مسائل در (اغلب هستند اکسترمم دارای مشتق�پذیر و پیوسته توابعͬ

آن در که شد مطرح ١۶٩۶ سال در برنولͬ یوهان توسط �زمان٢ͬ خم کوتاهترین مسئله�ی مͬ�شود). یاد نیز

�خود به را فاتیو و هود برنولͬ، یاکوب لایب�نیتز، نیوتون، همچون اروپا، از مشهور ریاضیدانانͬ ذهن زمان،

عمده�ترین است. یافته توسعه خاصͬ ریاضͬ دستگاه عنوان به تغییرات حساب بعد به زمان آن از کرد. مشغول

مش΄لات کشاندن به ΁کلاسی΁م΄انی تدریجͬ نیازهای مͬ�توان را تغییرات گسترشحساب و ابداع انگیزه�های

مͬ�توان نمود. ذکر بهینه�سازی و انتگرال�ها حوزه به دیفرانسیل معادلات حل و مشتق�ها حوزه از محاسباتͬ

و شوند منجر اویلر-لاگرانژ نام به دیفرانسیلͬ معادله ΁ی به که کرد حل روش�های با را تغییرات حساب مسائل

و پیچیده روش�ها این موارد اکثر در اما مͬ�باشد. تغییرات حساب مسئله جواب دیفرانسیل معادله سپسجواب

مͬ�شود استفاده روش�هایعددی از آنها در که شده�اند ابداع روش�هایمستقیمͬ دلیل همین به هستند، مش΄ل

١Calculus of variations
٢Brachistochrone problem

چ



برای که مͬ�باشند عددی روش�های از ی΄ͬ طیف٣ͬ روش�های .[١] نیست دیفرانسیل معادله حل به نیازی و

معادلات حل برای روش�ها از بزرگ خانواده�ای طیفͬ، روش�های مͬ�شوند. استفاده تغییرات حساب مسائل حل

علوم مسائل حل برای روش�ها این یافته�اند. گسترش وسیعͬ طور به اخیر دهه چند در که مͬ�باشند عمل·ری

برای سلاتر۵ و کانتورویچ۴ توسط سال١٩٣۴ در هم�م΄انͬ روش�های مͬ�باشند. موثر و کارا بسیار مهندسͬ و

وسیله به ١٩٣٨ سال در طیفͬ روش�های به مربوط ال·وریتم�های اولین شده�اند. استفاده خاصͬ کاربردهای

ضرایب برای سادگͬ به زیرا شدند، مشهور روش�ها این ارزاگ٧ توسط ١٩٧٠ دهه در .[٢] شدند ارائه لانزوس۶

است. بوده مفید فوق�العاده روش�هایطیفͬ توسعه برای ١٩٨٠ دهه بودند. اعمال قابل غیرخطͬ مسائل و متغیر

نقاط �صورت به را متعامد چندجمله�ایهای برای گاوسͬ کوادراتور نقاط نقش رساله�����ای در مرسیر٨ ١٩٨١ سال در

به مختلف روی΄ردهای برای هم·رایی و پایداری آنالیز دهه این در داد. توسعه طیفͬ روش�های برای هم�م΄انͬ

آوردن دست به و پیچیده مسائل در تابعک آنالیزی تکنی�΁های از استفاده برای راهͬ حقیقت در آمد، دست

طیفͬ ال·وریتم�های از ارزش با جزئیات شامل ٢٠٠١ و ١٩٨٩ سال�های در بوید٩ کتاب شد. ایجاد دقیق�تر نتایج

و استوانه�ای مختصات دستگاه�های در غیرکراندار دامنه�های با مسائلͬ برای خوبی ͽمرج خصوص به مͬ�باشد،

بسط از استفاده با را دیفرانسیل معادلات تقریب ١٩٩٨ سال در گیو١١ و ١٩٩٢ سال در فونارو١٠ مͬ�باشد. کروی

طیفͬ روش�های کاربردهای هست�هاون١٣ و گوتلیب١٢ ٢٠٠١ سال در دادند. قرار بحث مورد چندجمله�ایها،

برای طیفͬ روش�های کاربرد کتاب کوهن١۴ ٢٠٠٢ سال در کردند. معرفͬ را اول مرتبه هذلولوی معادلات برای

پایه�های از استفاده با را سیستم توصیف�کننده، عمل·رهای طیفͬ روش�های در .[٢] نوشت را موج معادلات

همچون

فوریه •

غیرمتعامد و متعامد چندجمله�ایهای انواع •

پیوسته قطعه�ای توابع •

٣Spectral methods
۴Kantorovic
۵Slater
۶Lanczos
٧Orzag
٨Mercier
٩Boyd
١٠Funaro
١١Guo
١٢Gottlieb
١٣Hesthaven
١۴Cohen

ح



موج�΁ها •

مͬ�کنند حل را دستگاه مناسبی روش�های سپسبا کرده تبدیل غیرخطͬ و معادلاتجبریخطͬ ی΁دستگاه به

غیرمتعامد و متعامد پایه�های گروه دو به مͬ�توان را مͬ�شوند استفاده طیفͬ روش�های برای که پایه�هایی .[٣ ،٢]

مثلثاتͬ، توابع ،[۵ ،۴] متعامد چندجمله�ایهای دسته�های از مͬ�توان متعامد پایه�های گروه برای کرد. تقسیم

... و [٩] هار ،[٨] ترکیبی پایه�های ،[٧] والش ،[۶] بلاک-پالس پیوسته( قطعه�ای توابع و متعامد موج�΁های

،١۵RBF پایه�های موج�΁ها، درونیاب، چندجمله�ایهای به مͬ�توان غیرمتعامد پایه�های برای .[۴٩] کرد یاد ،(

عنوان به گرفته�اند قرار استفاده مورد و ارائه مختلف روش�های با طیفͬ روش�های .[۵٠] کرد اشاره اسپلاین�ها

.[١٠] کرد اشاره زیر روش�های به مͬ�توان مثال

گالرکین١۶ •

تاو١٧ •

هم�م΄انͬ(هم�محلͬ)١٨. •

روشعناصر در بیشتر و [٢] شده معرفͬ ١٩١۵ سال در گالرکین توسط بار اولین برای روش این روشگالرکین:

.[۵٠] مͬ�رود کار به متناه١٩ͬ

در که مͬ�شوند ساخته طریقͬ به پایه�ها آن در که است گالرکین روش تغییریافته روش این حقیقت در روشتاو:

.[۵٠] مͬ�باشد ثابت ضرایب با خطͬ مسائل در بیشتر روش این کاربرد .[٢] کنند صدق عمل·رها مرزی شرایط

کار به جزئͬ مشتقات مسائل برای شبه�طیف٢٠ͬ روش�های بار اولین برای [١١] ͽمرج در هم�م΄انͬ: روش

را روش�ها این اوایل در است. کرده استفاده وسیعͬ طور به روش�ها این از ارزاگ همچنین است. شده برده

دقت دارای روش�ها این .[٢] نامید شبه�طیفͬ روش�های را روش�ها این ارزاگ اما مͬ�گفتند هم�م΄انͬ روش�های

است این روش�ها این ویژگͬ�های دی·ر از مͬ�باشند. اعمال قابل مختلف مسائل برای سادگͬ به و بوده بالا بسیار

[١٢] ͽمرج در هستند�، توسعه حال در مدام طیفͬ روش�های پایدارند. و ساده کامپیوتری پیاده�سازی در که،

مͬ�باشد. دی·ر روش�های با رقابت قابل که است شده ارائه ٢١ شبه-شبه-طیفͬ نام با دی·ری طیفͬ روش

مͬ�کنیم. معرفͬ را شبه�طیفͬ روش�های و تغییرات حساب مسائل متعامد، چندجمله�ایهای پایان�نامه، این در

١۵ Radial Bases Function
١۶Galerkin
١٧Tau
١٨Collocation
١٩Finite element methods
٢٠Pseudospectral methods
٢١Pseudo-Pseudospectral methods

خ



را ژاکوبی سه�قطری ماتریس متعامد چندجمله�ایهای برای بازگشتͬ رابطه�ی ضرایب مقادیر وسیله به ادامه در

دست به را آن وزن�های و گاوس-لوباتو گره�های متناظر، ویژه�ی بردارهای و آن ویژه مقادیر از و مͬ�کنیم تعیین

را عددی نتایج و مͬ�کنیم حل شبه�طیفͬ رو�ش�های از استفاده با را تغییرات حساب مسائل همچنین مͬ�آوریم.

مͬ�دهیم. ارائه ضمنͬ صورت به

مͬ�باشد. پایان�نامه این در نیاز مورد مقدمات و تعاریف شامل اول، فصل

مربوطه قضایای و متعامد خواصچندجمله�ایهای و تولید روش�های تعاریف، مفاهیم، ارائه به ابتدا دوم، فصل در

مͬ�کنیم. بیان را گاوس عددی انتگرال�گیری و متعامد چندجمله�ایهای بین ارتباط سپس و مͬ�پردازیم

را اویلر-لاگرانژ معادله و مͬ�پردازیم تغییرات حساب مورد در قضایایی و تعاریف مفاهیم، به ابتدا سوم، فصل در

مͬ�کنیم. معرفͬ را تغییرات حساب مسائل عددی حل روش چند سپس مͬ�نمایم، معرفͬ

تغییرات حساب مسئله عددیچند برایحل را سپسآنها و کرده معرفͬ را روش�هایشبه�طیفͬ چهارم، فصل در

مͬ�بریم. کار به

مسئله چند عددی حل برای را آنها سپس و کرده معرفͬ را ΁غیرکلاسی شبه�طیفͬ روش�های پنجم، فصل در

مͬ�بریم. کار به تغییرات حساب

د



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

هیلبرت، فضای باناخ، فضای نرم�دار، فضای داخلͬ، ضرب فضای مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف فصل این در

را سوبولوف فضای و خطͬ عمل·رهای ،L٢[a, b] فضای در توابع بسط تقریب، بهترین متعامد، مجموعه�های

است. شده استفاده [۵٢] و [۵٠] ،[٢] ͽمراج از فصل این نوشتن برای مͬ�کنیم. بیان اختصار به

داخلͬ ضرب فضای ١.١

مانند متغیره دو تابعͬ ،X مانند حقیقͬ برداری فضای بر داخلͬ ضرب هر .١ تعریف

که: طوری به است
⟨
·, ·
⟩

: X ×X −→ R

β و α حقیقͬ عدد دو هر و x, y, z ∈ X هر ازای به یعنͬ باشد، خطͬ اول متغیر به نسبت
⟨
·, ·
⟩
(١

.
⟨
αx+ βy, z

⟩
= α

⟨
x, z
⟩

+ β
⟨
y, z
⟩

.
⟨
x, y
⟩

=
⟨
y, x
⟩
،x, y ∈ X هر ازای به یعنͬ باشد، متقارن

⟨
·, ·
⟩
(٢

.x = ٠ اگر فقط و اگر
⟨
x, x

⟩
= ٠ و

⟨
x, x

⟩
≥ ٠ باشیم داشته x ∈ X هر ازای به (٣

دوم متغیر به نسبت حقیقͬ، برداری فضای ΁ی بر داخلͬ ضرب هر که مͬ�بینیم (٢) و (١) خواص به توجه با

�نامیم. حقیقͬ داخلͬ ضرب با فضای ΁ی را داخلͬ ی΁ضرب به مجهز حقیقͬ برداری فضای هر است. خطͬ نیز

١



نرم�دار فضای ٢.١

ویژگͬ سه در هرگاه �نامیم نرم ΁ی است شده تعریف X برداری فضای روی که را || · || حقیقͬ تابع .٢ تعریف

کند: صدق زیر

x = ٠ اگر فقط و اگر ||x|| = ٠ ،||x|| ≥ ٠ ،x ∈ X هر ازای به (١

||αx|| = |α| · ||x|| ،α ∈ R هر و x ∈ X هر ازای به (٢

.||x+ y|| ≤ ||x|| + ||y|| ،x, y ∈ X هر ازای به (٣

x, y, z ∈ X هر ازای به که است گزاره این با هم�ارز و دارد نام مثلثͬ نابرابری (٣) ویژگͬ

||x− y|| ≤ ||x− z|| + ||z − y||.

روی �نامیم. نرم�دار فضای ΁ی اختصار، به یا نرم�دار برداری فضای ΁ی را || · || نرم به مجهز X برداری فضای

توجه با مͬ�کنیم. تعریف نرم حسب بر متری΄ͬ d(x, y) = ||x− y|| تابع از استفاده با X نرم�دار برداری فضای

وسیله به القایی ΁متری را ΁متری این Xاست. روی ΁متری ΁ی d(·, ·) که مͬ�بینیم آسانͬ به نرم ویژگͬ�های به

�نامیم. نرم

در و است نرم�دار فضا این است، [a, b] بازه�ی روی پیوسته حقیقͬ توابع همه شامل فضا این ،C[a, b] فضای

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را مختلف نرم� چند فضا این

||f∥١ =
∫ b
a |f(x)|dx (١

∥f∥٢ =
( ∫ b

a |f(x)|٢dx
) ١

٢ (٢

.∥f∥∞ = sup |f(x)| (٣

که است [a, b] بازه�ی روی ΃لب انتگرال�پذیر حقیقͬ توابع همه شامل ،١ ≤ p <∞ برای ،Lp[a, b] فضای

∫ b

a
|f(x)|pdx <∞.

٢



مͬ�شود تعریف زیر صورت به آن نرم و است نرم�دار فضای ΁ی فضا این

∥f∥p =

(∫ b

a
|f(x)|pdx

) ١
p

.

با را آن و است x ∈ X به هم·را X برداری فضای از {xi}∞i=١ مانند نامتناهͬ دنباله�ی ΁ی .٣ تعریف

اگر مͬ�دهیم نمایش limi→∞ xi = x

lim
i→∞

∥xi − x∥ = ٠,

هرگاه مͬ�نامیم کوش١ͬ دنباله�ی ΁ی را X برداری فضای از {xi}∞i=١ دنباله�ی و

lim
i,j→∞

∥xi − xj∥ = ٠.

هم·را X فضای روی کوشͬ دنباله�ی هر هرگاه گویند، باناخ٢ ی΁فضای Xرا نرم�دار برداری فضای تعریف۴.

است. باناخ فضای ΁ی Lp[a, b] که داد نشان مͬ�توان مثال عنوان به باشد.

ضرب فضای توسط شده تولید نرم صورت این در باشد، داخلͬ ضرب فضای X که کنید فرض .۵ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر صورت به و گویند القائͬ نرم ΁ی را داخلͬ

∀x ∈ X, ∥x∥ =
√⟨

x, x
⟩
.

داریم: x, y ∈ X هر برای آنگاه باشد داخلͬ ضرب فضای ΁ی X که فرض�کنیم .١.٢.١ قضیه

∣∣⟨x, y⟩∣∣ ≤ ∥x∥∥y∥ شوارتز) - کوشͬ (نامساوی الف)

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ مثلثͬ) (نامساوی ب)

.∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢
(
∥x∥٢ + ∥y∥٢

)
متوازی�الاضلاع) (قانون ج)

باشند Mموجود و K مثبت ثابت�های هرگاه هم�ارزند X برداری فضای روی ∥ · ∥b و ∥ · ∥a نرم دو .۶ تعریف

١Cauchy sequence
٢Banach space

٣



که باشیم داشته x ∈ X هر ازای به که طوری به

K∥x∥b ≤ ∥x∥a ≤M∥x∥b. (١.١)

هم�ارزند. هم� با متناهͬ-�البعد برداری فضای ΁ی روی شده تعریف نرم�های همه .٢.٢.١ قضیه

فرض است. Rn بحث، مورد متناهͬ-�البعد فضای �کنیم فرض شود کاسته مسئله کلیت از آنکه بدون اثبات.

دی·ری نرم ∥ · ∥ اگر .∥x∥٢ =
(
x٢

١ + x٢
٢ + · · ·+ x٢

n

) ١
٢ یعنͬ دهد، نشان را Rn اقلیدسͬ نرم ∥ · ∥٢ کنیم

اگر است. ∥ · ∥٢ با هم�ارز ∥ · ∥ کنیم ثابت است کافͬ باشد Rn روی

x =
(
x١, · · · , xn

)
= x١e١ + · · · + xnen

داریم مثلثͬ نابرابری بنابر هستند)، متعارف ی΄ه بردارهای ها ei آن در (که

∥x∥ =
∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

i=١
xiei

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ n∑
i=١

|xi| · ∥ei∥ ≤
( n∑

i=١
∥ei∥

)
.∥x∥٢,

،x ∈ Rn هر ازای به آنگاه ،M =
∑n

i=١ ∥ei∥ اگر سان، بدین

∥x∥ ≤M∥x∥٢,

نابرابری�های x, y ∈ X هر ازای به مͬ�شود. ثابت (١.١) نابرابری�های از نیمͬ ترتیب این به

∣∣∥x∥ − ∥y∥
∣∣ ≤ ∥x− y∥ ≤M∥x− y∥٢,

است. پیوسته ی΄نواخت) طور (به R در اقلیدسͬ، نرم به مجهز ،Rn از ،x −→ ∥x∥ تابع که مͬ�دهند نشان

کنیم فرض

S =
{
x ∈ Rn : ∥x∥٢ = ١

}
,

پس است، فشرده نرم به نسبت نتیجه، در و کراندار و بسته صورت این در باشد. اقلیدسͬ نرم برای ی΄ه کره

۴


