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  خدابه نام 
  

  اظهارنامه
  

ي ریاضـی گـرایـش جبر  دانشـجوي رشتـه فاطمه ملازماینجانب 
نامه حاصل پژوهش خـودم  ي علوم اظهار میکنم کـه این پایان دانشکده

شانی دقیق و نام،  از منابع دیگران استفاده کرده بوده و در جاهایی کـه
حقیق و کنـم کـه ت می ام، همچنین اظهار مشخصات کامل آن را نوشته

ام تکـراري نیست و تعهد مینمایم کـه بـدون مجـوز  موضـوع پایان نامه
دانشـگاه دستـاوردهاي آن را منتشر ننموده و یـا در اختیار غیر قرار 
بدهم، کلیه حقوق این اثـرمطابق با آیین نامه مالکیت فکري و معنوي 

  .متعلق به دانشگاه شیراز است
  

  
  ملازم فاطمه  :نام و نام خانوادگی

  11/6/1390: تاریخ و امضا
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  سپاسگزاري 
  

  .به نام او که یادش آرامش بخش دل هاست
  شکر خدا که هر چه طلب کردم از خدا                       بر منتهاي مطلب خود کامران شدم

  
  م کـه از زحمـات   بـر خـود لازم میـدان   , حال که با یاري خداوند متعال بر این مهـم فـایق آمـدم   

  .بی دریغ عزیزانی که در این راه مشوقم بودند قدردانی کنم
استاد راهنماي ارجمندم که راهنمایی هایشـان روشـنی بخـش     مجید ارشادازجناب آقاي دکتر 

از اساتید محترم مشاور سرکار خانم دکتر شهره نمازي و جناب آقاي دکتـر  .ارمراهم بود سپاسگز
  .شکر را دارمنیز کمال تافشین امینی 

و در نهایت قدردان پدر و مادر و همسر عزیزم هستم که صبورانه و دلسـوزانه در ایـن راه یـاریم    
  .نمودند
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  چکیده
  

  انژکتیو -Cپروژکتیو و  - Cمدول هاي 
  

  به کوشش
  فاطمه ملازم

  
همچنین قضایا و تعاریف . د، ذکر خواهد شدیک حلقه است، در صورتی که بیانگر معناي دیگري باش ܣ در این پایان نامه

  .مدول هاي چپ نیز تعمیم داد -ܣمدول راست بررسی می کنیم، که می توان آن را براي  -ܣرا روي یک 
ارتباط  ی از حلقه هاي منظم ویابتدا قضایا و تعاریف مقدماتی و مورد نیاز در فصل هاي بعد آورده می شود، سپس قضایا

  .انژکتیو مورد مطالعه قرار می گیرند -ܲوار، دوري هموار و مدول هايآن با مدول هاي هم
مفاهیمی چون حلقه ي فربنیوس و  .انژکتیو معرفی می شود -ܥدر فصل سوم نوع دیگري از مدول ها به نام مدول هاي 

و را که انژکتیو می انژکتی -ܥ مدول هاي ، سپسرا بررسی می کنیم وانژکتی -ܥ مدول حلقه ها و ارتباط آن ها با -ܸ
  .خص می کنیمشوند را مش

در فصل چهارم دو مساله اي که هنوز به طور کامل به اثبات نرسیده است و حدس و گمان هاي بسیاري راجع به آن ها  
  .انژکتیو را مورد مطالعه قرار می دهیم -ܥوجود دارد را بیان کرده و همچنین شبه انژکتیو و ارتباط آن با 

انژکتیو،  -ܬܻمفاهیمی چون  .پروژکتیو معرفی می شود -ܥنوع دیگري از مدول ها به نام مدول هاي  در فصل پنجم
پروژکتیو را  -ܥانژکتیو و  - ܥو رابطه بین مدول هاي پروژکتیو  -ܥ يمدول ها حلقه هاي موروثی و ارتباط آن ها با

  .بررسی می کنیم
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 مقدمه

  
  

صل ف مدول ها وحلقه ها که در د، لم ها و قضایایی در مورتعاریف ،در این فصل پس از مقدمه
در ضمن از آوردن اثبات بعضی از قضایا  .گیرند، آمده استهاي بعد مورد استفاده قرار می 

  .بع جهت اثبات بسنده می نماییماصرف نظر می کنیم و تنها به ذکر من
  
  

 تعاریف و قضایاي مقدماتی  1-1

  
وي مدولها هستند که تابعگون روي ، رجبري هاي مهمساختارانژکتیو از  مدولهاي پروژکتیو و

ي مدول هاي  ي آزاد همگی در خانوادهگونی دقیق تبدیل می شود و مدولهاآنها به تابع
، خانواده هستند پس این نوع مدولهاد و به علاوه مدولهاي غیرآزاد هم در این نقرار دار پروژکتیو

  .تعمیمی از مدولها ي آزاد می باشند
در واقع همان . می باشد ]35[و] 37[، ]36[ ،    ]40[ رفته از مراجعاین پایان نامه برگمطالب 

انژکتیو  - ܥينها یعنی مدولهاآاز  مییعمو پروژکتیو را تعریف کردیم ت ژکتیوگونه که مدولهاي ان
 در این پایان نامه آنهاوابسته به  و مفاهیم شانارتباط بینو پروژکتیو را بیان می کنیم -ܥو 

د مورد بحث قرار نکه انژکتیو می شو انژکتیو - ܥ مدولهاي به عنوان مثال. دشرح داده خواهد ش
  .می گیرد

در سال  1مدولهاي انژکتیو براي اولین بار توسط بایر - ܣ. یک حلقه باشد  ܣفرض کنید 
نامید و نام انژکتیو براي اولین بار  ܣ را گروههاي آبلی کامل روي حلقه آنها ،معرفی شد 1940

                                                        
1 Bayer 
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زیر ، هر مدول"مقاله بایر شامل گزاره اي بود که بیان می کرد  .ظاهر شد 1الینبرگدر مقاله 
نامیده می شود   ܯ مدول - ܣ  براي 2و آنچه امروز اصل بایر ".مدول یک مدول انژکتیو است

 ܯبه  	ܣحلقه این است که هر نگاشت از یک ایده ال  ܯبیان می کند که شرط انژکتیو بودن 
  .گسترش یابد ܯبه  ܣ ک نگاشت ازمی بایست به ی

انژکتیو را بیان می کنیم و  - ݌تعمیم مدول هاي انژکتیو یعنی  ،استفاده از ایده آل اصلیبا 
 هموار و نیزبا شود که منظم بودن یک حلقه  نشان داده می ]36[و ]34[، ]15[، ]2[      مراجع ر د
انژکتیو  - ݌ مدولهاي در واقع با معرفین حلقه معادل هستند و آمدول هاي بودن انژکتیو  -݌

  .انژکتیو باشد - 	݌مدول - ܣ منظم است اگر وفقط اگرهر، ܣثابت می کنیم که حلقه 
دوري، انژکتیو خواهند شد و همچنین  ژکتیوان - ܥ مدولهاي که در این پایان نامه خواهم دید

، انژکتیو - ܥ شابه با مدول هايم .، انژکتیو شود حلقه نوتري خواهد شدانژکتیو - ܥ مدولاگر هر 
  .مده استآ ]11[ که مفاهیم مربوطه در مرجعنیز تعریف می کنیم  پروژکتیو را -ܥ مدول هاي

  انژکتیو و موروثی را بررسی  -ܬܻ، )QF(نیوسبشبه فر، )ܫܳ( حلقه هاي شبه انژکتیو
انژکتیو را در  -ܬܻحلقه  ) Xue(زاو  و ]11[را در مرجع  ܫܳحلقه ،Koehler) (کوهلر .می کنیم

       توصیف ]18[ مرجع نیوس رادربشبه فر (Nakayama) و ناکایاما Ikeda) ( و آیکدا ]30[مرجع 
اگر یک  و انژکتیو –ܥ ثابت می شود که یک حلقه شبه انژکتیو تحت چه شرایطی .کرده اند

از از بویل و ماتلیس را در ضمن دو مساله ب .چه نتیجه اي حاصل می گردد ،نوتري شود ܫܳحلقه
مده است که آ ]13[ ومساله ماتلیس در مرجع ]12[بیان می کنیم که مساله بویل در مرجع 

  .مقدار پیشرفت کار و تحقیقات خود را به طور کامل شرح داده اند
  
  
  
  
  
  

                                                        
1 Elinberg 
2-Bayer’s criterion  
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 مفاهیم و قضایاي مقدماتی  1-2

  
فقط اگر به  و است اگر 1ژکتیوپرو،  	ܲمدول - ܣ. باشد یک حلقه ܣ	فرض کنید   : 1- 1تعریف  

  همریختی ها مثل - ܣازازاي هر دنباله ي دقیق کوتاه 

0 → ܯ
ఝ
→ܰ

ణ
ܭ→ → 0 

  دنباله ي

0 → ݋ܪ ஺݉(ܲ,ܯ)
ఝഥ
,ܲ)஺݉݋ܪ→ ܰ)

ణഥ
݋ܪ→ ஺݉(ܲ, (ܭ → 0 

 .همریختی ها باشد - ℤدنباله دقیق کوتاهی از 

  
  :شرایط زیر معادلند  :1-1قضیه

1( P  ،مدولی پروژکتیو است -ܣ.  
ܯ:߮	همریختی پوشا مثل  - ܣبه ازاي هر  )2 → ܰ، ℤ - همریختی            

φഥ:݉݋ܪ஺(ܲ,ܯ) → ,ܲ)஺݉݋ܪ  .ست نیز پوشا  (ܰ

  مدول ها مثل -ܣ همریختی ها و - 	ܣبه ازاي هر نمودار از)  3 

  
߮ همریختی اي مثل  - ܣکه سطر آن دقیق باشد،  ∶ P → M که نمودار را جابجا  موجود است

 :می کند

  
  

                                                        
1 Projective 
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ܯ:φ همریختی پوشایی مثل -ܣفرض کنید ) 1→2 :اثبات  → داده شده باشد واضح  ܰ

0دنباله ي  است که → ߮ݎ݁ܭ
௜
ܯ→

ఝ
→ܰ →  .همریختی هاست - ܣکوتاهی از  دنباله دقیق 0

  پروژکتیو است دنباله  ،ܲ چون

0 → (߮ݎ݁ܭ,ܲ)஺݉݋ܪ
ప̅
(ܯ,ܲ)஺݉݋ܪ→

ఝഥ
(ܰ,ܲ)஺݉݋ܪ→ → 0 

  همریختی  - ℤهمریختی هاست پس   - ℤهم دنباله دقیق کوتاهی از
φഥ:݋ܪ ஺݉(ܲ,ܯ) → ݋ܪ ஺݉(ܲ,ܰ) 

  .پوشاست
  
    فرض کنید  نمودار) 2→3  

  
  

واضح است که دقیق . شدن دقیق است داده شده باآمدول ها که سطر  -ܣ همریختی و - ܣاز  
:݃		همریختی  - ܣایجاب می کند که  ،بودن سطر ܯ →                  همریختی -ℤ ذاپوشاست لܰ

	ഥ݃ : (ܯ,ܲ)஺݉݋ܪ → ݂چون .نیز پوشاست (ܰ,ܲ)஺݉݋ܪ ∈ ,ܲ)஺݉݋ܪ عضوي  	(ܰ
,ܲ	)஺݉݋ܪاز ഥ݃	موجود است که  ߮مثل (ܯ (߮) = ߮݃یا ،݂ =  مریختیه -ܣ پس . ݂

	߮:ܲ → ߮݃که  این ویژگی را دارد ܯ =   :در نتیجه نمودار داده شده را جابجا یی می کند  ݂
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براي این منظور . دقیق است (−,ܲ)୅݉݋ܪباید ثابت کنیم که تابع همگون همورد) 3→1
  همریختی ها مثل -ܣفرض کنید دنباله دقیق کوتاهی از 

0	 → ܯ
ఝ
→ܰ

ణ
ܭ→ → 0 

باید نشان دهیم که   .داده شده باشد  

0 → ݋ܪ ஺݉(ܲ,ܯ)
ఝഥ
,ܲ)஺݉݋ܪ→ ܰ)

ణഥ
݋ܪ→ ஺݉(ܲ, (ܭ → 0 

  نشان می دهیم. ستا همریختی ها - ℤازدنباله دقیق کوتاهی 

݋ܪ ஺݉(ܲ, ܰ) → ,ܲ)஺݉݋ܪ   ߴ̅ : 																																																				(ܭ
݋ܪعضوي دلخواه از  ݂ کنیدفرض  .ستا پوشا ஺݉(ܲ, همریختی اي  - ܣ ، فرض کنیدباشد  (ܰ
:ߠمثل  ܲ →   :موجود است که نمودار  را جابه جا می کند  ܰ

  
  

ߴߠیعنی  = (ߠ)ߴ̅یا ݂ = ߠچون  ݂ ∈ ست و در ا پوشا 	ߴ̅نشان دادیم که، (ܰ,ܲ)୅݉݋ܪ
 □ .مدولی پروژکتیو است - ܣ ،ܲپس  ؛دقیق است (−,ܲ)୅݉݋ܪنتیجه 

  
  :شرایط زیر معادلند : 2-1قضیه

  .مدولی پروژکتیو است - ܣ، ܲ )1

0هر دنباله ي دقیق کوتاه ) 2 → ܯ
ఝ
→ܰ	

ట	
→ ܲ →  .شکافته می شود   0

ܨموجود است که    ܭمدولی مثل  -	ܣ	و ܨمدول آزادي مثل  - ܣ) 3 ≈   ܲ⨁ܭ
 □ .مراجعه شود ]36[از 4- 8به قضیه  :  ثباتا
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 - 	ܣدنباله دقیق کوتاه از فقط اگر به ازاي هر و است اگر 1انژکتیو ܧمدولی مثل - ܣ :2- 1تعریف
  همریختی ها مثل

0 → ܯ
ఝ
→ܰ

ణ
ܭ→ → 0			 

  دنباله ي 

0 → ,ܭ)ோ݉݋ܪ (ܧ
ణഥ
,ܰ)ோ݉݋ܪ→ (ܧ

ఝഥ
,ܯ)ோ݉݋ܪ→ (ܧ → 0 

 .همریختی ها باشد - ℤدنباله دقیق کوتاهی از 

  
  :شرایط زیر معادلند:  3-1قضیه

  .مدولی انژکتیو است - ܣ، ܧ) 1
ܯ:߮مثلهمریختی  - ܣبه ازاي هر) 2 →  همریختی                 - ℤ ،که یک به یک باشد ܰ

ത߮: ,ܰ)஺݉݋ܪ (ܧ → ,ܯ)ோ݉݋ܪ   .پوشاست   (ܧ
ܰ:߮همریختی اي مثل  - ܣ ،مدول ها - ܣ همریختی ها و -ܣمودار ازبه ازاي هر ن) 3 →  ܧ

  :موجود است که نمودار را جابجا یی می کند

  
ܯ:߮	همریختی یک به یک - ܣ دیکنفرض ) 1→2 :اثبات  → واضح است . داده شده باشد ܰ

0که دنباله   → ܯ
ఝ
→ܰ

గ
߮݉ܫ/ܰ→ →  چون .هاست تیهمریخ - ܣدنباله دقیق کوتاهی از  0

  انژکتیو است دنباله  ܧ

0 → ,߮݉ܫ/ܰ)஺݉݋ܪ (ܧ
గഥ
݋ܪ→ ஺݉(ܰ, (ܧ

ఝഥ
(ܧ,ܯ)஺݉݋ܪ→ → 0 

  همریختی - ℤپس . همریختی هاست - ℤدنباله دقیق کوتاهی از 
ത߮: (ܧ‚ܰ)஺݉݋ܪ → ,ܯ)஺݉݋ܪ  (ܧ

  .پوشاست
  

                                                        
1 Injective 
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فرض کنید نمودار     ) 2→3  

 
دقیق بودن سطر . مدول ها که سطر آن دقیق است داده شده باشد -ܣهمریختی ها و  - Aاز 

݃	همریختی - A کند که می ایجاب ∶ 		ܯ
														
ሱ⎯⎯⎯ሮ	 همریختی  - ℤپس .یک به یک باشد  ܰ

݃̅: ,ܰ)஺݉݋ܪ (ܧ ݋ܪ			→			 ஺݉(ܯ, ݂		( چون .پوشاست (ܧ ∈ ,ܯ)஺݉݋ܪ  عضوي ازܧ
(߮)̅݃موجود است که  ߮ مثل (ܯ,ܰ)஺݉݋ܪ = ݃߮یا  ݂ =  همریختی -	ܣپس .݂
߮ ∶ ܰ → ݃߮که دارداین ویژگی را  ܧ =   :و در نتیجه  نمودار داده شده را جابه جا می کند 		݂

  

 
,−)஺݉݋ܪ باید ثابت کنیم تابعگون پادورد) 3→1 دقیق است، براي این منظور  فرض   (ܧ

0د دنباله  دقیق کوتاه   کنی → ܯ
ఝ
→ܰ

ణ
ܭ→ →   .همریختی ها داده شده باشد  - ܣ از 0

  باید نشان دهیم 

0 → ݋ܪ ஺݉(ܭ, (ܧ
ణഥ
,ܰ)஺݉݋ܪ→ (ܧ

ఝഥ
,ܯ)஺݉݋ܪ→ (ܧ → 0 

  ثابت کنیم . همریختی هاست - 	ℤدنباله دقیق کوتاهی از
ത߮: ,ܰ)஺݉݋ܪ (ܧ → ,ܯ)஺݉݋ܪ  (ܧ

݋ܪعضوي دلخواه از  ݂فرض کنید . پوشاست ஺݉(ܯ,   نمودار    . باشد  (ܧ
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ܰ:߮همریختی اي مثل  -ܣ. را در نظر بگیرید		 → موجود است که نمودار را جابجا می   ܧ

  :کند

  
߮ߠیعنی = =	 یا ݂ f	)ߠ(ത߮ .ߠچون ∈ ,ܰ)୅݉݋ܪ  ത߮تساوي اخیر نشان می دهد که  (ܧ

,−)஺݉݋ܪپوشاست و در نتیجه    □ .مدولی انژکتیو است - ܣ، Eپس  ؛دقیق است (ܧ

  
  :شرایط زیر معادلند: 4-1قضیه 

  .مدولی انژکتیو است - ܣ، ܧ )1

0هر دنباله ي دقیق کوتاه ) 2 → E
ఝ
ܯ→

ట
→ܰ	

	
 .شکافته می شود 0→

′ܧموجود است که   ′ܧاز ܭ مدولی مثلزیر ′ܧمانند  ܧ به ازاي هرتوسیع از)3 =  ܧ⨁ܭ

 □ .مراجعه شود ]36[از 11- 9به قضیه  : اثبات

  
توسیع یک  ܯمی گوییم . باشد توسیعی ازآن ܯومدول  - 	ܣیک  ܰفرض کنید : 3- 1تعریف
ܰ، ܯاز  ܭ	است اگر به ازاي هر زیر مدول غیر صفر مثل ܰ 1اساسی ∩ ܭ ≠ باشد، در این  	0

ܰم حالت می نویسی ⊴   .ܯ
  

  .است ℤتوسیع اساسی از  مدول یک -ℤبعنوان  ،ℚ يمجموعه اعداد گویا  :1- 1مثال
                                                        
1 essential 
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  1را توسیع اساسی ماکسیمالܧ	مدول مثل  - ܣ .مدول باشد - ܣیک ܯ	فرض کنید :4- 1تعریف
ܯباشد و اگر ܯتوسیع اساسی  ܧمی نامیم اگر  ܯ ≤ ܧ ≨  ܯ توسیع اساسی ܭ نگاهآ، ܭ

  .نباشد
 

 ܯتوسیعو انژکتیو  ܧمی نامیم اگر ܯ انژکتیو یک توسیعرا  ܧمدولی مثل -ܣ: 5- 1تعریف
  .باشد

  
توسیع انژکتیو  ܧ	می نامیم اگر  ܯ 2را توسیع انژکتیو مینیمالܧ	مدول مثل  - ܣ : 6- 1تعریف

ܯگراباشد و  ܯ ≤ ܭ ≨   .انژکتیو نباشدܭ	نگاه آ  ܧ
  

در این صورت شرایط زیر  .باشد ܯسیعی ازتو ܧمدول و  -ܣیک  ܯکنیدفرض  :5-1قضیه
  :معادلند

 .است ܯتوسیع اساسی و انژکتیویک  ܧ )1

 .است ܯتوسیع اساسی  ماکسیمالیک  ܧ )2

 .است ܯتوسیع  انژکتیو  مینیمال یک  ܧ) 3 

 □ .مراجعه شود ]36[از، 14- 9به قضیه  : اثبات

  
ایط  را که در یکی از شر  ܧمدول مثل  -ܣهر  .مدول باشد - ܣیک  ܯ فرض کنید:  7- 1تعریف

  .می نامیم ܯ  3ش انژکتیوصدق کند  پو،  5- 1معادل قضیه 
  

  . یکریخت هستند ܯش انژکتیو پوش انژکتیو دارد و هر دو پو ܯمدول مثل -ܣهر : 6-1قضیه

  □ .مراجعه شود ]36[از 15- 9به قضیه  : اثبات
  

                                                        
1 Maximal essential  extension 

2 Minimal injective  extension 

3 Injective hull 
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کریختی ش انژکتیو دارد که در حد ی، پو ܯ مدول مثل -ܣ هر نابر قضیه قبلب : 1-1تذکر
 .نمایش می دهیم  (ܯ)ܧ را با  ܯش انژکتیو منحصر بفرد این پو. منحصر به فرد است

 
 Aگویند اگر به ازاي هر دنباله ي دقیق کوتاه از   1همواررا  Fمدول  راست  - A : 8-1تعریف 

                 مثل  هاي چپ همریختی

0 → ܯ
ఝ
→ܰ

ణ
ܭ→ → 0 

  ي                        دنباله 

0 → ܯ஺⨂ܨ
ଵ೑ 		⨂	ఝ			ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ஺ܰ⨂ܨ

ଵ೑		⨂	ణ			ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ܭ஺⨂ܨ → 0 
 

  .همریختی ها باشد - ℤدنباله دقیق کوتاهی از 
  

 ،)راست(مدول چپ  - ܣ به عنوان ܣ دراین صورت. حلقه باشد ܣفرض کنید  : 7-1قضیه
  .همواراست

  □ .مراجعه شود ]36[از 2- 10ه به قضی : اثبات

  
  :عادلندم ܨراست  مدول - ܣشرایط زیر براي   :8-1قضیه 

  .هموار است   	ܨ )1
	به عنوانܨ	) 2   . ، همواراستمدول୅	ܣ
ܫبراي هر ایده آل ) 3 ≤஺ :ߙ 2بروریختی - ℤ،   ܣ ܫ஺⨂ܨ → (ܽ⨂݂)ߙبا    ܫܨ = یک به ،  ݂ܽ

  .یک است 
  □ .مراجعه شود ]11[از 19- 17  به لم : اثبات

  
:λمدول باشد و  - ܣیک   ܯفرض کنید :   9- 1تعریف A → End(M)  یک همریختی حلقه اي

ܭبنابراین . باشد = ߣݎ݁ܭ = ݔܽ	|	ܣ߳ܽ	} =  است و به ܣایده الی دو طرفه از   {(ܯ߳ݔ)			0

                                                        
1 flat 

2 epimorphism 


