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چͺيده

چͺيده

کار به توابع تقریب برای که متعامداند توابع از مجموعه�ای سینوس و کسینوس موج�ͷهای
معادلات حل برای [۰,۱] بازه در سینوس و کسینوس موج�ͷهای از پایان�نامه، این در مͬ�روند.

مͬ�کنیم. استفاده دوم نوع غیرخطͬ کسری مرتبه انتͽرال-دیفرانسیل
بر جواب بسط بوسیله جبری معادلات دستͽاه به انتͽرال-دیفرانسیل معادله تبدیل پایه بر روش این
مؤثر، روش این اصلͬ مشخصه است. مجهول ضرایب با سینوس و کسینوس موج�ͷهای حسب

است. معادل جبری معادله ͷی به انتͽرال-دیفرانسیل معادله ͷی تبدیل
تقریب سینوس و کسینوس موج�ͷهای توسط را معلوم و مجهول توابع معادلات، این حل برای
معادله دستͽاه ͷی مسئله این در مͬ�کنیم. جای�گذاری معادلات در را تقریب�ها این سپس مͬ�زنیم،
معادله جواب برای تقریبͬ جواب ͷی معادلات از دستͽاه این حل با که مͬ�آوریم به�دست غیرخطͬ

مͬ�آید. به�دست دوم نوع از کسری مرتبه انتͽرال-دیفرانسیل

و کسینوس موج�ͷهای کسری، محاسبات انتͽرال-دیفرانسیل، معادلات : کليدی کلمات
پالس. بلاک تابع سینوس،

د
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مقدمه

مͬ�گردد. بر دیفرانسیل حساب مبحث آغاز به α ناصحیح مقادیر به Dαf(x) مشتق دادن عمومیت
۴ هوپیتال ، ٣ برنولͬ به نامه�ای در D ۱

۲ f(x) محاسبه�ی درباره�ی نͺته چندین ٢ لیبنیز ١۶٩۵ سال در
٧ لیوویل و ۶ اویلر مدیون کسری مشتقات و انتͽرال تئوری پیشرفت اما بود. کرده بیان ۵ والز و
و فیزیͺدانان بیشتر توجه با کسری محاسبات مطالعه�ی اخیر سال ده در است. (١٨٢٣) ٨ آبل و

است. شده شروع ریاضیدانان
انتͽرال-دیفرانسیل معادلات شامل که کرده�اند فرمول�بندی را پدیده�هایͬ ریاضیدانان از چندی
،[١٠] آدمین روش مثل معادلات قبیل این برای ͷنیͺت چندین هستند. کسری مرتبه با غیرخطͬ
تعداد و شده استفاده خطͬ مسائل در روش�ها بیشتر که دارد وجود [١٢] کالوکیشن روش و [١٣]
رشته�های در زیادی اهمیت از غیرخطͬ پدیده که حالͬ در دارد. توجه غیرخطͬ مسائل به آثار از کمͬ
تعیین مؤثرتر روش�های جستجوی برای بیشتر توجه اخیراً است. برخوردار مهندسͬ و علوم مختلف

.[١٨] ،[١٧] ، [۶] داده�اند اختصاص غیرخطͬ مدل�های برای دقیق یا تقریبͬ جواب ͷی

موضوع این کنونͬ موفقیت است. کاربردی ریاضیات در جدید نسبتاً رویداد ͷی موج�ͷها نظریه
و ͷفیزی مهندسͬ، علوم از تلفیقͬ مͬ�توان را موج�ͷها فرضیه طرف ͷی از دارد. عمده دلیل دو
که هستند ریاضͬ ساده�ی نسبتاً ابزار ͷی موج�ͷها دیͽر طرف از و گرفت نظر در محض ریاضیات
توابع نمایش قابلیت دلیل به متعامد سیستم ͷی عنوان به موج�ͷها دارند. گوناگونͬ کاربردهای
اختصاص خود به دیͽر متعامد �های سیستم بین در را خاصͬ جایͽاه تجزیه، مختلف سطوح در

داده�اند.
انتͽرال، معادلات �بهینه، کنترل سیستم�های تحلیل جهت متعامد سیستم�های اخیر سال�های در
مبتنͬ روش�های اصلͬ ویژگͬ است. گرفته قرار پژوهشͽران خاص توجه ...مورد و دیفرانسیل
نظر در متعامد توابع از بسطͬ صورت به را سیستم پاسخ ابتدا که است آن متعامد سیستم�های بر

٢ Leibniz
٣Bernoulli
۴L’Hopital
۵Wallis
۶Euler
٧Liouville
٨Abel



۴ مقدمه

معادلات دستͽاه به را نظر مورد معادلات مناسب، عملیاتͬ ماتریس�های از استفاده با سپس و گرفته
مͬ�پردازیم. دستͽاه حل به و تبدیل جبری

و لژاندر فوریه، پالس، بلاک نظیر ͷکلاسی پایه�های برای مناسب جایͽزینͬ عنوان به موج�ͷها
ͷی یا تابع ͷی بسط در اینͺه اول دارد. وجود اینͺار برای عمده دلیل دو مͬ�شود. پیشنهاد ...
تابع به مربوط اطلاعات اکثر شامل ،ͷموج بسط در اولیه ضرایب موج�ͷها، از استفاده با سیͽنال
دقت به مͬ�توان پایه از کمتری جملات با پایه�ها بقیه به نسبت موج�ͷها در لذا مͬ�باشد. سیͽنال یا
ماتریسعملیاتͬ که است این ͷموج از استفاده مزیت عمده�ترین و دومین [۵] یافت. دست مناسبͬ
حل به�سادگͬ حاصل، جبری معادلات دستͽاه مͬ�شود باعث که مͬ�باشد ͷتن ... و مشتق انتͽرال،

گردد.

که پیش�نیاز�ها و مقدماتͬ مفاهیم اول فصل در است. شده تنظیم فصل پنج در پایان�نامه این
بلاک توابع معرفͬ به دوم فصل در مͬ�شود. مطرح مͬ�گیرند قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در
به�دست را آن�ها عملͽر�های ماتریس و پرداخته آن�ها ویژگͬ�های و وسینوس کسینوس ͷموج و پالس
به ترتیب به سینوس و کسینوس ͷموج از استفاده با پنجم و چهارم سوم، فصل�های در مͬ�آوریم.
مͬ�پردازیم. فردهلم-ولترا و ولترا فردهلم، غیرخطͬ کسری مرتبه انتͽرال-دیفرانسیل معادلات حل
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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

اختصاص مͬ�شوند، استفاده بعدی فصل�های در که مقدماتͬ و پایه مفاهیم برخͬ مرور به را فصل این
پله�ای تابع سپس مͬ�کنیم، یادآوری را حقیقͬ آنالیز ابتدائͬ مفاهیم از بعضͬ اول بخش در مͬ�دهیم.
خاصیت چند لاپلاس تبدیلات تعریف از بعد چهارم بخش در مͬ�کنیم. معرفͬ را اویلر گاما و واحد
آخر در و کسری محاسبات معرفͬ به سپس مͬ�کنیم. اثبات و بیان را بعدی فصل�های در نیاز مورد

مͬ�پردازیم. انتͽرال معادلات معرفͬ به

حقیقͬ آنالیز در پایه مفاهیم ١.١

+ : X×X −→ X توابع هرگاه گویند Rروی برداری یͷفضای Xرا ناتهͬ مجموعه تعریف١.١.١.
کنند: صدق زیر شرایط در که طوری به باشند داشته وجود · : R×X −→ X و

∀x, y ∈ X; x+ y = y + x, x · y = y · x (١

∀x, y, z ∈ X; (x+ y) + z = x+ (y + z) (٢

∃۰ ∈ X, ∀x ∈ X; x+ ۰ = ۰+ x = x (٣

∀x ∈ X ∃ − x ∈ X; x+ (−x) = ۰ (۴

∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ R; λ · (x+ y) = λ · x+ λ · y (۵

∀x ∈ X, ∀λ, µ ∈ R; (λ+ µ) · x = λ · x+ µ · x (۶

∀x ∈ X, ∀λ, µ ∈ R; (λµ) · x = λ(µ · x) (٧

∀x ∈ X; ۱ · x = x · ۱ = x (٨

سه در اگر نامند نرم ͷی را X برداری فضای بر شده تعریف ∥ · ∥ حقیقͬ تابع .٢.١.١ تعریف
نماید: صدق زیر خاصیت



٧ حقیقͬ آنالیز در پایه مفاهیم ١.١

∀x ∈ X; ∥x∥ ≥ ۰, ∥x∥ = ۰⇐⇒ x = ۰ (١

∀x ∈ X, α ∈ R; ∥αx∥ = |α| · ∥x∥ (٢

x, y ∈ X; ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (٣

مͬ�نامیم. مثلثͬ نامساوی را (٣) خاصیت

نرم�دار فضای ͷی فقط یا نرم�دار برداری فضای ͷی را ∥ · ∥ نرم به مجهز X برداری فضای
مͬ�نامیم.

است خطͬ تبدیل یا خطͬ عملͽر ͷی برداری فضای دو بین T : X −→ Y تابع .٣.١.١ تعریف
کنید توجه باشد. برقرار α, β ∈ R هر و x, y ∈ X هر ازای به T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y) اگر

مͬ�کند. صدق T (۰) = ۰ در ،T خطͬ عملͽر هر که

میدان ͷی به X × Y از نͽاشت ͷی ،X برداری فضای روی داخلͬ ضرب ͷی .۴.١.١ تعریف
اسͺالر ͷی x, y ∈ R بردارهای از جفت هر برای که طوری به است مختلط) یا (حقیقͬ K اسͺالر
اسͺالر و x, y, z بردارهای همه برای مͬ�نامیم. x, y داخلͬ ضرب را آن که دارد وجود K از ≺ x, y ≻

مͬ�باشد: برقرار زیر شرایط α

≺ x+ y, z ≻=≺ x, z ≻ + ≺ y, z ≻ (١

≺ x, y ≻=≺ y, x ≻ (٢

≺ αx, y ≻= α ≺ x, y ≻ (٣

.≺ x, x ≻≥ ۰, x = ۰⇐⇒≺ x, x ≻= ۰ (۴

Xمͬ�نامیم. داخلͬ ضرب فضای را آن روی بر تعریفشده داخلͬ یͷضرب Xبا برداری فضای
مͬ�کنیم. تعریف ∥x∥ =

√≺ x, x ≻ صورت به را نرم ͷی داخلͬ ضرب فضای این روی

هرگاه گویند متعامد y ∈ X عنصر به نسبت را X داخلͬ ضرب فضای از x عنصر .۵.١.١ تعریف
.≺ x, y ≻= ۰

هم به نسبت آن متمایز عضو دو هر که X داخلͬ ضرب فضای از مجموعه�ای زیر .۶.١.١ تعریف
گویند. M متعامد مجموعه را باشند متعامد

دارای آن عضو هر که است X در متعامد مجموعه�ای ،M ⊂ X یͺه متعامد مجموعه زیر ͷی
M در x, y هر برای دیͽر عبارت به باشد. ͷی نرم

≺ x, y ≻=

{ ۰ x ̸= y,
۱ x = y.



٨ مقدماتͬ مفاهیم .١

را X مجموعه�های زیر از S گردایه�ی باشد. ناتهͬ مجموعه�ی ͷی X کنید فرض .٧.١.١ تعریف
کند: صدق زیر خاصیت سه در اگر نامیم حلقه نیم

.∅ ∈ S یعنͬ باشد، S به متعلق تهͬ مجموعه (١

.A ∩B ∈ S آن�گاه ،A,B ∈ S هرگاه (٢

از اعضای از متناهͬ اجتماعͬ صورت به بتوان را آن�ها تفضل ،S از مجموعه دو هر ازای به (٣
S در C۱, C۲, ..., Cn چون مجموعه�هایͬ ،A,B ∈ S هر به�ازای یعنͬ نوشت. S جدای هم

.Ci ∩ Cj = ∅ , i ̸= j اگر و A−B =
∪n

i=۱Ci که باشند داشته وجود

ͷی را µ : S −→ [۰,∞] تابع باشد. X مجموعه�ی از حلقه�ای نیم S کنید فرض .٨.١.١ تعریف
باشد: بهره�مند زیر خواص از اگر نامیم S بر اندازه

µ(∅) = ۰ (١

آن�گاه باشد، ∪∞
n=۱An ∈ S با S از جدا هم از ای دنباله {An} هرگاه (٢

µ(

∞∪
n=۱

An) =

∞∑
n=۱

µ(An)

است.) σ-جمعͬ ،µ (یعنͬ باشد.

X مجموعه�های زیر از حلقه�ای نیم S ناتهͬ، مجموعه�ی ͷی X آن در که را (X,S, µ) سه�تایͬ
دارد. نام اندازه فضای ͷی است، S روی اندازه ͷی µ و

S = {[a, b ): a ≤ b, a, b ∈ R} حلقه�ی نیم بر که است اندازه�ای ، λ ١ لب اندازه .٩.١.١ تعریف
است. شده تعریف λ([a, b)) = b− a با

اگر نامیم µ-اندازه�پذیر) دقیق�تر، طور به (یا اندازه�پذیر را X از E مجموعه�ی زیر .١٠.١.١ تعریف

µ(A) = µ(A ∩ E) + µ(A ∩ Ec)

باشد. برقرار A ⊆ X هر ازای به

ͷی p نقطه�ی باشد. X از مجموعه�ای زیر E و باشد برداری فضای X کنید فرض .١١.١.١ تعریف
E هم�چنین .N ⊂ E که طوری به باشد N مانند p از ͬͽهمسای ͷی هرگاه است E درونͬ نقطه�ی

باشد. درونͬ�اش نقطه ͷی E نقطه�ی هر هرگاه است باز

مجموعه�ی زیر هر به�ازای f−۱(Ω) هرگاه باشد. تابع ͷی f : X −→ R فرضکنید تعریف١٢.١.١.
مͬ�نامیم. اندازه�پذیر تابع ͷی را f باشد، اندازه�پذیر R از Ω باز

١Lebesgue’s measune



٩ حقیقͬ آنالیز در پایه مفاهیم ١.١

f : [a, b] −→ Cلب اندازه�پذیر توابع تمام از متشͺل فضای ،۱ ≤ p <∞ هر برای تعریف١٣.١.١.
که

∥f∥p =
(∫ b

a
|f(t)|pdt

)۱
p

<∞

گوئیم. Lp[a, b] فضای را

صورت به و مͬ�دهیم نشان Hm نماد با را سوبولف فضای ،m ≥ ۰ هر برای .١۴.١.١ تعریف

Hm([a, b]) =

{
f ∈ L۲([a, b]) | d

nf

dtn
∈ L۲([a, b]), ۰ ≤ n ≤ m

}
مͬ�کنیم. تعریف

کند صدق w(x) ≥ ۰ در (a, b) بر و بوده انتͽرال�پذیر [a, b] بازه�ی بر که ،w تابع .١۵.١.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده وزن تابع ͷی باشد، w(x) ̸= ۰ ،(a, b) از بازه زیر هر بر ولͬ

باشند، شده تعریف [a, b] بازه�ی بر g و f مختلط یا حقیقͬ توابع کنید فرض .١۶.١.١ تعریف
صورت: به را L۲ در g و f توابع داخلͬ ضرب

≺ f, g ≻=

∫ b

a
f(x)g(x)dx

صورت: به L۲ در را w وزن تابع با g و f توابع وزن�دار داخلͬ ضرب هم�چنین مͬ�کنیم. تعریف

≺ f, g ≻=

∫ b

a
w(x)f(x)g(x)dx

.f = f داریم: f حقیقͬ تابع برای است. z مزدوج ،z نماد مͬ�کنیم. تعریف

مجموعه این آن�گاه باشد، L۲ توابع از (یͺه) نرمال متعامد مجموعه ͷی {xi} اگر .١٧.١.١ گزاره
است. مستقل�خطͬ متعامد،

مͬ�کنیم: ثابت باشد. L۲ توابع از یͺه متعامد مجموعه {x۱, x۲, ..., xn} کنید فرض برهان.
c۱x۱ + c۲x۲ + ...+ cnxn = ۰ =⇒ ∀i ci = ۰.

بازه�ی روی و کنیم ضرب xi در را رابطه طرفین اگر .c۱x۱ + c۲x۲ + ... + cnxn = ۰ کنید فرض
مͬ�آوریم: به�دست بͽیریم انتͽرال [a, b]

c۱

∫ b

a
xi(t)x۱(t)dt+ ...+ ci

∫ b

a
xi(t)xi(t)dt+ ...+ cn

∫ b

a
xi(t)xn(t)dt = ۰

پس ≺ xi, xi ≻= ۱ و i ̸= j برای ≺ xi, xj ≻= ۰ پس است یͺه متعامد xi مجموعه�ی چون
.∀i ci = ۰

باشد: برقرار زیر شرایط از ͬͺی فقط هرگاه است کامل {ϕi} یͺه متعامد مجموعه .١٨.١.١ تعریف



١٠ مقدماتͬ مفاهیم .١

داریم: L۲ در ψ تابع هر برای (١
ψ =

∑
i

≺ ψ, ϕi ≻ ϕi =
∑
i

aiϕi.

گویند. فوریه ضریب ≺ ψ, ϕi ≻ به

باشیم: داشته L۲ در ψ تابع هر برای (٢

∥ψ∥۲ =
∞∑
i=۰

| ≺ ψ, ϕi ≻ |۲.

است. ٢ پارسوال اتحاد فوق رابطه�ی

است. صفر تابع آن باشد صفر برابر تابع ͷی فوریه ضرایب اگر (٣

باشد. یͺه متعامد مجموعه {ψ, ϕ۱, ..., ϕk, ...} که طوری به ندارد وجود L۲ در ψی تابع (۴

ضربͬ حاصل نیم�حلقه�ی باشند. اندازه فضای دو (Y,Σ, ν) و (X,S, µ) فرضکنید تعریف١٩.١.١.
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به X × Y مجموعه�های زیر از S × Σ

S × Σ = {A×B : B ∈ Σ, A ∈ S}.

هر ازای به µ × ν(A × B) = µ(A) · ν(B) با را µ × ν : S × Σ −→ [۰,∞] مجموعه�ای تابع
S×Σ ضربͬ حاصل حلقه�ی نیم بر اندازه ͷی مجموعه�ای تابع این مͬ�کنیم. تعریف A×B ∈ S×Σ

است. ν و µ ضربͬ حاصل اندازه�ی نام به

این در باشد. ×µ-انتͽرال�پذیر ν تابع ͷی f : X × Y −→ R کنید فرض (فوبینͬ) .٢٠.١.١ قضیه
و موجودند مͺرر انتͽرال دو هر ∫صورت،

fd(µ× ν) =

∫ ∫
fdµdν =

∫ ∫
fdνdµ

است. برقرار

شود. رجوع [١] مرجع به برهان.

باشد. پیوسته [a, b]× [c, d] مستطیل بر f کنید فرض ( فوبینͬ قضیه دیͽر (صورت .٢١.١.١ قضیه
آن�گاه باشد، [c, d] بر h ∈ R و [a, b] بر g ∈ R ∫هرگاه b

a

∫ d

c
g(x)h(y)f(x, y)dydx =

∫ d

c

∫ b

a
g(x)h(y)f(x, y)dxdy

شود. رجوع [٢] مرجع به برهان.
٢Parseval’s identity



١١ واحد پله�ای تابع ٢.١

واحد پله�ای تابع ٢.١

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به ،H(t) ، ٣ ساید هوی یا واحد پله�ای تابع .١.٢.١ تعریف

H(t) =

{ ۰ t < ۰,
۱ t ≥ ۰.

نمود. بیان فرمول ͷی با واحد پله�ای توابع حسب بر توان مͬ را قطعه�ای پیوسته تابع هر

بͽیرید: نظر در است، شده تعریف زیر صورت به ۰ ≤ t <∞ بازه بر که را f(x) تابع .٢.٢.١ مثال

f(t) =


t ۰ ≤ t < ۱,
۲− t ۱ ≤ t < ۲,
۱ ۲ ≤ t.

نوشت: مͬ�توان
f(t) = [H(t)−H(t− ۱)]t+ [H(t− ۱)−H(t− ۲)](۲− t) +H(t− ۲)

مͬ�نویسیم: مͬ�کنیم، بررسͬ t ≥ ۰ برای را f(t) چون یا
f(t) = [۱−H(t− ۱)]t+ [H(t− ۱)−H(t− ۲)](۲− t) +H(t− ۲).

گاما�اویلر تابع ٣.١

n که مͬ�دهد اجازه و مͬ�باشد است، n! تعمیم که ،Γ(z) ۴ گاما-اویلر تابع نیاز مورد توابع از ͬͺی
بͽیرد. مختلط حتͬ یا و غیرصحیح مقادیر

انتͽرال توسط و مͬ�شود داده نشان Γ(z) نماد با گاما-اویلر تابع .١.٣.١ تعریف
Γ(z) =

∫ ∞

۰
e−ttz−۱dt

همͽراست. Re(z) > ۰ مختلط راست صفحه نیم در انتͽرال این مͬ�شود. تعریف

مͬ صدق Γ(z + ۱) = zΓ(z) تابعͬ معادله در که است گاما-اویلر تابع اصلͬ خواص از ͬͺی
داریم: جزبه�جز انتͽرال�گیری از استفاده با زیرا کند،

Γ(z + ۱) =
∫ ∞

۰
e−ttzdt

=
[
−e−ttz

]∞
۰ + z

∫ ∞

۰
e−ttz−۱dt

= zΓ(z).

٣Howisd
۴Euler-gamma



١٢ مقدماتͬ مفاهیم .١

لاپلاس تبدیلات ۴.١

رابطه با که s مختلط متغیر از F (s) تابع

F (s) = L{f(x); s} =

∫ ∞

۰
e−sxf(x) (١.١)

انتͽرال وجود برای لازم شرط مͬ�شود. نامیده f(x) تابع از ۵ لاپلاس تبدیل است شده تعریف
داشته x > X هر برای که طوری به باشد موجود X و M مثبت ثابت�های که است این (١.١)

باشیم:
e−αx|f(x)| ≤M.

تبدیل ͷکم با را f مͬ�توان صورت این در باشد F (s) برابر و موجود f(x) لاپلاس تبدیل اگر
یعنͬ: آورد به�دست معͺوس لاپلاس

f(x) = L−۱{F (s);x}.

،F۱ آن�ها، لاپلاس تبدیل که گونه�ای به [۰,∞) روی f۳ و f۲ ،f۱ توابع کنید فرض .١.۴.١ قضیه
صورت: این در باشد. مفروض است، موجود مناسب s۰ ∈ R با s ≥ s۰ هر برای F۳ و F۲

دلخواه حقیقͬ ثابت�های با f۳(x) = a۱f۱(x)+a۲f۲(x) اگر ( لاپلاس تبدیل (خاصیتخطͬ (١
آن�گاه: باشد a۲ و a۱

F۳(s) = a۱F۱(s) + a۲F۲(s).

است. بدیهͬ انتͽرال بودن خطͬ خاصیت به توجه با برهان.

یعنͬ: باشد f۲ و f۱ پیچش f۳ اگر ( پیچشͬ ضرب لاپلاس (تبدیل (٢
f۳(x) =

∫ x

۰
f۱(x− t)f۲(t)dt =

∫ x

۰
f۱(t)f۲(x− t)dt

آن�گاه
F۳(s) = F۱(s)F۲(s).

برهان.

F۳(s) =
∫ ∞

۰
e−sx

∫ x

۰
f۱(x− t)f۲(t)dtdx

=

∫ ∞

۰

∫ x

۰
e−sxf۱(x− t)f۲(t)dtdx

۵Laplace transform


