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١٣٩٣ بهمن ٢٩ (Wednesday) ویرایش: تاریخ آخرین
١۶:۵٢ زمان:
١ سایت وب

.....ඟࢁพ়
بنͽریمش. ژرفتر که شد فرصتͬ باز آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
و امید همواره که مͬ�کنم شͺر را تو خدایا بار وحدانیتش. بر دیͽر حجتͬ و او ستایش جزء نبود چیزی علم راه در تلاشمان

ده. قرار رحمتت اعتنای را تلاشمان خدایا بار بودی، یار و ͷکم حال هر در و بودی من دلͽرمͬ
قربان دکتر آقای جناب خود، فرزانه و فرهیخته راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات و آموزشها از مͬ�دانم خود وظیفه� ابتدا
در بنده راه�گشای و راهنما آموزگار، همواره زیاد، وقت صرف و فراوان صبر با که کنم، قدردانͬ و تشͺر صمیمانه ٢ خلیل�زاده
را نامه پایان این مشاوره� و مطالعه زحمت که سامع٣ دکترحجت�اله آقای جناب از است. بوده رساله این تͺمیل و تحصیل طول
گروه محترم اساتید از دارم. را امتنان کمال رواداشتند، تحصیل دوران در بنده به نسبت را خود ارزنده نͺته�های و فرمودند تقبل
به سامع۶ͬ اسماعیل دکتر فیض۵ͬ اسماعیل دکتر موسای۴ͬ، محمد دکتر آقایان نامه پایان این محترم داوران خصوصا ریاضͬ

دارم. را تشͺر کمال تحصیل طول در دلͽرمͬ و راهنمایͬ ارزنده، نͺات بیان خاطر

وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در
بهترین ایام، این در که وجودش، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزيزم همسر از مͬ�کنم تشͺر نیز و را مقدس�شان
پژوهشͬ و علمͬ تاریخچه از بزرگͬ قسمت که نͺرد یاد مهمͬ بسیار عنصر از نمͬ�توان موقعیتͬ چنین در بود. من پشتیبان

اینتــرنت است: آن در تفحص و جستجو مرهون متعدد پاسخهای ارائه و نامه پایان

ঙمدان-اୌانرमهزଽه�و৯دحاਆی�آبادی

١zafari@yahoo.com
٢khalilzadeh@yahooo.com
٣samee2000@yahoo.com

۴m.mosaii@yahoo.com
۵efeizi@basu.ac.ir
۶esameii@gmail.com

http://basu.ac.ir
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ب
مطالب فهرست

٨٠ نمایه



چͺیده

های پایه از اجتماعͬ به ،که است کرین فضای در ها قاب برای تعریف ͷی بیان نامه پایان این مادر هدف

با ،اما است هیلبرت فضای برای قاب ͷی، (H, [, ]) کرین فضای برای -قاب J ͷی. است کرین فضای از J-متعامد

ماکزیمال یͺنواخت معین J فضاهای زیر از زوج ͷی بوسیله که معنͬ این به مͬ�آید، بدست [, ] نامعین داخلͬ ضرب

مͬ�باشد،که H در بردار�ها برای نامعین شده سازماندهͬ فرمول ͷی شامل J-قاب ،هر مͬ�شود.همچنین حساب

مͬ�شود. بازسازی ساز متعامد J پایه�های بوسیله

یͺنواخت -معین J فضای کرین،قاب�ها،زیر فضای � کلیدی: واژگان

پ



پیشـͽفتار

کیسـتم.“ من که آه شد، معـلوم نه هیچ زیستم بسͬ ”گـرچه گفت: افتـاده کیسـتم.“سـاحل من که آه شد، معـلوم نه هیچ زیستم بسͬ ”گـرچه گفت: افتـاده سـاحل

نیستــم.“ نروم گـر مͬ�روم اگـر ”هستــم گفت: و خرامید تیز رفته�ای، خود ز نیستــم.“موج نروم گـر مͬ�روم اگـر ”هستــم گفت: و خرامید تیز رفته�ای، خود ز موج

لاهوری اقبال

در شده شناخته مفاهیم دادن تعمیم و بخشیدن وحدت ریاضیات، پیشبرد برای گــام مهمترین گفت بتوان شاید

شده حاصل مقدماتͬ مفاهیم در نهفته آسانِ بسیار ایده�های از ریاضیات در پیچیده بسیار تعاریف معمولا˟ است. آن

با و کرده کسب را اولیه علوم اینͺه دلیل به برجسته پژوهشͽران و محققان بنیان�گذاران، نام ذکر آنجاکه از است.

علمͬ مسائل جزئیات به اشاره برای مجموعه این در لذا است، ضروری داده�اند، قرار ما اختیار در را آنها زمان گذشت

تعیین معروف بسیار مطالب برخͬ برای اینͺه به توجه با شده�اند. عنوان متعددی منابع موضوع، پیرامون تاریخͬ و

موضوعات تا است آمده عمل به کافͬ اهتمام وجود؛ این با است، غیرممͺن تقریبا مرجع عنوان به خاص منبعͬ

دستیابͬ برای را خواننده تا گردند ارائه مناسب ماخذ و اینترنتͬ منزلͽاه ،ͬͺترونیͺال چاپͬ، منبع ذکر با شده اشاره

نماید. راهنمایͬ درستͬ به تͺمیلͬ اطلاعات به

ث



اول فصل

تحقیق بیشینه

هیلبرت۴ فضاهای برای را قاب٣ مفهوم مͬ�کردند، کار فوریه سری�های زمینه در که شیفر٢ و دافین١ ١٩۵٢ سال در

توسیع هیلبرت فضای ͷی برای قاب واقع در دادند. قرار برسͬ مورد را آن ویژگͬ�های از برخͬ و کردند معرفͬ

و است یͺه متعامد پایه ͷی از بیشتر خیلͬ قاب پذیری انعطاف ولͬ است هیلبرت فضای برای یͺه متعامد پایه�ی

را زیادی نقش ٨٠ دهه از قبل قاب�ها کرد. پیدا نیاز مورد اضافͬ شرایط با قاب ͷی مͬ�توان مواقع از بسیاری در

عنوان به را قاب�ها مقاله�ای، انتشار با مͬ�یِر٧ و گراسمان۶ دابیچز۵، ١٩٨۶ سال در اینͺه تا نمͬ�کردند ایفا آنالیز در

که است ریاضیدانان جدید یافته�های از موج�ͷها نظریه خود که کردند مطرح موج�ͷها نظریه�ی در مفید ابزار ͷی

خیره بسیار های پیشرفت اخیر سالهای در و دارد مهمͬ بسیار جایͽاه کاربردها در هم و ریاضͬ تحقیقات در هم

معرفͬ گرفت. قرار مطالعه مورد وسیعͬ سطح در قاب�ها نظریه مقاله، این انتشار از بعد است. داشته کننده�ای

و قاب�ها خواص تعمیم برای را راه کاتینیوک٩ و کاسازا٨ توسط قاب�ها از تعمیمͬ عنوان به زیرفضاها قاب�های

توسط است زیرفضاها قاب�های گیرنده�ی بر در که قاب�ها از جامع تعمیم همچنین کردند. باز جدید مفاهیم معرفͬ

ͬͺی، شوروی اهل یهودی ١١،ریاضͬ�دان کرین گریͽوویچ ١٩۶٩مارک سال در است. شده معرفͬ سان١٠ وینچنج

خاصͬ ویژگͬ دادن قرار کارمͬ�کرد،با تابعͬ آنالیز زمینه در که شوروی جماهیر اتحاد مدرسه از اصلͬ چهره�های از

کرد. نامͽذاری کرین فضای را آن نمودو معرفͬ را جدیدی فضای آن خواص بررسͬ و هیلبرت فضای برروی

رساند.واگنر١٣و چاپ به را کرین فضای در خطͬ عملͽرهای ١٩٧٩کتاب سال در ژاپنͬ مشهور ریاضیدان آندو١٢ تͬ

١Duffin
٢Schaeffer
٣Frame
۴Hilbert space
۵Daubechies
۶Grassmann
٧Meyer

٨Casazza
٩Kutyniok

١٠Vinchench sun
١١Mark Grigovich Krein
١٢T.Ando
١٣Wagner

١



٢ تحقیق بیشینه .١

فضای معرفͬ پایان�نامه این از ما هدف کردند. معرفͬ کرین فضای رابرای آن های ویژگͬ و قاب مفهوم گارسیا١۴

سوم فصل در و کرد خواهیم بیان را اولیه مفاهیم و تعاریف دوم فصل در فضاست. این در قاب�ها همچنین و ک˼رین

J-قاب�ها١۵، و کرین فضای چهارم فصل در مͬ�کنیم. معرفͬ را زیرفضاها بین زاویه و هیلبرت فضای در قاب�ها

. مͬ�کنیم معرفͬ را J-قاب�ها از شده مرکزی عملͽر پنجم فصل در و J-قاب�ها هندسه�ی و سازماندهͬ

١۴García ١۵J-frames



دوم فصل

مقدماتͬ مفاهیم

آنالیز از هایͬ نیاز پیش ١.٢

کنیم. مͬ بیان بعدی های فصل در استفاده جهت را اولیه مفاهیم و تعاریف بخش، این در

است، R به X از p نͽاشت ،X ١روی نیم�نرم ͷی باشد. R روی برداری یͷفضای X کنیم فرض .١.١.٢ تعریف

: باشیم داشته α ∈ R هر و x, y ∈ X هر برای که طوری به

p(x) ≥ ۰ ( الف

p(αx) =| α | p(x) ب

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ( پ

که: ای گونه به است X روی pنیم�نرم ،X روی نرم ͷی

x = ۰. گاه آن p(x) = ۰ اگر ( ت

گویند. دار نرم یͷفضای است، X روی نرم ͷی p و برداری فضای ͷی x آن در که را (X, p) زوج .٢.١.٢ تعریف

٢مͬ خطͬ عملͽر ͷی یا خطͬ نͽاشت ͷی را Y برداری فضای به X برداری فضای از T نͽاشت .٣.١.٢ تعریف

باشیم: داشته α اسͺالر و x۱, x۲ ∈ X هر برای که صورتͬ در نامند

T (αx۱ + x۲) = αT (x۱) + T (x۲).

دار کران را T باشد. خطͬ عملͽر ͷی T : X → Y و نرمدار خطͬ فضاهای Y و X کنید فرض .۴.١.٢ تعریف

.∥ T (x) ∥≤M ∥ x ∥ ،x ∈ X هر برای که باشد موجود M مانند ثابت عددی که صورتͬ در گویند
١seminorm ٢Linner operator

٣



۴ مقدماتͬ مفاهیم .٢

شود: مͬ تعریف زیر صورت به و داده نمایش ∥ T ∥ با را T نرم

∥ T ∥= sup{∥ T (x) ∥
∥ x ∥

:∥ x ∦= ۰} = sup
∥x∥≤۱

∥ T (x) ∥ .

نمایش L(X,Y ) نماد با را Y دار نرم فضای به X دار نرم فضای از خطͬ های نͽاشت مجموعه گذاری: نماد

صورت این در باشد، X = Y چنانچه گویند، Y به X از دار خطͬوکران نͽاشت را T ∈ L(X,Y ) دهیم. مͬ

کنیم. مͬ استفاده L(X) ،از L(X,X) بجای

باشد. دار نرم فضاهای Y و X کنید فرض .۵.١.٢ نͺته

است. برداری فضای ͷی وار، نقطه ضرب و جمع با ، L(X,Y ) ( الف

باشد. مͬ L(X,Y ) از فضایͬ زیر B(X,Y ) ( ب

ͷی باشد مͬ d : X ×X → R حقیقͬ تابع ͷی d و تهͬ غیر ای Xمجموعه آن در که ,X)را d) .۶.١.٢ تعریف

باشیم: داشته x, y, z ∈ X هر برای گاه هر متری٣ͷگویند فضای

,d(x؛ y) ≥ ۰ (الف)

,d(x؛ y) = ۰x = y (ب)

,d(x؛ y) = d(y, x) (ج)

,d(x؛ y) + d(y, z) ≥ d(x, z) (د)

: گاه هر کوش۴ͬگوئیم (X, d) ͷمتری فضای ͷی در را {xn} دنباله .٧.١.٢ تعریف

∀ε > ۰ : ∃n۰ ∈ N, ∀m,n ≥ n۰ ⇒ d(xm, xn) < ε

باشد. همͽرا آن در کوشͬ دنباله هر اگر کامل۵گویند را (X, d) ͷمتری فضای .٨.١.٢ تعریف

متر هرگاه گویند، باناخ فضای را X دار نرم فضای باشد، نرمدار فضای ͷی (X, ∥ . ∥) کنید فرض .٩.١.٢ تعریف

کند. تبدیل کامل ͷمتری فضای به را X آن، نرم از شده القا
٣Metric space
۴cushy

۵complate



۵ آنالیز از هایͬ نیاز پیش .١.٢

، X × Y از G = {(x, Tx) : x ∈ X} مجموعه زیر آنͽاه باشد تابع ͷی T : X → Y هرگاه .١٠.١.٢ تعریف

کراندار T اگر و است X × Y از فضای زیر G باشند، برداری فضاهای Y و X و خطͬ T .اگر دارد نام T گراف

است. X × Y بسته فضای زیر G آنͽاه باشد

هرگاه باشد. خطͬ عملͽر ͷی T و بوده باناخ فضای دو Y و X که کنید فرض : بسته)۶ (گراف .١١.١.٢ قضیه

است. کراندار عملͽر ͷی T آنͽاه X × Y از ای بسته فضای زیر G

باشد موجود ⟨, ⟩ : X ×X → Cتابع اگر ٧گویند داخلͬ ضرب فضای ͷی را X برداری فضای .١٢.١.٢ تعریف

x, y ∈ X هر ازای به به�طوریͺه

⟨x, x⟩ ≥ ۰ (الف)

⟨x, x⟩ = ۰⇔ x = ۰ (ب)

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (ج)

⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ x, y, z ∈ X ,αو β ∈ C هر ازای به (د)

⟨x, αy + βz⟩ = α⟨x, y⟩+ β⟨x, z⟩ x, y, z ∈ X ,αو β ∈ C هر ازای به (ه)

ͷی داخلͬ ضرب از شده القا نرم با H ،اگر گویند هیلبرت فضای را Hͬداخل ضرب فضای .١٣.١.٢ تعریف

باشد. باناخ فضای

داریم x, y ∈ H هر ازای به آنͽاه ∥x∥ = ⟨x, x⟩ ۱۲ اگر :٨ شوارتز کوشͬ نابرابری .١۴.١.٢ لم

|⟨x, y⟩⟩| ≤ ∥x∥∥y∥

صدق خواصزیر در اگر گوییم X یͷتوپولوژیبر را X مجموعه ، های مجموعه زیر از τ گردایه .١۵.١.٢ تعریف

؛ کند

؛ X ∈ τ و ∅ ∈ τ الف)

؛ V۱ ∩ V۲ ∩ V۳ ∩ ... ∩ Vn ∈ τ آنͽاه Vi ∈ τ ، i = ۱, ۲,۳, ..., n ازای به هرگاه ب)
۶closed Graph Theorem
٧Inner product

٨cushy-shoartz



۶ مقدماتͬ مفاهیم .٢

؛ ∪αVα ∈ τ آنͽاه باشد، τ اعضای از دلخواهͬ گردایه {Vα} هرگاه پ)

مͬ X در باز های مجموعه را τ اعضای و ͷتوپولوژی فضای را (X, τ) آنͽاه باشد X در توپولوژی ͷیτ هرگاه

نامند.

هرگاه است پایه ͷی B = {Bα : α ∈ I} صورت این در باشد X ̸= ∅ که کنید فرض .١۶.١.٢ تعریف

باشد. X روی توپولوژی ͷی τ = {
∪
α∈J

Bα : J ⊆ I} ∪ {∅}

برای هرگاه است پایه زیر ͷی L = {Oα : α ∈ I} باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی (X, τ) اگر .١٧.١.٢ تعریف

(L ⊆ B ⊆ τ) باشد. پایه ͷی B = {
∩
α∈J

Oα} ، J ⊆ I متناهͬ اندیس مجموعه

هرگاه باشد (X, τ) ͷتوپولوزی فضای در باز های مجموعه زیر از ای گردایه B که کنید فرض .١٨.١.٢ تعریف

τ برای پایه ͷی B آنͽاه . x ∈ B ⊆ V به�طوریͺه باشد Bای ∈ B ، V دلخواه و باز مجموعه ͷی در x هر برای

هرگاه گوییم τ برای یͷپایه را X تهͬ نا های مجموعه زیر از B گردایه دیͽر عبارت به . است

.
∪

B∈B
B = X (١

. x ∈ C ⊆ A ∩B به�طوریͺه باشد B به متعلق ی C ، x ∈ A ∩B و A,B ∈ B جفت هر زای به (٢

f ∈ X هر برای شود.اگر مͬ نامیده X برای شودر٩ پایه ͷی X باناخ فضای از {xi}i∈I دنباله .١٩.١.٢ تعریف

که: طوری به باشند موجود {ci(f)}i∈I بفرد منحصر اسͺالرهای

f =
∑
i∈I

ci(f)xi

نامند. مͬ {xi}i∈I پایه در f بسط را بالا رابطه اغلب که

: هرگاه گوئیم H هیلبرت فضای در یͺه متعامد پایه ͷی i∈I{ei}را خانواده .٢٠.١.٢ تعریف

⟨ei, ej⟩ =
{

۱ i = j
۰ i ̸= j

∥ei∥ = ۱، i ∈ I هر برای و

٩Shouder bisis



٧ آنالیز از هایͬ نیاز پیش .١.٢

یͺه متعامد یͷپایه اگر شود مͬ نامیده ریس١٠ پایه ͷی ،H هیلبرت فضای در {fi}i∈I ی دنباله .٢١.١.٢ تعریف

باشیم: iداشته ∈ I هر برای که طوری به باشد موجود T : H → H وکراندار خطͬ نͽاشت ͷی و H برای {ei}i∈I

Tei = fi

باشد داشته وجود اگر شود مͬ نامیده بسل ،خانواده H هیلبرت فضای ͷی در {ψj}j∈I خانواده .٢٢.١.٢ تعریف

.
∑

j∈I |⟨f, ψj⟩|۲ ≤ B∥f∥۲ : باشیم داشته f ∈ H هر ازای به به�طوریͺه B > ۰

دوخطͬ را ϕ : X ×Y → Z نͽاشت باشند. میدان روی دار نرم فضای Z و Y و X کنید فرض .٢٣.١.٢ تعریف

: هرگاه گوئیم

باشد. خطͬ X روی x 7→ ϕ(x, y) نͽاشت ،y ∈ Y هر برای ( الف

باشد. خطͬ Y روی y 7→ ϕ(x, y) نͽاشت ،x ∈ X هر ازای به ( ب

گوئیم. مͬ دوخطͬ فرم یا دوخطͬ ͷتابع ͷی را ϕ ، Z = C اگر

که باشد M > ۰ هرگاه گوئیم مͬ دار کران را ϕ : X × Y → Z خطͬ دو نͽاشت

∥ ϕ(x, y) ∥≤M ∥ x ∥∥ y ∥ (x ∈ X, y ∈ Y ).

شود: مͬ تعریف زیر دستور با ϕ نرم

∥ ϕ ∥= sup{∥ ϕ(x, y) ∥:∥ x ∥≤ ۱, ∥ y ∥≤ ۱}

دهیم. مͬ نمایش B(X,Y ;Z) نماد با را Z به X × Y از دار کران خطͬ دو های نͽاشت مجموعه

داشته nوجود مثبت صحیح عدد اگر گوئیم پوچسازمͬ عملͽر ͷی را T ∈ B(X) خطͬ عملͽر .٢۴.١.٢ تعریف

Tn = ۰ : باشدبه�طوریͺه

پیوسته و خطͬ های ͷتابع از شده تشͺیل مجموعه باشد. دار نرم خطͬ فضای ͷی A فرضکنیم .٢۵.١.٢ تعریف

دهیم. مͬ نشان A∗ با را آن و گویند A فضای ١١ دوگان را A روی

نرم با A∗ نمود. معرفͬ نیز باشد برداری ͷتوپولوژی فضای ͷی A که تر کلͬ حالت برای توان مͬ را دوگان

∥ Λ ∥= sup{| Λx |: x ∈ A , ∥ x ∥≤ ۱}
١٠Riss bisis ١١Dual



٨ مقدماتͬ مفاهیم .٢

ͷی که دهیم مͬ نشان A∗∗ نماد با را (A∗)∗ یا A∗ دوگان چنین هم .Λ ∈ A∗ آن در که است، باناخ فضای ͷی

است. باناخ فضای

تعریف زیر به�صورت و نامیم Tمͬ ١٢ عملͽرالحاقͬ را T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) .T ∈ B(X,Y ) اگر .٢۶.١.٢ تعریف

: مͬ�کنیم

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩

.

N(T ) = {x ∈ X : T (x) = ۰} از عبارتند ترتیب به R(T ) و N(T ) Tو ∈ B(X,Y ) کنیم فرض .٢٧.١.٢ نͺته

داریم: اینصورت .در R(T ) = {Tx : x ∈ X} و

N(T ∗) = R(T⊥) (الف)

N(T ) = R(T ∗⊥) (ب)

R(T ∗) = R(T ) (ج)

∥T ∗∥ = ∥T∥ (د)

(T ∗)−۱ = (T−۱)∗ (ت)

: اگر گوئیم ١٣مͬ متقارن را A : H → Hͬخط عملͽر .٢٨.١.٢ تعریف

مͬ�شود. تعریف A دامنه DA آن در که DA = H (الف)

(Af, g) = (f,Ag) باشیم: داشته f, g ∈ DA هر برای (ب)

اگر نامیم هاسدورف فضای ͷی K .٢٩.١.٢ تعریف

x۲ ∈ U۲و x۱ ∈ U۱هͺبه�طوری باشد داشته وجود U۱, U۲ های ͬͽهمسای .x۱ ̸= x۲ که x۱, x۲ ∈ K هر ازای به

.U۱ ∩ U۲ = ∅ به�طوریͺه
١٢Adjoint operator ١٣symmetric


