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چکیده

این در است. برخوردار آماري مباحث در اي ویژه اهمیت از آنها همراه هاي متغیر و ترتیبی هاي آماره توزیع

مورد نرمال تصادفی نمونه یک در آنها همراه هاي متغیر و ترتیبی هاي آماره به مربوط هاي توزیع از برخی رساله

از خطی ترکیب یک توزیع ترتیبی، هاي آماره از خطی ترکیب یک توزیع این بر علاوه گیرد. می قرار بررسی

از خطی ترکیب یک و ترتیبی هاي آماره از خطی ترکیب یک توام توزیع ، ترتیبی هاي آماره همراه متغیرهاي

شده مرتب مشاهدات از خطی ترکیب یک با همراه متغیرهاي از خطی ترکیب یک توام توزیع و همراه متغیرهاي

خانواده به متعلق متغیرها، این همه توزیع که شود می داده نشان گیرند. می قرار مطالعه مورد نیز همراه متغیرهاي

است. نرمال چوله هاي توزیع

آورده بدست را میانجی متغیر چند یا یک حضور در متغیرها این توام توزیع و اي حاشیه و شرطی هاي توزیع

واریانسیکنمونه و میانگین استقلال شود. می انجام میانجی و همراه متغیرهاي اساس بر رگرسیونی یکمطالعه و

توزیع ترتیبی، هاي آماره و نرمال چوله هاي توزیع رابطه از استفاده با و اثبات ترتیبی، هاي آماره از استفاده با تصادفی

شود. می ساخته تکه دو نرمال چوله

است. شده ارائه ضمیمه در آنها دستورات و شده Rانجام افزار نرم از استفاده با ها نمودار رسم محاسباتو تمام

اند. مشخصشده (*) علامت با رساله این در جدید هاي اثبات



تشکر و تقدیر

وجود عمق از را مرتبه بلند خداوند ستایش. به نعمت و است نعمت به ستایش دهندة پیوند که راست ستایشخداي
نمود. مهیا برایم را مسیر این طی توانایی که گذارم سپاس

آنان ایشان. خیر دعاي به جز است نبوده دارم چه هر معتقدم که زیرا می�کنم بوسه غرق را مادرم و پدر نازنین وجود
نمودند. هموار برایم را راه خود عطوفت از سرشار دعاي با لحظات تمامی در که

بوده رساله اکمال و اتمام در حقیر گشاي راه و راهنما همواره که تاتا دکتر سرکارخانم فرزانه و فرهیخته استاد از
آورم. می عمل به شایسته تشکر و تقدیر است،

فرساي طاقت زحمات از تشکر یاراي مجال این در می�بود؟ سرانجامی چنین مهربان، همسري فداکاریهاي نبود اگر و
می�کنم. وجودش نثار را آرزوهایم بهترین پس نیست وي
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مقدمه 1

همراه متغیرهاي و ترتیبی هاي آماره 1.1

داده و متغیرها با آمار از مبحث این کند. می ایفا کاربردي و نظري آمار مباحث در مهمی نقش ترتیبی1 هاي آماره نظریه
آماره توزیع گیرد. می قرار توجه مورد بسیار ناپارامتري آمار و پارامتري آمار مباحث در و دارد کار و سر مرتبشده هاي
نیز ترتیبی هاي آماره از خطی ترکیب یک توزیع و استفاده اطمینان فواصل و فرضها آزمون از بسیاري در ترتیبی هاي

است. شده بررسی محققان از بسیاري توسط
بزرگترین و باشد F (x) تجمعی تابع با f(x) احتمال چگالی تابع از تصادفی نمونه یک X1, X2, ..., Xn اگر
برابر ترتیب به آنها احتمال چگالی تابع آنگاه دهیم، X1:nنمایش با را نمونه مقدار کوچکترین Xn:nو با را نمونه مقدار

با است
fXn:n(x) = nF n−1(x)f(x) x ∈ R

و
fX1:n(x) = n[1− F (x)]n−1f(x) x ∈ R.

است. زیر صورت Xr:nبه ترتیبی آماره امین r احتمال چگالی تابع کلی طور به

fXr:n(y) =

 n

r − 1, n− r, 1

F r−1(x)[1− F (x)]n−rf(x) x ∈ R.

از عبارتست sام و rام ترتیبی هاي آماره توام احتمال چگالی تابع ، x1 ≤ x2 براي

1Order Statistics
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fXr:n,Xs:n(x1, x2) =

 n

r − 1, s− t− 1, n− s, 1, 1

F r−1(x1)

×[F (x2)− F (x1)]
s−t−1[1− F (x2)]

n−sf(x1)f(x2).

است. زیر صورت ,X1:nبه X2:n, ..., Xn:n ترتیبی هاي هاي آماره توام احتمال چگالی تابع
fX1:n, X2:n,...,Xn:n(x1, x2, ..., xn) = n!

n∏
i=1

f(xi) x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn.

آمده در تحریر رشته به (2003) ناگاراجا و دیوید و (1992) بالاکریشنان و آرنولد جمله از زمینه این در زیاد کتابهاي
است.

هاي آماره همراه2 متغیر کند، می پیدا نمود زوجی هاي نمونه در که ترتیبی هاي آماره با مرتبط دیگري هاي آماره
مشاهدات و (X,Y ) توزیع از تصادفی نمونه یک (Xi, Yi) ، i = 1, 2, ..., n براي کنیم می فرض دارد. نام ترتیبی
متغیر را Xi:n ترتیبی آماره با متناظر Y متغیر باشند. X نمونه مشاهدات ترتیبی هاي آماره X1:n, X2:n, ..., Xn:n

.( 1973 (دیوید دهیم نمایشمی Y[i:n] نماد با را آن و همراهXi:nنامیده
هاي آماره احتمال چگالی تابع حسب بر را ترتیبی هاي آماره امین r همراه متغیر احتمال چگالی تابع (1981) دیوید

آورد. بدست زیر صورت به ترتیبی
fY[r:n]

(y) =
∫
f (y|x) fXr:n(x)dx,

متغیر و ترتیبی آماره امین r توام احتمال چگالی تابع Xاست. شرط به Y شرطی احتمال چگالی تابع f (y|x) آن، در که
آید. می بدست زیر صورت به آن با متناظر همراه

fXr:n,Y[r:n]
(x, y) = f(y|x)fXr:n(x).

2Concomitant Variable
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به ترتیب به همراه متغیر k توام احتمال چگالی تابع و همراه متغیرهاي sامین و rامین توام احتمال چگالی تابع ضمن در
.(2003 ناگاراجا و (دیوید شوند می ارائه زیر صورت

fY[r:n,]Y[s:n[
(y1, y2) =

∫ ∞

−∞

∫ x2

−∞
f (y1|x1) f (y2|x2) fXr:n,Xs:n(x1, x2)dx1dx2

و

fY[r1:n],Y[r1:n,]...,Y[rk:n]
(y1, y2..., yk) =

∫ ∞

−∞

∫ xk

−∞
...
∫ x2

−∞
fXr1:n,...,Xrk:n(x1, ..., xk)

×
k∏

j=1

f (yj|xj) dxj.

کنیم. می بیان را مثال دو زیر در است. انتخاب3 یکروند در ترتیبی، هاي آماره همراه متغیر نظریه از استفاده بیشترین
با واقع در باشد. وي دوم مرحله نمره Y و غربالگري آزمون یک اول مرحله در فرد یک امتیاز X کنید فرض -1
یک داشتن با دیگر عبارت به . نمود کسب افراد دوم مرحله نمرات از اطلاعاتی توان می اول مرحله نمرات کردن مرتب

کرد. پیشگویی را عضوي k مجموعه این نهایی نمرات بهترین توان می اولیه، نمرات بهترین از عضوي k مجموعه
در وي مصرفی اکسیژن میزان را Y متغیر و دویدن هنگام در ورزشکار یک قلب ضربان میزان را Xمتغیر اگر -2
میزان گیري اندازه ولی است گیري اندازه کوچکقابل نگار ضربان یکدستگاه با قلب ضربان گیري اندازه بگیریم، نظر
آنها، همراه متغیرهاي و ترتیبی هاي آماره بین رابطه داشتن با که اینجاست نیست. پذیر امکان راحتی به مصرفی اکسیژن

داد. پاسخ کند؟ می مصرف اکسیژن میزان چه قلب ضربان کمترین) (یا بیشترین با فردي اینکه سوال به توان می
درباره استنباط براي همراه، متغیرهاي از مجموعه بهترین آن در که است کرده پیشنهاد را تابعی (1982) ناگاراجا
زیر بهترین انتخاب براي Y متغیر مقادیر نبودن دسترس در دلیل به اوقات گاهی شود. می استفاده Y متغیر پارامترهاي

.(1984 دیوید و (یئو شود می Xاستفاده متغیر شده مرتب مقادیر از آن، مشاهدات از مجموعه
با (1958) کاسلی و بارتون گیرد. می قرار استفاده مورد نیز پارامترها استنباط در ترتیبی هاي آماره همراه متغیر نظریه

3Selection procedure
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بدست زیر صورت E(Yبه |x) = α+ βx رگرسیونی معادله در را β پارامتر برآوردگر متغیره، دو نرمال توزیع فرض
آوردند:

B =
Ȳ´
[k:n] − Ȳ[k:n]

X̄´
k:n − X̄k:n

آن در که
X̄´

k:n = 1
k

∑k
i=1Xn−i+1:n, X̄k:n = 1

k

∑k
i=1Xi:n,

Ȳ´
[k:n] =

1
k

∑k
i=1 Y[n−i+1:n], Ȳ[k:n] =

1
k

∑k
i=1 Y[i:n].

خواصآن و کرده پیشنهاد زیر صورت به را Y Xو متغیر دو بین همبستگی ضریب برآوردگر (1964) سوکیبایاشی
است: داده قرار بررسی مورد را

ρ̂ =
Ȳ´
[k:n] − Ȳ[k:n]

Ȳ´
k:n − Ȳk:n

.

است: مشخصکرده زیر صورت به را Y Xو متغیر دو بین کواریانس ناریب برآوردگر همچنین وي

σ̂xy =
(Xn:n −X1:n)(Y[n:n] − Y[1:n])

c2n

باشد. Wxمی = Xn:n −X1:n و c2n = E(W
2
x

σ2
x
) آن در که

اولین براي گیري نمونه گونه این است. 4 دار رتبه هاي مجموعه گیري نمونه نظریه در همراه متغیر دیگر مهم کاربرد
اجراي طریقه و شده پیشنهاد ترتیبی هاي آماره از استفاده با پارامترهايیکتوزیع جهتبرآورد (1952) مکنتایر توسط بار

است. زیر شرح به آن
σ2 واریانس و µ میانگین با نرمال توزیع یک از ،m حجم به یک هر را، تصادفی mنمونه اول، حلقه یا گام در

باشند: زیر صورت به ها نمونه این فرضکنیم گیریم. می

4Ranked Set Sampling
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مشاهدات نمونه

X11, X12, ..., X1m 1

X21, X22, ..., X2m 2
... ... ... ...

Xm1, Xm2, ..., Xmm. m

نمونه در ، (X(2)1) ترتیبی آماره دومین دوم، تصادفی نمونه در ، (X(1)1 ) مشاهده کوچکترین اول تصادفی نمونه در
مشاهده) (بزرگترین ترتیبی آماره امین m آخر، تصادفی نمونه در و ... ، ( X(3)1) ترتیبی آماره سومین سوم، تصادفی

: از عبارتست مجموعه این اساس بر میانگین برآوردگر کنیم. می یادداشت را (X(m)1)
X̄RSS, 1 =

1

m

m∑
i=1

X(i)1.

آید. می بدست زیر صورت به میانگین برآوردگر کنیم، تکرار بار r را شده یاد حلقه اگر
X̄RSS =

1

mr

r∑
j=1

m∑
i=1

X(i)j,

است. jام حلقه تکرار در iام ترتیبی X(i)jآماره آن در که
کرده استفاده ترتیبی هاي آماره همراه متغیرهاي از زوجی، هاي نمونه در ها پارامتر برآورد براي (1977) استوك

باشند: زیر صورت ,N2(µx،به µy, σ
2
x, σ

2
y, ρ) متغیره دو نرمال توزیع از mنمونه فرضکنید است.

(X11, Y11), (X12, Y12), ..., (X1m, Y1m)

(X21, Y21), (X22, Y22), ..., (X2m, Y2m)

...

(Xm1, Ym1), (Xm2, Ym2), ..., (Xmm, Ymm) .

: از عبارتست ترتیبی هاي آماره همراه متغیر اساس بر Y میانگین پارامتر برآوردگر
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ȲIRSS =
1

mr

r∑
j=1

m∑
i=1

Y[i]j

X(i)jاست. با متناظر همراه متغیر Y[i]j آن، در که
توزیع و است شده بررسی محققان از بسیاري توسط نیز آنها خواصتوزیعی و همراه متغیرهاي توزیع آوردن بدست
را آن همراه متغیر و غایی مقدار توام توزیع (1998) سوکیبایاشی است. آمده بدست آنها تقریبی توزیع یا متغیرها این
بررسی با (1994) هال و جوئل است. آورده بدست را توام توزیع این گشتاورهاي و نوشته انتگرالی رابطه یک برحسب
عدم خطاي درباره بحث براي را است هموار تابع یک h آن در n∑که

i=1 h(Yi:n − Y[i:n]) شکل به تابعی توزیع، این
سوکیبایاشی تحقیقات از الهام با نیز (2009) ناگاراجا و هی کرد. استفاده آنها همراه متغیرهاي و ترتیبی هاي آماره تطابق
ترتیبی هاي آماره همراه متغیر و همراه متغیر ترتیبی هاي آماره توام توزیع اند کرده سعی ،(1994) هال و جوئل و (1998)
(2005) اریلماز اند. مشخصکرده انتگرال حسبیکسري بر را (Yi:n, Y[j:n]) توام توزیع ویژه به و بدستآورند Xرا
است. بدستآورده را (Y[1:n], Y[n:n]) توام توزیع و کرده مطالعه را همراه متغیرهاي توزیع زوجی، تصادفی هاي نمونه در
k = 1, 2, ..., n براي را Vk,n = max(Y[n−k+1:n], ..., Y[n:n]) متغیرهاي تقریبی توزیع (1994) دیوید و ناگاراجا
X ترتیبی هاي آماره بیشترین به مربوط که را همراهی متغیرهاي k ماکزیمم متغیرها این واقع در اند. آورده بدست
براي را V ∗

k,n=max(Y[j:n], ..., Y[n−k:n]) و Vk,n توام توزیع (1995) ناگاراجا و جوشی گیرد. می نظر در دارند را
کارهاي بعضی اند. آورده بدست را max(Vk,n , V ∗

k,n ) و Vk,n توام توزیع همچنین و j = 1, 2, ..., n − k − 1

توماس و وینا و (2003 و 1998) ناگاراجا و دیوید (1984) باتاچاریا در توان می را همراه متغیرهاي توزیع زمینه در دیگر
کرد. مشاهده (2008)

شده انجام زیادي بسیار تحقیقات نیز همراه متغیرهاي از ترکیبخطی و ترتیبی هاي آماره از ترکیبخطی، نظریه در
است: داده قرار مطالعه مورد را همراه متغیرهاي از زیر خطی ترکیب دو ینگ(1981) است.

L1 =
1

n

n∑
i=1

J(
i

n
)Y[i:n]
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و
L2 =

1

n

n∑
i=1

J(
i

n
)η(Yi:n, Y[i:n])

تقریبی ترکیبهايخطیدارايتوزیع این استکه داده وينشان حقیقیاست. ηیکتابع و دوم درجه Jیکتابع آن در که
V ar(Y |X = x) و E(Y |X = x) براي سازگار و نااریب برآوردگرهاي عنوان به ترتیب به توانند می و اند نرمال

گیرند. قرار استفاده مورد
دیوید و ناگاراجا است. Fبدستآورده (x, y) دلخواه دومتغیره یکتوزیع در را Y[i:n] حدي توزیع (1994) دیوید
غایی همراه متغیرهاي که است داده نشان (1993) سورش اند. داده قرار بررسی مورد حدي را Vk,n حدي توزیع (1994)
اند. آورده بدست را همراه متغیر حدي توزیع (2009) ناگاراجا وانگو اخیرا مستقلند. هم از مجانبی صورت به مرکزي و
نرمال توزیع داراي (Z,X1, X2)

T تصادفی بردار آنکه فرض با (1995) ویانا و الکین ،Z میانجی متغیر یک براي
(2006) لی و ویانا اند. آورده بدست را (Z,X1:2, X2:2)

T کواریانس ماتریس ساختار است، پذیر جابجا متغیره سه
در که اند آورده بدست میانجی متغیر یک حضور در Y[n]را X(n)و تصادفی بردار دو کواریانس ماتریس ساختار نیز
بردار Y[n] = (Y[1:n], Y[2:n], ..., Y[n:n])

T و ترتیبی هاي آماره بردار X(n) = (X1:n, X1:n, ..., Xn:n)
T آن

میانجی متغیر و همراه متغیرهاي ترتیبی، هاي آماره بین را رگرسیونی رابطه چند همچنین آنها است. آن همراه متغیرهاي
بدست را (Z,X2:2)

T توام توزیع ،(1995) ویانا و الکین فرضیات گرفتن نظر در با ( 2008b) لوپرفیدو اند. بدستآورده
متغیر و ترتیبی هاي آماره از خطی ترکیب دو توام توزیع ها فرض همین با نیز (2011) جمالیزاده و شیخی است. آورده

بردار این توام توزیع که اند داده نشان و آورده بدست را


a1X1:n + a2X2:n

b1X1:n + b2X2:n

Z

 تصادفی بردار توزیع یعنی میانجی

توزیع در را ترتیبی هاي آماره از یکترکیبخطی توزیع (1982) ناگاراجا است. نرمال چوله هاي توزیع خانوده به متعلق
آرلانو است. داده بسط بیضوي هاي توزیع به را (1982) ناگاراجا نتایج (2008a) لوپرفیدو و بدستآورده متغیره دو نرمال
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خطی ترکیب توزیع (2011) بالاکریشنان و جمالیزاده و ترتیبی هاي آماره از خطی ترکیب توزیع (2007) جنتون و والی
اند. آورده بدست بیضوي هاي توزیع براي را همراه متغیرهاي از

ترکیبهاي و ترتیبی هاي آماره خطی ترکیبهاي توام توزیع و آنها خطی ترکیب همراه، متغیرهاي توزیع رساله این در
مورد جامعه که فرضاین با گیرد. می قرار بررسی مورد زمینه این در دیگر هاي توزیع سایر و آنها همراه متغیرهاي خطی

آوریم. می بدست نرمال چوله هاي توزیع حسب بر را ها توزیع این است، متغیره چند نرمال نظر
شوند. مرتب مطلق قدر براساس ها داده تصادفی، نمونه یک در که دهد می رخ زمانی همراه، متغیر از دیگر حالتی
دهیم. تشکیل را (|Yi|, Yi), i = 1, 2, ..., n هاي زوج Y1, Y2, ..., Yn تصادفی نمونه براي کنید فرض اکنون
امین r را {|Y1|, |Y2|, ..., |Yn|} مجموعه در ام r ترتیبی آماره یعنی ام r ترتیبی آماره با متناظر Yi متغیر آنگاه
بصورت Y متغیر مشاهدات کنید فرض مثال عنوان به دهند. می نمایش Y[r] با و نامند می قدرمطلق ترتیبی آماره
قدرمطلق ترتیبی هاي آماره حال باشند. {4, 10, 3, 7, 5} بصورت آنها مطلق قدر نتیجه در و {−4,−10, 3, 7, 5}

Y1, Y2, ..., Yn تصادفی نمونه براي که است روشن است. {3,−4, 5, بصورت{10−,7

|Y[1]| ≤ |Y[2]| ≤ ... ≤ |Y[n]|.

مجموع (1975) نوزورو و اگورو است. شده انجام تحقیقاتی نیز مطلق قدر ترتیبی هاي آماره از ترکیبخطی زمینه در
نوزوروا اند. آورده بدست را آن حدي توزیع و داده نشان T =

∑n
i=1 aiY[i] صورت به را مطلق قدر ترتیبی هاي آماره

نوزورو و االله احسان کتاب از (5.1) بخش اند. آورده بدست را مطلق قدر ترتیبی هاي آماره توزیع (1999) نوزورو و
است. پرداخته موضوع این به جامع بطور (2001)

قدر ترتیبی هاي آماره توزیع و نرمال توزیع با آن رابطه متقارن، دوتکه نرمال چوله توزیع معرفی از پس رساله این در
آوریم. می بدست را مطلق
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نرمال چوله توزیع 2.1

ها آن توزیع که هایی داده توزیع مدل براي (1985) آزالینی را آن که کرد پیدا را خود جاي زمانی نرمال5 چوله توزیع
همکاران و اینگر و (1966) رابرت توسط نرمال چوله توزیع به مربوط مفاهیم نیز این از قبل برد. بکار نیست نرمال دقیقا

است. گرفته قرار بررسی مورد و معرفی (1984) همکاران و آندل و (1977)
( Y∼SN(µ, σ2, λ) نماد (با است λ و σ2 ،µپارامترهاي با نرمال چوله توزیع داراي Y تصادفی متغیر تعریف1:

باشد: زیر صورت به آن احتمال چگالی تابع اگر
fY (y) = 2φ

(
y; µ, σ2

)
Φ
(
λ
y − µ

σ

)
y ∈ R (1)

نرمال تجمعی توزیع تابع Φ(.) و σ2 واریانس و µ میانگین با نرمال احتمال چگالی تابع φ (.; µ, σ2) اینجا در
نرمال توزیع به نرمال چوله توزیع آنگاه ،λ = 0 اگر است. چولگی به مربوط λ پارامتر توزیع، این در باشد. می استاندارد
است. استاندارد نرمال چوله توزیع گویند می باشد σ = 1 و µ = 0 اگر آید. می تبدست σ2 واریانس و µ میانگین با
چوله توزیع آنگاه ،λ > 0 اگر و است استاندارد نرمال چوله توزیع داراي Z = Y−µ

σ
که دریافت توان می وضوح به

استاندارد نرمال چوله توزیع ،λ =∞ مقدار براي بود. خواهد چپ به چوله ،λ < 0 مقادیر براي و راست به چوله نرمال
شود. می منفی نرمال نیم توزیع به تبدیل ، λ = −∞ براي و مثبت نرمال نیم توزیع به تبدیل

5�Skew Normal
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استاندارد نرمال چوله توزیع احتمال چگالی تابع نمودار .1 شکل

رنگ پر منحنی دهد. می ارائه λمختلف مقادیر براي را استاندارد نرمال چوله توزیع احتمال چگالی تابع منحنی (1) شکل
مقادیر براي استاندارد نرمال چوله هاي توزیع نمایانگر ترتیب به ها منحنی سایر و استاندارد نرمال چگالی تابع دهنده نشان

باشند. می λ =∞ و λ = 10 ، λ = 1 ، λ = 0.5

گرفته قرار بررسی مورد خواصآن و شده معرفی (1996) دالاوالی و آزالینی توسط نیز 6 متغیره دو نرمال چوله توزیع
مطالعه و معرفی (2004) همکاران و گوپتا و (2004) چن و گوپتا جمله از محققان دیگر توسط توزیع این همچنین است.

است. شده
تابع اگر ( SN2(µ,Σ,λ) ) است متغیره دو نرمال چوله توزیع Yداراي = (Y1, Y2)

T تصادفی بردار :2 تعریف

باشد، زیر صورت به آن توام احتمال چگالی
fY(y) = 2φ2 (y;µ,Σ) Φ

(
λ1

y1 − µ1

σ1

+ λ2
y2 − µ2

σ2

)
y ∈ R2 (2)

6�Bivariate skew normal
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ماتریسکواریانسΣاست. و µ میانگین بردار با متغیره دو نرمال چگالی تابع φ2 (.;µ,Σ) آن در که
(3) شکل و است شده رسم N2(0, 0, 1, 1, 0.75) متغیره دو نرمال توزیع احتمال چگالی تابع رویه (2) شکل در

دهد. نمایشمی زیر پارامترهاي براي را متغیره دو نرمال چوله توزیع احتمال چگالی تابع رویه

µ =

 0

0

 , Σ =

 1 0.2

0.2 1

 ,λ =

 0.5

1



دومتغیره نرمال توزیع احتمال چگالی تابع رویه .2 شکل
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دومتغیره نرمال چوله توزیع احتمال چگالی تابع رویه .3 شکل

متغیره چند نرمال چوله توزیع زیادي محققان دارد، اي ویژه اهمیت نرمال چوله توزیع متغیره چند حالت که آنجا از
با (2004) همکاران و گوپتا اند. کرده ارائه متفاوتی نامهاي توزیع این براي و نموده بررسی را آن خواص و معرفی را 7

ترکیب که اند اثباتکرده 8 بسته ساختار متغیره چند نرمال چوله توزیع نام به متغیره چند نرمال چوله توزیع از نوعی معرفی
توزیع که اند داده نشان همچنین استو متغیره چند نرمال چوله یکتوزیع نیز متغیره چند نرمال چوله هاي توزیع از خطی
(2005) جنتون و والی آرلانو بود. خواهد متغیره چند نرمال چوله نیز متغیره چند نرمال چوله توزیع به مربوط شرطی هاي

اند. کرده معرفی را 9 اساسی متغیره چند نرمال چوله توزیع نام به متغیره چند نرمال چوله توزیع از دیگري نوع
نام با کلی توزیع یک متغیره، چند نرمال چوله هاي توزیع تمام کردن تکساختار با (2006) آزالینی و والی آرلانو

7�Multvariate skew normal

8�Multvariate closed skew normal

9�Multvariate fundamental skew normal
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مولد تابع همچنین آنها اند. داده نشان SUN نماد با را آن و کرده معرفی 10 ساختار تک متغیره چند نرمال چوله توزیع
اند. آورده بدست توزیع این براي را شرطی احتمال چگالی توابع و اي حاشیه احتمال چگالی توابع گشتاور،

فرضکنید U

V

 ∼ Nm+d


 δ

ξ

 ,

 Γ ΛT

Λ Ω




.Λ ∈ Rm×d و باشند مثبت معین Ωماتریسهاي ∈ Rd×d و Γ ∈ Rm×m ، δ ∈ Rm ، ξ ∈Rd آن در که
نماد با و گویند می ساختار تک متغیره چند نرمال چوله توزیع داراي را Y بعدي d تصادفی بردار :3 تعریف

اگر شود می داده نمایش (Y ∼SUNd,m (ξ, δ,Ω, Γ, Λ)

Y∼V | U > 0. (3)

نوشت: زیر صورت به بتوان Yرا تصادفی متغیر توام احتمال چگالی تابع دیگر عبارت به

fY (y) = φd (y; ξ, Ω)
Φm

(
δ +ΛTΩ−1 (y − ξ) ; Γ−ΛTΩ−1Λ

)
Φm (δ; Γ)

y ∈ Rd (4)

و است Ω کواریانس ماتریس و ξ میانگین بردار با متغیره چند نرمال چگالی تابع φd(., ξ, Ω) آن در که
باشد. می ماتریسکواریانس و صفر میانگین بردار با mمتغیره استاندارد نرمال تجمعی توزیع تابع Φm(.; Σ)

نماد با و نامند می متغیره چند منفرد11 نرمال چوله را توزیع این نباشد، کامل رتبه Σماتریس که صورتی در
دهند. نمایشمی SSUNd,m(ξ, δ,Ω, Γ, Λ)

نرمال چوله یکمدل و نموده مطالعه بیزي آمار در را متغیره چند نرمال چوله توزیع کاربرد (2003) لوپرفیدو و لیزو
بردار زیر از بازه یک حسب بر انتخاب با متغیره چند نرمال چوله توزیع ساخت مفهوم اند. کرده ارائه 12 مراتبی سلسله

10�Multvariate unified skew normal

11�Singular unified skew normal

12�Hierarchical skew normal
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به بردار یک شرطی توزیع که اند داده نشان ها آن است. شده پیشنهاد (2006) همکاران و والی آرلانو توسط تصادفی
درجه هاي شکل است. متغیره چند نرمال چوله یکتوزیع نیز مشخصباشد یکبازه به متعلق دیگري بردار که این شرط
گوپتا وانگو توسط اخیرا و (2006) چن هوانگو ، (2001) همکاران و جنتون توسط متغیره چند نرمال چوله توزیع دوم

است. شده بررسی دو کاي توزیع با متغیره چند نرمال چوله توزیع رابطه و گرفته قرار بررسی مورد (2009)
کاربرد از مثالی متغیره، چند نرمال چوله توزیع آماري کاربردهاي از بعضی مطالعه ضمن (1999) کاپیتانیو و آزالینی
کرده استفاده ککران قضیه اثبات در توزیع این خواص از و نموده ارائه واقعی هاي داده در متغیره چند نرمال چوله توزیع
دسته نتیجه در و بررسیکرده پاسخی هايدو داده با را متغیره چند نرمال چوله توزیع بین رابطه (1999) همکاران و چن اند.
نرمال چوله هاي توزیع کاربرد و نظریه از کلی مطالبی (2004) جنتون اند. کرده ارائه نرمال چوله هاي توزیع از جدیدي
متغیره، چند نرمال چوله توزیع به راجع بیشتر اطلاعات کسب براي تواند می خواننده است. کرده ارائه متغیره چند یکو
مدلهاي باز اخیرا اما کند. مراجعه (2005) آزالینی مروري مقاله و (2004) همکاران و گوپتا و (2003) همکاران و گنزالز به
حالت سه (2006) آزالینی و والی آرلانو است. شده معرفی (2011) آزالینی توسط متغیره چند نرمال چوله توزیع جدید
rank(Γ) =m که گیریم می نظر در را حالتی رساله این در اند. گرفته نظر در منفرد نرمال چوله توزیع براي را ممکن

Y توزیع حالت این در که اند داده نشان (2006) آزالینی و والی آرلانو . rank(Σ∗) <m+d اما rank(Ω) =d و
آن: در که است متغیره چند نرمال چوله توزیع همان ،Y توزیع واقع در است. (4) توزیع همان تفاوت کمی با

Φm (a; Γ) = P (C0W ≤ a) =
∫
{ω: C0ω≤a} φd (ω; Ir) dω

توزیع Yداراي گوئیم می حالت این در کند. می C0Cصدق
T
0 = Γ−ΛTΩ−1Λ رابطه C0در ماتریس آن در که

(2011) جمالیزاده و شیخی به تواند می خواننده بیشتر، جزئیات بررسی و مطالعه براي است. متغیره چند منفرد نرمال چوله
کند. مراجعه (2006) آزالینی و والی آرلانو بخشضمیمه و
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