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من لم يشكر المخلوق لم يشكر الخالق

:تقدير و تشكر

دانم از مينامه بدون همكاري اساتيد محترم و دوستان گرامي انجام پذير نبود، لذا وظيفه خوديانابدون شك انجام اين پ

 عين قاي دكتر قبول كردند و جناب آ بنده رايان نامها رحيم زاده ثاني كه راهنمايي پ علي اكبرزحمات جناب آقاي دكتر

.نمايم سپاسگزاري و قدرداني ميام،نموده استفاده هاي ايشانتوصيه پاشا كه در طول اين دوره از اله

تشكر كرده و براي ايشان توفيق روز افزون را از ، نامه را انجام دادند پايان ايناز آقاي دكتر شهرام منصوري كه داوري

.درگاه باري  تعالي خواستارم

مرتضي رئيسي، حميد رضا طاهري زاده زارچ، احسان قاسمي، مرتضي : را مغتنم شمرده از دوستان خوبم آقايانفرصت 

.نمايم ميتشكر،اينجانب را ياري نموده اند كه در امور تدوين اين پايان نامه  ... وهيميابرامزه ح، آقابابايي جزي



چكيده

:كيدهچ

،)گشتاورها مي شناسيمc-كه به عنوان (هاي مرتبه بالا شبيه چولگي و كشيدگي محاسبه آماره

براي بر طرف كردن اين مشكلات در سال .  پرت تاثير پذيرندهايداده و نسبت به اندازه نمونه

 با بيان و شرح آنها، توزيع ما.دگشتاورها معرفي كرL-هايي تحت عنوان  آماره1 هاسكينگ 1990

اين كار معادل با .كنيمگشتاورها را تعيين ميL- تاي اول rماكزيمم آنتروپي به شرط معلوم بودن 

هاي آنتروپي ماكزيمم اين كلاس از توزيع. استrهاي مرتب از نمونه به اندازه محاسبه اميد آماره

هاي آنتروپي ماكزيمم به همچنين توزيع. باشدهاي يكنواخت، نمايي و لجستيك ميشامل توزيع

.آوريمهاي مرتب را به دست ميشرط مقادير اميد آماره

برآورد چگالي، تابع چگالي چندك، توزيع لجستيك، ناپارامتري: واژگان كليدي

١ J.R.Hosking
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پيش گفتار

:پيش گفتار

 گشتاورها و مزاياي آن در برآورد چگالي احتمال به روش L– هدف معرفي نامهپاياندر اين 

. ماكزيمم آنتروپي است

–Lنامه كه يكي از محورهاي اصلي آن اين پايان. بيان شدند1 گشتاورها اولين بار توسط هاسكينگ

:مقاله
J. R. M. Hosking, Distributions with maximum entropy subject to 
constraints on their L-moments or expected order statistics, 2007

.پردازد آنتروپي ميماكزيمم توزيع تعيين گشتاورها درL–است، به كاربرد 

 ماكزيمم آنتروپي و روششامل مقدماتي در مورد آنتروپي، نظريه اطلاع، نامهپايانفصل اول 

. مورد ارتباط آنتروپي و واريانس استهمچنين مختصري در

پايان  محور اصلي اين فصل و برآوردگر هاي آنها مي پردازيم، گشتاورها L–به معرفيفصل دوم 

 :نامه، مقاله زير

Hosking, J.R.M., L-moments: analysis and estimation of distributions 

using linear combinations of order statistics. J. Roy. Statist, 1990. 

L– گشتاورها بيان مي شود، بعلاوه برآورد c- نسبت به ، گشتاورها L–مزاياي در اين فصل. است

 ها نيز آورده شده استPWMSگشتاورها بوسيله 

 گشتاورها يا اميد L– به شرط آنتروپيفصل سوم كه اساس كار ماست، برآورد توزيع ماكزيمم

 ماكزيمم آنتروپي به شرط يك مجموعه قيود  كه، را اين فصل تابع چندكدر. استهاي مرتب آماره

هاي مرتب بكار  و اميد آماره گشتاورهاL–آوريم، اين جواب براي شرط روي  به دست مي،است

در پايان بعضي نكات .  ارائه مي كنيمنيز مثالي ناپارامتري در اين زمينه،هايي مثالضمن بيان. رودمي

.آوريممي، ه با نتيجه گيري بحث همراتكميلي،

1 J.R.Hosking
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2 مفاهيم مقدماتي: اولفصل 

:مقدمه1-1

توان آنرا با بي نظمي معادل دانست،  ميكه،بيان شد) 1948(آنتروپي نخستين بار توسط شانون 

يابد و بالعكس، كاهش نظم باعث افزايش آنتروپي هرچه نظم سيستمي بالا رود آنتروپي آن كاهش مي

.شودمي

دهد، به ضوع به ما ميميزان اطلاعي كه هر مو.  براي بيان كمي اطلاع، نظريه اطلاع مطرح شد

توان گفت مفهوم مي. شودوسيله نسبت تعداد سوالات لازم براي رسيدن به موضوع، اندازه گيري مي

دهد و گاهي اوقات تحت عنوان اندازه عدم آنتروپي شانون هسته اصلي نظريه اطلاع را تشكيل مي

س قرار داشته باشد، متوسط اگر موضوع مورد نظر ، در فضايي غير هم شان.رودقطعيت به كار مي

گوييم و با ) اطلاع شانون(تعداد سؤالهايي كه براي رسيدن به موضوع لازم است ، آنتروپي شانون 

H(X) يا H(f .دهيم نشان مي(

زيمم آنتروپي در اين فصل ضمن تعريف آنتروپي و ويژگي هاي آن ، مقدماتي در زمينه روش ماك

.  پردازيمدهيم، در پايان به رابطه آنتروپي و واريانس ميارائه مي

:آنتروپي شانون-1-1-1

:تعريف عمومي و كلي آنتروپي به صورت زير است

 تابع f و N=Ω يا R=Ωفضاي اندازه باشد به طوري كه ) µ,β,Ω( فرض كنيد :1-1تعريف 

] به Ωاندازه پذير از  )R ,+ = fdباشد، به طوري كه در آن�∞
Ω

µ =∫  نسبت fآنتروپي شانون . 1

:شود   به صورت زير تعريف ميµبه



3 مفاهيم مقدماتي: اولفصل 

H(f , ) f ln fd ,
Ω

µ = − µ∫

fكه در آن، اگر  = f ، مقدار � ln f اگر .  انتگرال پذير است flnf  و همچنين فرض كنيد=0

در حالتي كه . دهيم نشان ميH(X) را با X باشد، آنتروپي f داراي تابع چگالي احتمال Xتغير م

µ اندازه شمارا روي N={0،1،2,…}باشد، آنگاه :

)1-1        (
n n

i i i i
i i

H(f ,µ) H(X) p ln p ,     p ,     p ,
= =

= = − = ≥∑ ∑ �
1 1

1

:   اندازه لبگ باشد، داريمµو اگر 

Ω

H(f ,µ) f (x)ln f (x)dx= −∫

در نظر گرفته شده است، واحد آنتروپي را در اين ) عدد نپر (e پايه لگاريتم  1-1در تعريف  

.است بيت آنتروپي واحد باشد،2اگر پايه لگاريتم . نامندحالت نات مي

 به Xمتغير تصادفي وپي باشد، آنترp داراي توزيع برنولي با پارامتر Xفرض كنيد  . 1-1مثال 

:صورت زير است

( ) ( ) ( )( )x xx x

x

H X p p ln p p− −

=

= − − −∑
1

1 1

0

1 1

( ) ( )p ln p pln p= − − − −1 1

.
( )p

p
p

ln
p

−−
=

11
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 به صورت زير بدست H(X)گيريد  را در نظر بp با پارامتر X متغير تصادفي هندسي  .2-1مثال 

:آيدمي

( ) ( ) ( )( )x x

x
H X p p ln p p

∞

=

= − − −∑
0

1 1

( ) ( )( )x

x
p p ln p x ln p

∞

=

= − − + −∑
0

1
1 1

2

( ) ( ) ( )x x

x x
pln p p pln p x p

∞ ∞

= =

= − − − − −∑ ∑
0 0

1 1 1

( )pln p ln p
p
−

= − − −
1

1

( )
( )

p

p
p

ln
h pp .

p p

−−

= =

11

) در آنكه )h pپارامتر  با توجه به مثال قبل آنتروپي توزيع برنولي با pاست .

: ويژگي و مفاهيم آنتروپي شانون -2-1

nEاگر پيشامد جديد : 1توسعه)1 nP با احتمال 1+ + =1  را به تابع احتمال اضافه كنيم، آنتروپي �

به عبارت ديگر . كندتغيير نمي

)1991(كاور 

nPه به اين كه با توج:برهان  + =1 P وقتيplnp و � = گيريم، اين  است، صفر در نظر مي�

.شودويژگي اثبات مي

1 Expansibility

n nH(P ,...P ) H(P ,...P , )=1 1 �
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n) 11-(با توجه به فرمول : 1تقارن) 2 nH(P ,P ,...,P ) H(P ,P ,...,P )=1 2 2  ، به عبارت ديگر 1

.[32]باشد آنتروپي در رابطه با ترتيب پيشامدها پايا مي

nH(P : 2گيپيوست)3 ,P ,...,P )1 n(P تابعي پيوسته از2 ,P ,...,P )1 .[32]  است 2

nH(P ماكزيمم ∋Nnبراي هر  : 3ماكزيمم) 4 ,P ,...,P )1 آيد كه زماني به دست مي2

nP P ... P
n

= = = =1 2
1

[41] .باشدميlnn و مقدار آن برابر 

5 (H(p)قعر از  يك تابع مP[32] .باشدمي

6 (
n

n k
k

H(X ,X ,...,X ) H(X )
=

≤∑1 2
1

nXدهد كه و برابري  تنها هنگامي رخ مي ,...,X ,X2 1

[32] .از هم مستقل باشند

 به صورت σآنتروپي توزيع نرمال يك متغيره با انحراف استاندارد . 3-1مثال

H(X) ln e= π σ2به طور مشابه براي توزيع نرمال .  استn متغيره با ميانگين صفر و ماتريس 

)، آنتروپي به صورت Kكوواريانس  )nH(X) ln e K= π
1

2
2

. است

به طوري كه .  اعداد مثبت دلخواهي باشندq1،q2،...،mq و p1،p2،...،mp فرض كنيد .1-1لم 

m m

i i
i i

p q
= =

= =∑ ∑
1 1

: در اينصورت1

.
m m

i i i i
i i

p ln p p ln q
= =

− ≤ −∑ ∑
1 1

1 Symmetry
2 Continuity
3 Maximum
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)و تساوي برقرار است اگر و فقط اگر  )i , ,...,m= 1 2i ip q=. [32]

} فرض كنيم .1-1قضيه  }X nS x ,x ,...,x= 1  باشد و داشته باشيم Xگاه متغير تصادفي ، تكيه2

{ }nP p ,p ,...,p= 1 : در اينصورت2

) يعني ، كميتي نامنفي استXآنتروپي ) الف )H X ≥ �.

. در وضعيت قطعيت كامل باشدX صفر است اگر و تنها اگر Xآنتروپي ) ب

)) ج )H X ln n≤تساوي برقرار است، اگر و تنها اگر ، و Xداراي توزيع يكنواخت باشد  .

npني يع p ... p
n

= = = =1 2
1

. [41]

آنتروپي توام و شرطي متغير هاي تصادفي گسسته3-1-

.شود به صورت زير تعريف ميX و Y آنتروپي توأم دو متغير تصادفي گسسته .2-1تعريف 

( ) ( )( )H X,Y E ln P x, y= −

.( ) ( )
x y

 p x, y ln p x, y= −∑∑

)كه در آن  ) ( ) ( )P x, y P X x,Y y f x, y= = = X، تابع احتمال توأم دو متغير تصادفي =

. استYو 

. بين آنتروپي توأم و آنتروپي فردي رابطه زير برقرار است.2-1قضيه 

( ) ( ) ( )H X,Y H X H Y ,≤ +

[32] . مستقل باشندY و X است اگر و تنها اگر و تساوي برقرار

Y به شرط X آنتروپي شرطي .3-1تعريف  y=شود به صورت زير تعريف مي:
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( ) ( ) ( )
x

H X | Y y p x | y log p x | y ,= = −∑

)كه  ) ( ) ( )p x | y P X x | Y y f x | y= = = ) تابع احتمال شرطي = )X | Y y=است .

 عبارت است از ميانگين موزون توابع Y به شرط X آنتروپي شرطي .4-1تعريف 

( )H X | Y y=هاي  با وزن( )p yيعني ،:

( ) ( ) ( ) ( )
y x

H X | Y p y p x | y ln p x | y= −∑ ∑

( ) ( ) ( )
y x

p y p x | y ln p x | y= −∑∑

.( ) ( )
y x

p x, y ln p x | y= −∑∑

: بين آنتروپي فردي و آنتروپي شرطي رابطه زير برقرار است.3-1قضيه 

.( ) ( )H X | Y H X≤

[32] . مستقل باشندY و Xكه و تساوي زماني برقرار است

 به طور متوسط، با مشاهده متغير تصادفي Xبه عبارت ديگر ميزان عدم حتميت متغير تصادفي 

Yيابد كاهش مي.

 آنتروپي توام و شرطي متغيرهاي تصادفي پيوسته 4-1-

)، با تابع چگالي X متغير تصادفي پيوسته.5-1تعريف  )f xآنتروپي .  را در نظر بگيريدX

:عبارت است از

.( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )H X H f X E ln f X f x ln f x dx
+∞

−∞
= = − = −∫
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)اگر . 4-1مثال  )2X ~ N µ,σ .خواهيم داشت:

( ) ( )x µ
              f x exp

σπσ

 −
 = −
 
 

2

22

1
22

( ) ( )( )H X E ln f X= −

E(X µ)ln πσ ln πeσ
σ
−

= + =
2

2 2
22 2

2

.پس واحد آنتروپي بدست آمده نات خواهد بود.  گرفتيمeدر اين مثال پايه لگاريتم را 

: به صورتY و X آنتروپي توأم دو متغير تصادفي پيوسته .6-1تعريف 

.( ) ( ) ( )H X,Y f x, y ln f x, y dxdy
∞ ∞

−∞ −∞
= −∫ ∫

.شودتعريف مي

:مقايسه آنتروپي متغيرهاي تصادفي پيوسته و گسسته-1-4-1

..آنتروپي هر متغير گسسته موجود است ولي نست، آنتروپي يك توزيع پيوسته موجود الزاما) 1

 داراي تابع چگالي احتمال X فرض كنيد كه :5-1مثال 
(ln x)f (x)     ; x e

x

−

= ≥
2

در .  باشد

صورت انتگرال اين 
e

(ln x) (ln x)ln dx
x x

∞ − − 
− = ∞ 

 
∫

2 2

 وجود H(X) واگراست و لذا 

.ندارد
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زيرا تابع چگالي احتمال ممكن است . آنتروپي متغير تصادفي پيوسته ممكن است منفي باشد) 2

ولي ممكن .تواند منفي باشددر حاليكه آنتروپي متغيرهاي تصادفي گسسته نمي. بزرگتر از يك باشد

:ر باشداست صف

] داراي توزيع يكنواخت در فاصله X فرض كنيد .6-1مثال  ]0,aباشد در اينصورت :

.( )
a

0

1 1H X ln dx ln a
a a

= − =∫
)پس  )H Xپذيرد تمام مقادير حقيقي را مي.

 Y=h(x)اگر . هاي يك به يك لزوما پايا نيستندت تبديلآنتروپي متغيرهاي تصادفي پيوسته تح) 3

.يك تابع معكوس پذير باشد

 H(X)=H(Y)در حالت گسسته                                                •

ln))((در حالت پيوسته                       • ' xhE +H(X) =H(Y) 

[10]

لگ يك متغير تصادفي لگ) 0و1( با مقاديري در بازه Xفرض كنيد متغير تصادفي: 1-7مثال 

ln(ln(Xشود، اگر  ناميده ميσ و �µنرمال با پارامتر هاي   داراي توزيع  1−((

N(µ ,σ )�
:باشد در اين مورد آنتروپي به صورت2

:  آنگاه�µ=�است و اگر 

.
σ

H(X) ln( πeσ ) e= −
2

2 21
2

2

σµ
H(X) ln( πeσ ) µ e

+
= + −

�

�

2

2 21
2

2
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)ln برابر σو µ با توجه به اين كه آنتروپي توزيع لگ لگ نرمال با پارامتر هاي  πeσ ) µ+21
2

2 �

σ توزيع لگ لگ نرمال برابر است، در نتيجه تفاوت آنتروپي توزيع نرمال با /e
2 σ و هر چه باشدمي2

.شودبزرگتر شود، اين تفاوت بيشتر مي

:آنتروپي شانون در حالت چند متغيره-1-5

)اگر  )nX X ,...,X=  يك بردار تصادفي باشد، آنگاه آنتروپي شانون به صورت زير تعريف 1

،))2000 (2 و وجدا1داربلاي(شود يم

( ) ( ) ( )nR
H X f x Ln f x dx.= −∫

ndxكه در آن  dx ...dx= 1.

)باشد، به طوري كه nR دو بردار تصادفي در Y و Xفرض كنيد  : 2-1لم  )Y f X=و

f تبديلي مشتق پذير و يك به يك از nR به nRدر اين صورت.  است:

( ) ( ) ( ) ( )( )nR
H Y H X f x Ln J f x dx,= − ∫

)كه در آن  )f X تابع چگالي Xو 

( ) ( )i

j
i, j n

f y
J y det ,

y

−

≤ ≤

 ∂
 =
 ∂ 

1

1

fژاكوبين تبديل معكوس  )با نماد  (1− )i i
f f− −≡1 .[10]باشد مي ) 1

1 Darbellay
2 Vajda
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هاي متعلق به خانواده نمايي محاسبه آنتروپي با استفاده از فرمول موجود در لم براي چگالي

:باشند زير مياين چگالي ها به فرم. باشدساده تر مي) 1-2(

T(x)f (x) e
C( )

θ=
θ
1

،وnR به nR يك تبديل از T يك بردار از پارامترها، ∋nRθكه در آن 

)1-2                    (( ) ( )
n

.T x

R
C e dx.θθ = ∫

.)باشدميnR نشان دهنده ضرب داخلي در 0توجه شود كه . (باشدميثابت 

)، كه در آن تابع چگالي Xآنتروپي متغير تصادفي  : 3-1لم  )f X متعلق به خانواده نمايي 

:[10]شود است به صورت زير مشخص مي) 2-1 (رابطه

( ) ( ) ( )
( )

n

.T x

R
H X Ln C e dx.

C
θθ

= θ −
θ ∫

داربلاي و جدا (به عنوان مثال آنتروپي تعدادي از توزيع هاي چند متغيره در زير آمده است 

)2000.((

:باشدمي داراي تابع چگالي زير IV بعدي از نوع −nتوزيع پارتوي ) 1

)1-3(( )

( )

ji

n

n n
j ji i

i i i jji

xi xf x

− α+
− γγ

==

 
 − λ α + − − λ  = +      γ θ θ θ     

∑∏
11

1

1

1
1

iكه در آن  i i ix , , , , i ,...,n> λ α > γ > θ > =0 0 0  با قرار دادن IIIيك توزيع پارتوي از نوع . 1

α iγ با قرار دادن II، توزيع پارتوي نوع 1= = i,..., براي 1 n=  با قرار Iع  و توزيع پارتوي نو1

iγدادن  = i و 1 iλ θ= براي ,...,i n= هاي چگالي توأم هر زير مجموعه از مؤلفه. آيد بدست مي1
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در اين صورت آنتروپي آن به )). 1983 (1آرنولد (باشدمي) 3-1(يك بردار تصادفي پارتو، به شكل 

.باشدميفرم زير 

( ) ( )
n n

ii i

iH X Ln n Ln
i= =

 α + −  = − + α +   θ α + −  
∑ ∑

1 1

1 1
1

( ) ( )
n n

i i
i i

ln y n y .
= =

 
+ − Ψ −Ψ α −   

 
∑ ∑

1 1

1

براي يك بردار . آيد، آنتروپي با انتگرال گيري مستقيم بدست ميII نوع Xبراي بردار تصادفي پارتو 

)ابطه  ، آنتروپي با استفاده از رIV نوع Yتصادفي پارتو  ) i
i i i i i iY X / γ= θ − λ θ + λ براي 

i ,...,n=1به صورت2تابع داي گاما. آيد به دست مي :

( ) ( )z / z′Γ Γ( ) ( )z d ln z / dzΨ = Γ =  

.شودتعريف مي

.باشدمي بعدي داراي تابع چگالي زير −nتوزيع لجستيك ) 2

)1-4  (( )
( )n

n n
i j j j

i i jji

y yif y exp exp
− α+

==

  − λ − λ α + −
= − + −     θ θ θ     

∑∏
11

1
1

nكه در آن  براي 
i , y Rθ > i و 0∋ ,...,n=1 و α > تابع چگالي توام هر زيرمجموعه از مولفه . �

در اين )). 1972 (1 و كوتز3ونجانس (باشدمي) 4-1( به شكل Yهاي يك بردار تصادفي لجستيك 

:صورت آنتروپي آن به فرم

1 Arnold
2 Digamma
3 Johnson


