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 قدردانی

خداوند بزرگ را شاکرم که به من توانایی رسیدن به هدفم را عطا فرمود و مرا در رسیدن به هدفم 
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  رساله را تقبل فرمودند و همچنین از نقطه نظرهاي ناب و پیشنهادات ارزنده ایشان سپاسگزارم.

له نیز به خاطر داوري و از جناب آقاي دکتر اسماعیل انصاري و جناب آقاي دکتر عباس سه
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  فارسی چکیده
  گروه هاي توپولوژیکهاي کوهمولوژي و توسیع 

  نگارنده: سید سجاد گشتی
  

 ختی هاي پیوسته باشند. در ابتداو ریخت هاي آن  همری فشردهموضعاً ي آبلی رسته همه گروه ها lفرض کنید 

2دومین کوهمولوژي تحدید شده  ( , )k
GH AA بسته برش و گروه توسیع هاي با( , )k

GExt AA را وقتی که
G  ًو متر پذیر، تفکیک پذیر و فشردهموضعاA یک زیر گروه نرمال بسته درG ،تعریف می کنیم. سپس  باشد

 Aوفشرده  -G ،σاگررا معرفی کرده و ثابت می کنیم که lدنباله هاي دقیق کوتاه به طور فشرده تولید شده در

0باشد، آنگاه دنباله  Gزیر گروه نرمال بسته فشرده از 0iA Q Gπ→ → → طور ه بدنباله اي  lدر  →
را تعریف کرده و  lد  شده درمجموعه همه توسیع هاي به طور فشرده تولی همچنین .فشرده تولید شده است

  نشان می دهیم که تحت جمع بئر تشکیل یک گروه آبلی می دهد. 

، عمل کند Aبه طور ساده روي Gمدول دلخواه باشد، اگر -Gیک  Aیک گروه توپولوژیک و Gفرض کنید

)1آنگاه  , ) ( , )Hom G A H G A=. هرگاه  نشان می دهیم که در این رسالهG متر  یک گروه نیم فشرده و
)باشد آنگاه پذیر , )Hom G A  ثابت می کنیم اگرین است. همچن فشردهموضعاً یک گروهG  ًو فشردهموضعا 

)، و Gفشرده و بدون زیر گروه هاي کوچک باشد آنگاه با قرار دادن شرایطی روي , )Hom G A  یکG- 

  است. lدر انژکتیومدول 

مدول  - بسته، توسیع به طور فشرده تولید شده، برشکوهمولوژي تحدید شده، توسیع تحدید شده، : کلید واژه
  .سرهو ، دنباله دقیق کوتاه انژکتیو
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Abstract 
Cohomology and extensions of topological groups 
 
Author: Seyed  Sajjad Gashti 

 

Let l  be the category of all locally compact groups and continuous homomorphism 

as morphism. At first we define the second restricted cohomology 2 ( , )k
GH AA and 

the group of extensions with closed cross section ( , )k
GExt AA , whenever G  is a 

locally compact, seperable and metrizable group  and A any  closed normal subgroup 
of  G . Then we will introduce the compactly generated short exact sequence inl . 
We prove that if G  is a locally compact, σ - compact group and A  any compact 
closed subgroup of G , then the short exact sequence 0 0A Q G→ → → →  in l  is a 
compactly generated exact sequence. Also we define the set of all compactly 
generated extension in l  and prove that under the Baire sum it forms an abelian 
group. 

Let G  be a topological group and A an arbitrary G – module, if G acts simply on A , 
then 1( , ) ( , )Hom G A H G A= . In this thesis we show that the ( , )Hom G A  is a locally 
compact group,  whenever G  is a hemicompact group and A  metrizable group. Also 
we prove that if G  is locally compact and A   compact  without small subgroups,  
then, ( , )Hom G A  under some conditions on G and A , is an injective G –module in 
l . 

Keywords: restricted cohomology, restricted extension, closed cross section, 
compactly generated extension, injective G –module, proper short exact sequence. 
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  مقدمه
  :وجود دارد، دو نظریه کوهمولوژي Gگروه توپولوژیکیک گروه توپولوژیک باشد. به ازاي هر  Gفرض کنید

  به عنوان یک  فضاي توپولوژیک، Gنظریه کوهمولوژي)1(

مطرح  ]2[2و مک لین 1توسط ایلنبرگ که این نظریه .به عنوان یک گروه مجرد جبري Gنظریه کوهمولوژي)2(
  شده است.

وه آنگاه با نظریه کوهمولوژي روي گر گسسته باشد Gاگر Aروي Gکوهمولوژي گروه توپولوژیک در نظریه 
گروه  Aو  Gوقتیکوهمولوژي گروه هاي توپولوژیک را  ]3[ 3همچنین مور منطبق می شود. Aروي Gمجرد

  .مورد مطالعه قرار داده است ،مدول پیوسته است –Gیک Aموضعاً فشرده وهاي توپولوژیک 

گروه د. وي آن دسته از توسیع مچنین توسیع آنها را معرفی می کنکوهمولوژي گروه هاي توپولوژیک و ه ]4[4هو
گروه کوهمولوژيمی باشند و نیز ثابت می کند که دومین  برشهاي توپولوژیک را بررسی می کند که داراي 

2( , )H G A با گروه توسیع هايA توسطG  یکریخت است. برشداراي  

ک را تعریف کرده هاي توپولوژی کوهمولوژي و توسیع هاي گروه اول است. در بخشاین رساله شامل دو بخش 
   به عنوان مثال توسیع زیر را در نظر بگیرید: صدق می کنند. یابیم که در این تعاریفو گروه هایی را می 

exp 10 0i→ → → →Z R S  

 در اینجا این سئوال مطرحاین توسیع داراي برش نمی باشد.  تابع توان می باشد. expتابع شمول و iدر آن که

توسیع ها و گروه هاي بر این اساس  1؟ در فصل نیستند برشی هیچ  توسیع ها دارايمی شود که آیا این دسته از 
  کوهمولوژي جدیدي را معرفی می کنیم.

ید توسیع هاي به طور فشرده تولرا  توسیع هامورد بررسی قرار می دهیم که آن را  در ادامه توسیع هاي دیگري
. سپس گروه هاي توپولوژیکی می ورد مطالعه قرار می گیردشده می نامیم. این توسیع ها اول بار در این رساله م

یابیم که داراي توسیع هاي به طور فشرده تولید شده هستند، همچنین به آنها ساختار جبري خواهیم داد به طوري 

                                                             
١ S. Eilenberg 
٢ S. Maclane 
٣ C. C. Moore 
٤ S.T.Hu 
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) را با می دهد و آن گروه آبلی جمعی گروه تشکیل یک  تحت عمل بئر که , )cExt G A .سپس نشان می دهیم 
فقط داراي یک زیر گروه باز و  Gمدول به طور فشرده تولید شده و - Gیک Aخواهیم کرد که هرگاه ثابت
)باشد آنگاه  Hمانند فشرده , )cExt G A مریختی هاي پیوسته ازگروه ه درG بتويHیعنی ،

( , )Hom G H .این مطلب بدین دلیل داراي اهمیت است که می توان با بررسی خواص می نشیند
( , )Hom G H به خواص( , )cExt G A .یکی از نتایج  بخش اول این است که بررسی این در واقع  پی برد

  می کند. کمک زیر گروه ها به شناخت و تحلیل توسیع گروه هاي توپولوژیک

روه همریختی هاي عمل کند، آنگاه گA مدول -Gبه طور ساده روي Gگروه توپولوژیک اگرمی دانیم که 

)، یعنیAبتوي Gپیوسته از , )Hom G A 1اولین گروه کوهمولوژي برابر با( , )H G A  .فصل در می باشد
 و ،می کندعمل  Aمدول -G به طور ساده روي Gگروه توپولوژیک  فرض بر این است که این رساله، پنجم
موضعاً  G می دانیم که اگرهمچنین  خواهیم پرداخت.به ارتباط اولین گروه کوهمولوژي و توسیع ها  سپس

به طور فشرده تولید شده باشد وموضعاً فشرده و  Gرده و بدون زیر گروه کوچک یا اگرگروهی فش Aوفشرده 
A  باشد آنگاه  فشرده و بدون زیر گروه کوچکموضعاً گروهی( , )Hom G A  .بخش در موضعاً فشرده است

باشد آنگاه  متر پذیر Aنیم فشرده و Gکرد که اگر اول فصل پنجم ثابت خواهیم
1( , ) ( , )Hom G A H G A= .را در انژکتیوفصل پنجم مدول هاي  همچنین در موضعاً فشرده استl  تعریف

Gمی کنیم و نشان می دهیم که اگر  ∈l  وA آنگاه و بدون زیر گروه هاي کوچک باشد،  گروهی فشرده
( , )Hom G A درl  است اگر یکی از شرایط زیر برقرار باشد: انژکتیومدولی  

1(G گسسته وA بخش پذیر است،  

2(G ًتابی کراندار مانند اهمبند و شامل یک زیر گروه فشرده و نکلاK  باشد به طوري کهG
K  گسسته و

A ،همبند است 

3(G ناهمبند ولاًک A بخش پذیر است گسسته و، 

4(G ًناهمبند و کلا A I D=  ،استگسسته و بخش پذیر گروهی  Dو lدر انژکتیو Iکه ⊕

5(G ًناهمبند وکلا nA D σ= ⊕ ⊕T R کهD   استگسسته و بخش پذیر گروهی، 

6(G   همبند وnA σ= ⊕T R، )σTاست با بعد نامتناهی احتمالا چنبره( 



 

٣ 
 

7(mG
σ

= ⊕∑Z R وA ًاست ناهمبند کلا، 

8( mG M= ⊕R کهM یک زیر گروه باز فشرده اي است که داراي دوگان هم تابی است وA  همبند
 است،

9(G وA است و تفکیک پذیرA  در مرکزG قرار دارد و[ , ]G G G= ، 

10(G وA تفکیک پذیر وA ري حقیقی با بعد متناهی ویک گروه برداG  داراي زیر گروه گسسته اي

Gباشد که Kمانند
K .فشرده است  

)سپس خواص دیگر  , )Hom G A گی از قبیل همبند بودن، به طور فشرده تولید شدن، بخش پذیري، نیم فشرد

)*و ... را بررسی می کنیم، همچنین خواصی از گروه مشخصه اش یعنی گروه  , )Hom G A  را از قبیل تصویري
هاي کوچک بودن و به طور  بودن، بدون تاب بودن، به طور توپولوژیکی بدون تاب بودن، بدون زیر گروه

می دهیم که با توجه به شرایطی یک همریختی پیوسته توپولوژیک کامل بودن را ثابت می کنیم. و در نهایت نشان 

)*از , )Hom G A بتوي( , )Hom G A .موجود است  

داراي یک  باشد، آنگاه لزوماَ  یک زیر گروه دلخواه از یک گروه توپولوژیک و می دانیم که اگر

خواهیم ساخت و سپس  ، پوششی براي از پوشش گروه ابتدا با استفاده 1متر  پایا نمی باشد. در پیوست 
باشد،  زیر گروهی نرمال بسته از گروهی توپولوژیک تفکیک پذیر و متر پذیر، نشان می دهیم که هرگاه

 .  وجود دارد  روي ي دوطرفهیک متر پایاآنگاه 

قانون حذف در فضاهاي یعنی است، یکی از مسائل قدیمی که در توپولوژي به آن پاسخ کاملی داده نشده  در ادامه
، چه  که و ،که به ازاي سه فضاي  را بررسی می کنیم. بدین معنی توپولوژیک

 2را حذف نمود؟ در پیوست  ؟ به عبارت دیگر، چه وقت می توان وقت می توان نتیجه گرفت که
یک همبند موضعی و فضایی توپولوژ و زیر مجموعه هایی از خط حقیقی و نشان می دهیم که اگر

  فشرده باشد، آنگاه قانون حذف برقرار است.

نحوه شماره گذاري تعریف و قضایا به ترتیب فصل، بخش و شماره از چپ به راست می باشد. براي مثال  تذکر:
  فصل اول. ، یعنی دومین تعریف بخش سوم از1.3.2تعریف 

GAGG
A

GG
A

GAG

G
A

ABHA H B H× ×;

A B;H

ABRH
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  نیازها 	پیش:  فصل اول
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	فضاهاي توپولوژیک .1.1

  ارائه می کنیم. ]1 [منبع ین بخش تعاریف اولیه را ازدر ا

) هر فضاي توپولوژیک عبارت است از یک زوج ):1.1.1تعریف( , )X τ که شامل یک مجموعهX  و یک
  کند:گونه اي که در شرایط زیر صدق  ، به Xياز زیر مجموعه ها τمجموعه

  .τمتعلق است به، τ لف) اجتماع اعضاي هر زیر گردایها

  .τمتعلق است به،   متناهی  ب) اشتراك اعضاي هر زیر گردایه

  .تعلق دارندτبه ∅و  Xج) مجموعه هاي

  ، مجموعه  باز گفته می شود.τبه هر عنصر مجموعه

)و  Xروي فضاي را توپولوژيτدر تعریف بالا، , )X τ  گوییم. به طور معمول، نماد فضاي توپولوژیک
  سخن خواهیم گفت.  Xتوپولوژي را حذف می کنیم و فقط از یک فضاي توپولوژیک

  فضاي توپولوژیک باشد. Xفرض کنید ):1.1.2تعریف(

Aالف) زیر مجموعه X⊂  ا بسته گوییم هرگاهر\X A  .باز باشد  

U ب) زیر مجموعه X⊂هرا یک همسایگی نقطx X∈   بازگوییم، هرگاه یک مجموعهV  موجود باشد به
xکه طوري V U∈ ⊂.  

)فرض کنید :)1.1.3تعریف( , )X τ فضاي توپولوژیک وA X⊂ ،مجموعه باشد   

: { : },A U A Uτ τ= ∩ ∈ 

, )و فضاي توپولوژیک  توپولوژي زیر فضایی را ) توپولوژیک را یک زیر فضاي ( ∣  , )X τ .می خوانند  

  ، تابعی است مانند Xدر مجموعه ریک مت ):1.1.4تعریف(

:d X X× → R  

  که داراي خواص زیر است:

)، Xاز  yو x)به ازاي هر1 , ) 0d x y xگر و فقط اگرتساوي زمانی برقرار است ا .≤ y= .  



 

۶ 
 

)، Xاز  yو xبه ازاي هر )٢ , ) ( , )d x y d y x=.  

  ، Xاز zو x ،yبه ازاي هر ثلثی)امساوي م(ن)3

( , ) ( , ) ( , ).d x y d y z d x z+ ≥  

 Xکه توپولوژي dمشخص همراه با متر Xمانند عبارت است از فضایی متر متر پذیرفضاي  ):1.1.5تعریف(
  ی کند.را تولید م

)فرض کنید ):1.1.6تذکر( , )X τ فضاي توپولوژیک وB A X⊂ باز است  Aدر B. زیر مجموعه باشد ⊃
  باشد. Xرباز د با یک مجموعه  Aاگر و فقط اگر اشتراك

f:نگاشت .فضاهاي توپولوژیک باشند Yو Xفضاي ):1.1.7تعریف( X Y→  را پیوسته گوییم هرگاه
  باز باشند.  Xر، د Yتصویر وارون مجموعه هاي باز در

f:ينگاشت یک به یک و پوشا .توپولوژیک باشند دو فضا  Yو Xفرض کنید ):1.1.8تعریف( X Y→  را

1fو fگوییم هرگاه  رفیسمومئومهیک    .دو پیوسته باشند هر  −

 آن را به صورت اجتماع دو زیر مجموعهیک فضاي توپولوژیک را همبند گوییم هرگاه نتوان  ):1.1.9تعریف(
  ناتهی باز و جدا از هم نوشت.

  باشد. Xرويیک رابطۀ هم ارزي  ~یک مجموعه و  Xفرض کنید ):1.1.10تذکر( 

∋ ، و رده هم ارزي یک عضو  ⁄~ مجموعه رده هاي هم ارزي را با   →  ، و نگاشت تصویر کانونی[ ]را با    )که ضابطه آن به صورت نمایش می دهیم  را با  ⁄~  ) : [ ]x xπ   می باشد.  =

  را چنین تعریف می کنیم: ~هم ارزي رابطه،  Xمفروض توپولوژیک در فضاي ):1.1.11تعریف(

باشد. رده هاي هم ارزي حاصل  yو xهرگاه زیر مجموعه همبندي وجود داشته باشد که شامل هر دوي  ~ 
   می نامند. Xهاي از آن را مولفه

را می پوشاند،  Xاست، یا Xپوشش یک Xفضاياز زیر مجموعه هاي  ℑگردایه  گوییم): 1.1.12تعریف(
باشند، آن را یک  Xزیر مجموعه هاي باز ℑ اگر اعضاي باشد. Xمساوي ℑ در صورتی که اجتماع اعضاي

  گویند. Xپوشش باز
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شامل یک زیر گردایه متناهی  ،ℑهر پوشش باز آن، مانند  را فشرده گوییم هرگاه Xفضاي ):1.1.13تعریف(
  را بپوشاند. Xباشد که آن نیز

یک فضاي توپولوژیک را فضاي هاسدورف گوییم هرگاه به ازاي هر دو نقطه متمایز آن،  ):1.1.14تعریف(
  هاي جدا از هم وجود داشته باشند. همسایگی

 Xفشرده موضعی گوییم در صورتی که زیر مجموعه فشرده اي از xرا درنقطه Xفضاي): 1.1.15تعریف(
   است. xموجود باشد که شامل یک همسایگی  Cمانند

  :]5[اند شرایط زیر معادل، در فضاي هاسدورف 1.1.15تعریف 

  داراي پایه اي است که شامل مجموعه هاي باز و فشرده می باشد.X الف)

x) به ازاي هرب X∈ و هر همسایگیxU مجموعه باز و فشرده ،V وجود دارد به طوري که
x V V U∈ ⊂ ⊂.  

اجتماعی شمارا از زیر مجموعه هاي  Xفشرده گوییم هرگاه -σرا X فضاي توپولوژیک ):1.1.16تعریف(
  فشرده باشد.

  .هستند فشرده -σيهافضا و دایره واحد  Rبراي مثال

زیر مجموعه چگال و شمارش پذیر را تفکیک پذیر گوییم هرگاه داراي  Xفضاي توپولوژیک ):1.1.17تعریف(
 باشد.

گوییم هرگاه اشتراك شمارایی از مجموعه  Gδرا Xاز فضاي توپولوژیک Aزیر مجموعه ):1.1.18تعریف(
  باشد. Xهاي باز در

باشد. یک مجموعه  Xهم ارزي روي یک رابطه  ~فضاي توپولوژیک و  Xفرض کنید  ):1.1.19تعریف(  ⊂ )1پولوژي خارج قسمت باز گوییم اگر و فقط اگر را در تو ⁄~  )Uπ   نامیده می شود. ~بر  Xخارج قسمت همراه با این توپولوژي فضاي ⁄~ 	 باز باشد. مجموعه  Xدر  −

  گروه هاي توپولوژیک .1.2
  .کنیم می ارائه ]6  [منبع از را اولیه تعاریف بخش این در
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، با این شرط که استفضاي توپولوژیک  در عین حال گروهی است که Gهر گروه توپولوژیک :)1.2.1(تعریف

Gنگاشت از  G× بهG که( , )x y را به.x y می نگارد، و نگاشت ازG بهG کهx  1را بهx می نگارد  −
را یک گروه توپولوژیک  یک فضاي توپولوژیک باشد، آنهمچنین  یک گروه و Gپیوسته باشند. در واقع هرگاه 

و را به عنوان عضو همانی گروه  eمعمولاً گروه و توپولوژي با هم سازگار باشند. هايمی نامند هرگاه ساختار
  نشان می دهیم. 0Gهمچنین مولفه عنصر همانی را با

1xنشان می دهیم و به جاي +عمل در گروه هاي آبلی را باقرارداد:    . −xمی نویسیم −

است به طوري که  xاز همسایگی ℘گردایه اي مانند Gدر x: سیستم کامل از همسایگی هاي)1.2.2تعریف(
باز باشد آنگاه سیستم حاصل را یک سیستم اساسی  ℘باشد. اگر هر عضو ℘شامل یک عضو از xهر همسایگی

  گویند. xهمسایگی هاي باز

  خواص سیستم کامل از همسایگی ها: ):1.2.3عریف(ت

  داراي خواص زیر است: eهر سیستم اساسی همسایگی هاي باز

U,الف) اگر V ∃W، آنگاه℘∋ Wبه طوري که ℘∋ U V⊆ ∩ .  

aب) اگر U∈ ∃V، آنگاه℘∋ }به طوري که ℘∋ ; }Va xa x V U= ∈ ⊆.  

Uج) اگر ∃V، آنگاه℘∋ 1به طوري که ℘∋ 1{ : , }V V xy x y V U− −= ∈ ⊆ .  

Uد) اگر ∈℘ ،x G∈ آنگاهV∃ 1به طوري که ℘∋ 1{ : }x Vx x yx y V U− −= ∈ ⊆ .  

Gاز  ی کهنگاشت Gهر گروه توپولوژیکاگر در  ):1.2.4تعریف( G× بهG و( , )x y را به.x y ارد، و می نگ

1xرا به  xکه Gبه Gنگاشت از   .گویندرا گروه لی  Gآنگاه گروه توپولوژیک باشند. مشتق پذیر  می نگارد  −

هاي  ها پیش گروه یکی از جدیدترین نظریه هاي آنالیز است، از مدت هاي توپولوژیک عمومی گروه نظریه
 گروه«هاي توپولوژیک با نام  وسیع گروه نظریه   5دوم قرن نوزدهم، لی را می شناختند، و در نیمهتوپولوژیک 
عمومی با  هاي توپولوژیک هاي لی می نامند. بررسی گروه را بنا نهاده بود، که امروزه آنها را گروه» هاي پیوسته
  .آغاز شد  1926در  6کار شریر

                                                             
٥ Lie 
٦ Schreier 
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مجموعه اعداد صحیح با توپولوژي القایی  Zمجموعه اعدادحقیقی جمعی با توپولوژي معمولی،  Rفرض کنید 

Rگروه خارج قسمتی Tو  Z باشد.  

  .هستند توپولوژیک گروه Tو Z ،R،C،گسسته توپولوژي با هرگروه ):1.2.5مثال(

GGf نگاشت آنگاه. باشند توپولوژیکی هگرو دو ′Gو G کنید فرض ):1.2.6(تعریف  کریختیی را:→′
 G توپولوژیک فضاي از رفیسمومئومه یک fباشد و همچنین گروهی کریختیی f هرگاه گوییم، توپولوژیکی

  .باشد ′Gتوپولوژیک فضاي به

 کنید فرض. است آبلی H که طوريه ب  باشند  توپولوژیک گروه دو H و G کنید فرض  ):1.2.7(تعریف
),( HGHom از پیوسته هاي همریختی تمام مجموعهG بهH  هر ازاي به. باشد gf  به متعلق ,
),( HGHom هر و  Gx∈، کنیم می تعریف:  

),()())(( xgxfxgf +=+  

),( آنگاه HGHom است روهگ کی فوق عمل با.  

)باشد، Hزیر مجموعه بازي از Uو Gزیر مجموعه فشرده اي از Kاگر  , )K U :را چنین تعریف می کنیم  

( , ) { : ( , ), ( ) },K U f f Hom G A f K U= ∈ ⊂  

)مجموعه هاي  , )K U  روي تشکیل زیر پایه اي براي یک توپولوژي),( HGHom  می دهند، که به 
),(،باز - با توپولوژي فشرده موسوم است که باز -فشرده توپولوژي HGHom آبلی توپولوژیک گروه کی 

  .]6[است

YXfتوابع تمام مجموعه  ،Yو X مجموعه دو به ازاي ):1.2.8(تذکر   .شود می داده نشان XYنماد با :→

)گروه صورت این در باشد، آبلی گروه یک Aاگر ):1.2.9(تعریف , ) AHom A ⊆T T  همه ازمتشکل 
 Aاگر. شود می داده نشان A*با و شود می نامیده Aمشخصه گروه ،T بتوي Aآبلی ازگروه ییها همریختی

A:** تابع صورت این در  باشد، آبلی گروه A Aη ))(()(که → aaA χχη  کی به کی همریختییک  =
  .]6[است آبلی هاي ازگروه

  ):1.2.8مثال(

        nT             nZ         R          T          Z   گروه  
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       nZ          nT         R         Z           T  گروه مشخصه  
  

  .است فشرده آبلی گروهی A* آنگاه  باشد، گسسته آبلی گروهی A اگر ):1.2.10(لم 

  .]6[ منبع اثبات: رجوع شود به

A:**بازتابی است اگر همریختی -A،Pگوییم گروه ):1.2.11تعریف( A Aη    یکریختی توپولوژیکی باشد. →

   ، ساختاري با داده هاي زیر است:  یک رسته :)1.2.12(تعریف

  الف) یک رده، که اعضاي آن را اشیاء گویند.

  به    از  ریخت هاي وجود دارد که آن را مجموعه  ( , )  یک مجموعه  و   ب) به ازاي هر دو شی ء 
→ : را به صورت  ریختگوییم. هر    می نویسیم.  

→ : هاي  ریخت و  و     	،ج) قانون ترکیب، یعنی براي هر سه شی ء  → : و    ترکیب      : →   ف شده باشد.تعری  

→ : دلخواه باشند. تابعگون  دو رسته  و   فرض کنید : )1.2.13(تعریف   تابعی است که:  

∋ الف) اگر  ( ) ، آنگاه    ∈  .  

→ :  ب) اگر ( ) :( ) ، آنگاه باشد  در    →   .باشد ریختیک   در  ( ) 

→  →  ج) اگر  ( ) ، آنگاه باشد  در     ( ) ⎯  ( ) ، و باشد   نیز متعلق به ( )  ⎯ ( )   (   ) = (   ) همورد و   اگر  ( )  ( )  =    .ورد باشدپاد هم  اگر  ( )  ( ) 

∋ د) به ازاي هر     ، (1 ) = 1 ( ).  

همریختی و ریخت هاي آن  موضعاً فشردهرسته اي است که اشیاء آن گروه هاي l در این رساله ):1.2.14تذکر(
به طور فشرده تولید شده و  و موضعاً فشرده گروه هاياست که اشیاء آن  اي رسته Ω هاي پیوسته هستند، و

  آن نیز همریختی پیوسته هستند. ریخت
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  روه کوهمولوژيگ .1.3
در تعریف گروه کوهمولوژي گروه هاي توپولوژیک دو دیدگاه وجود دارد که عبارتند از دیدگاه همگن و دیدگاه 

  غیر همگن، که هر کدام را به اختصار توضیح خواهیم داد.

از چپ عمل کند، یعنی  Aروي Gگروه هاي توپولوژیک دلخواهی باشند و Aو Gرض کنیدف :)1.3.1تعریف(
gبه ازاي هر G∈ وa A∈ عنصرga متعلق بهA باشد و همچنین  

) نگاشت الف) , )g a ga→درg وa .به طور هم زمان پیوسته باشد  

1 ب) 2 1 2( )g a a ga ga+ = +،  

1 ج) 2 1 2( ) ( )g g a g g a= ،  

1a د) a=.  

gاگر به ازاي هر G∈ وa A∈ داشته باشیمga a= آنگاه گوییمG رويA .به طور ساده عمل می کند  

  همگن: 

1 از چپ عمل کند. اگر Aروي Gو توپولوژیک دلخواهدو گروه  Gو Aفرض کنید

1

n

n

G G G+

+

= × ×K14243 ، به

0nازاي هر   ، نگاشت پیوسته≤

1: nF G A+ →  

gمی نامیم اگر به ازاي هر) بعد  –n )nبا بعد  Aروي Gرا هم زنجیر Fگیریم. نگاشترا در نظر می  G∈ 

1و
0( , , ) n

nx x G +∈K شرط زیر صدق کند: در  

0 0( , , ) ( , , ).n nF gx gx gF x x=K K  

تشکیل یک گروه آبلی جمعی می دهد که آن را با nبا بعد  Aروي Gمجموعه همه هم زنجیر هاي

( , )nC G A .نمایش می دهیم  

)به ازاي هر , )nF C G A∈2، نگاشت پیوسته: n
nF G Aδ +   را با ضابطه زیر تعریف می کنیم: →
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1

0 1 0 1
0

ˆ( , , ) ( 1) ( , , , , ).
n

i
n n i n

i
F x x F x x xδ

+

+ +
=

= −∑K K K  

  خواص زیر است: δعملگربه سادگی می توان نشان داد که 

1nیک هم زنجیر با بعدnFδ الف)   است، +

1 ب) 2 1 2( )n n nF F F Fδ δ δ+ = +،  

)1 ج) ) 0n nFδ δ+ =.  

  گوییم. Fرا هم مرز Fδرا  عملگر هم مرز و هم زنجیر δعملگر

0nFδباشد به طوري که دلخواه هم زنجیر –nیک  Fفرض کنید  هم دور  – nرا  Fدر این صورت ،=

)از زیر گروهی هم دور ها تشکیل –n گوییم. , )nC G A د که آن را با می دهن( , )nZ G A .نمایش می دهیم   

0nاگر >،n– 1هایی که به ازاي هم زنجیر( , )nF C G A−′∈ 1به صورتnF Fδ − هم  –nمی باشد را  =′

)مرز ها را باهم  –nمجموعه همه مرز می نامیم.  , )nB G A نشان می دهیم، که تشکیل زیر گروهی از

( , )nC G A .می دهند  

)1با توجه به این خاصیت که ) 0n nFδ δ+ )می توان نتیجه گرفت کهلذا ، = , )nB G A یر گروهی ازز

( , )nZ G A .می باشد  

  گروه خارج قسمتی 

( , )
( , )

n

n

Z G A
B G A

  

)گوییم. و آن را با  A روي Gامین گروه کوهمولوژي گروه  – nرا  , )nH G A می دهیم. نمایش  

  :غیر همگن

)غیر همگن زنجیر هايهم  – nد صحیح مثبت باشد. گروه یک عد nفرض کنید   , )nC G A% عبارت است از 

از  fمانند هاي پیوسته اي نگاشت
n

G G× ×K14243 بتويA  کهn –  نگاشت مرز آنهم  

1: ( , ) ( , )n n
n C G A C G Aδ +→% %  
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  زیر می باشد: با ضابطه

1 1 1 2 1

1 1 1
1

1
1

( , , ) . ( , , )

                          ( 1) ( , , , , )

                          ( 1) ( , , ),  

n n n
n

i
i i n

i
n

n

f x x x f x x

f x x x x

f x x

δ + +

+ +
=

+

=

+ −

+ −

∑

K K

K K

K

  

1 در آن که 1, , nx x G+ ∈K. به سادگی می توان نشان داد کهnδ  0هربه ازايn یک همریختی است و ≤

1 0n nδ δ+ =.  

0nاگر )0، هم زنجیر = , )f C G A∈ 1هم زنجیر fاست. هم مرز Gعنصري در %
0 ( , )f C G Aδ ∈ است  %

1xه ازاي هرکه ب G∈  :به صورت زیر تعریف می شود  

0 1 1( ) .f x x f fδ = −  

0nبه ازاي هر  ):1.3.2تذکر( هم زنجیر  – nو  Fهمگن  هم زنجیر هاي – n، یک تناظر یک به یک بین≤
  .تناظر در زیر بیان می شود که این وجود دارد fغیر همگن هاي

0nاگر   آنگاهباشد  <

1 1 1
0 0 0 1 1 2 1( , , ) ( , , , ),n p nF x x x f x x x x x x− − −

−=K K  

1 1 2 1 2( , , ) (1, , , , ).n nf x x F x x x x x=K K K  

0nاگر   باشد تناظر به صورت زیر است: =

0 0( )     ,       f=F(1).F x x f=  

)یک یکریختی پوشا بینبنابراین  , )nC G A و( , )nC G A% .وجود دارد  

1nاگر ):1.3.3تذکر( )1، هم زنجیر= , )f C G A∈ f:نگاشت پیوسته % G A→ و به صورت زیر است:  

1 1 2 1 2 1 2 1( , ) . ( ) ( ) ( ).f x x x f x f x x f xδ = − +  

1هم دور است اگر و فقط اگر  fبنابرا ین 2 1 2 1( ) . ( ) ( )f x x x f x f x= مجموعه چنین همریختی هایی را .  +

)1با , )Z G A% 1نمایش می دهیم. اگر( , )f B G A∈ gآنگاه به ازاي هر % G∈،( )f x xg g=   است. −



 

١۴ 
 

  گروه خارج قسمتی بدین ترتیب اولین 

1

1

( , )
( , )

Z G A
B G A

%
%  

)1گوییم. و آن را با  Aروي Gگروه کوهمولوژي گروهرا اولین  , )H G A .نمایش می دهیم  

)1به طور ساده عمل کند، آنگاه Aروي G اگر): 1.3.4تذکر( , )H G A برابر با گروه همریختی هاي پیوسته
( , )Hom G A .است  

  

	هاي توپولوژیک توسیع گروه .1.4

 پیوسته مدول - Gیک  Aگوییم. باشد آبلی Aو توپولوژیک گروه دو Aو Gفرض کنید: )1.4.1(تعریف

G:، یعنی تابع Aروي Gگروهعمل  مدول و –Gیک Aهرگاه است A Aλ ×  با ضابطه →
( , ) .g a g aλ   پیوسته باشد. =

  دنباله ):1.4.2تعریف(

0 0p qA E G→ → → →  

)Imگوییم اگر و فقط اگر کوتاه دقیقدنباله را lدر ) ( )p Ker q=  وp همریختی یک به یک وq  همریختی
   پوشا باشد.

G:همریختی ):1.4.3تعریف( Hφ )به Gبروي تصویرش باز باشد، یعنی ازرا سره گوییم هرگاه  → )Gφ 
         باز باشد. 

0دنباله ):1.4.4تعریف( 0p qA Q G→ → → را دقیق کوتاه سره گوییم هرگاه دقیق کوتاه  lدر →
  سره باشند.  qو pباشد و

   اهدقیق کوت ست از دنبالها عبارت  Gتوسط   Aتوسیع گروه توپولوژیک ):1.4.5تعریف(

0 0iA E Gπ→ → → →  

که آن را  پیوسته می باشدو همریختی باز  πو Eبتوي زیر گروه بسته اي از  Aرفیسمی ازومئومه iکه در آن
)با نماد  , )E π .نمایش می دهیم  


