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و از درگاه  خداوند بزرگ را سپاس می گویم که توفیق تحصیل علم را تا این مقطع به من عطا فرمود

  .متعالش توفیق تحصیل در مراحل بالاتر را خواستارم

در طول پژوهش مرا همراهی در اینجا باید از استاد گرانقدرم جناب آقای دکتر احمد خاکساری که 

  .نموده اند نهایت امتنان وقدردانی را بنمایم

  .توفیق روز افزون ایشان را از خداوند متعال خواستارم

 همچنین از شکیبایی و همراهی پدر و مادر عزیزم که در طول مدت تحصیل یاری گر من بودند

  .صمیمانه سپاسگزارم

   



 و 

 

  :چکیده
. گیریم ها را یکانی در نظر می جایی با عضو همانی و تمام مدول جابه را یک حلقه Rدراین پایان نامه 

آل سره  به عنوان مثال، یک ایده. کنیم های اولیه را بررسی می ها و مدول آل های گوناگونی از ایده تعمیم

I  ازR گوییم، اگر از  را اولیه ضعیف میIab∈≠0 داریمIa ها  آل هم چنین، ایده. ∋I(Radb(یا ∋

وزیرمدول های  های اولیه ضعیف آل های تقریباً اولیه را به عنوان تعمیمی جدید از ایده و زیر مدول

  .کنیم تعریف می اولیه ضعیف 

  

  :کلمات کلیدی
اولیه، زیر مدول  اولیه ضعیف، ایده آل تقریباً اولیه، زیر مدول تقریباً  آل اولیه ضعیف، زیر مدول ایده

φ−اول کلاسیک، زیر مدولφ−اولیه کلاسیک.  
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  :قدمهم
R هدف اصلی ما، . گیریم ها را یکانی در نظر می را یک حلقه جا به جایی با عضو همانی و تمام مدول

  .های اولیه است ها و مدول آل های گوناگون از ایده ی تعمیم مطالعه

ی  برای مطالعه.پردازیم های مقدماتی می برای این منظور، ابتدا در فصل اول به بیان تعاریف و قضیه

آل تقریباً  سپس در فصل دوم، تعاریفی از جمله ایده. رجوع کرد ] 8[و   ]4[ان به مراجع تو بیشتر می

دهیم که زیر  هایی نشان می و با مثال. کنیم تقریباً اولیه و زیر مدول تقریباً اولیه را بیان می n–اولیه و 

مناسبی برای مرجع ] 9[مرجع .مدول تقریباً اولیه، در حالت کلی، زیر مدول اولیه ضعیف نیست

  .باشد ی بیشتر این مطالب می مطالعه

اول کلاسیک را −φاولیه و −φاولیه و هم چنین زیر مدول−φاول و  −φدر فصل سوم، ایده آل

مورد را ) اولیه−φ(اول −φهای زیر مدول مختلف  اعنواهای شرطی بین  بعضی رابطه.کنیم تعریف می

  .رجوع کنید] 3[ی بیشتر به مرجع  برای مطالعه .بررسی قرار می دهیم
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  فصل اول

  تعاریف مقدماتی
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کنیم  هایی را بیان می ها و مثال هم چنین قضیه. پردازیم بخش، به بیان مفاهیم و تعاریف اولیه میدر این 

  .گیرند نامه مورد استفاده قرار می که در این پایان

  

  های اولیه  ها و مدول آل ایده  1- 1

  : 1-1-1تعریف 

 :نشان می دهیم و داریم  )J :I( را با Jبر Iحاصل تقسیم  ،باشند Rهای حلقه  آل ایده I , Jفرض کنید 

( ) { }IaJ:RaJ:I ⊆∈=.  

  

  :  2-1-1تعریف 

  . باشد Rآل  ایده Iو یک حلقه  Rفرض کنید 

Ir:Rrبه طوریکهوجود داشته باشد  ∋Nnعددی چون {مجموعه  n ∈∈ {=I  را رادیکالI 

  . نامیم می

  .است Rآل  ، یک ایده Iرادیکال

  

  : 1-1-1قضیه

JKIاگر . باشند Rآل  سه ایده I  ، J ،K یک حلقه و Rفرض کنید U=  باشد آنگاهI=K  یاI=J .  
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  : 2-1-1قضیه 

R و  ضربی یک را یک حلقه با عضو همانیI آل را ایدهR در اینصورت اگر. در نظر بگیریدI∈1 ،

  . I=Rآنگاه داریم 

  

  : 1- 1-1لم 

)فرض کنید  ) iRi 21 21حلقه جا به جایی یکدار باشند و ≥≥ RRR   :در اینصورت =×

)باشد آنگاه 1Rآل  ایده 1Iاگر - 1 ) ( ) 2121 RIRadRIRad ×=×.  

)باشد آنگاه  2Rایده آل  2Iاگر  - 2 ) ( )2121 IRadRIRRad ×=×.  

  

  :3-1-1قضیه

R  اگر . در نظر بگیریدرا یک حلقهI  وP  های  آل ایدهR  باشند کهPI   :آنگاه داریم. ⊇

( )






=

I
PRad

I
PRad 

  :4-1-1قضیه

R  1اگر . در نظر بگیریدرا یک حلقهP  2وP های  آل ایدهR باشند آنگاه داریم:  

 ( ) ( ) ( )221212
2
11 RPRPRPP ×−×=×−  
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  : 3-1-1تعریف

Rb,aبرای هر است اگر  Rآل اول  ایده Pگوییم  می. باشد Rآل سره از حلقه  ایده Pفرض کنید  از ∋

Pab∈ بتوان نتیجه گرفتPa∈ یاPb∈.  

  

  : 1-1-1مثال 

  .آل صفر در دامنه صحیح، اول است ایده

  

  : 4-1-1تعریف 

که ∋Qabاست هر گاه از  Rآل اولیه از  ، ایده Qگوییم  باشد  Rایده آل سره از حلقه  Qفرض کنید 

Rb,a   .∋Qbیا   ∋Qaنتیجه شود که ∋

  

  : 2-1-1مثال

  .هر ایده آل اول، اولیه است

  

 :  5-1-1قضیه 

21فرض کنید  RRR   :آنگاه .یکدار باشندجابه جایی حلقه  i= 1وRi ، 2هر در آن که   =×

21 آنگاهباشد  1Rایده آل اولیه از  1Pاگر )1 RP   .است Rآل اولیه از  ایده ×

21 آنگاهباشد   2Rآل اولیه از  ایده 2Pاگر ) 2 PR   .است Rآل اولیه از  ایده ×
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  :برهان

1(( )( ) ( ) 21 RPbd,acd,cb,a )گیریم به طوریکه  در نظر می =∋× ) ( ) Rd,c,b,a ، 1Pبنابراین چون ∋

)یا  ∋1Pa آل اولیه است داریم، یدها )1PRadc∈  و در نتیجه( ) 21 RPb,a یا  ∋×

( ) ( )2121 RPRadR)P(Radd,c 21و بنابراین  ∋×=× RP   .آل اولیه است ایده ×

  ).1(شبیه اثبات قسمت ) 2

  

  : 5-1-1تعریف 

است، همراه با یک  M، گروه آبلی جمعی Mمدول  R-منظور از  .باشدیکدار یک حلقه  Rفرض کنید 

MMR ضرب اسکالر →× ،( ) rmm,r My,xکه برای هر  → Rr,rو ∋   :داشته باشیم 21∋

1(                                                    ( ) yrxryxr 111 +=+  

2(                                                   ( ) xrxrxrr 2121 +=+  

3(                                                         ( ) ( )xrrxrr 2121 =  

4(                                                                    xx =1  

  

  : 6-1-1تعریف 

در . مدول باشد R–خود یک  Nگوییم هر گاه  Mرا زیرمدول  Mمدول  -Rاز  Nیک زیر مجموعه 

MNنویسیم  میاینصورت  ≤.  
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  : 7-1-1تعریف

)دانیم که  را داشته باشیم می Nو زیر مدولی مانند  Mمدول  R–اگر  )+,M آبلی است وN  زیر

گروهی از آن پس 
N
M های  متشکل از تمام کلاسNx }یعنی  + }MxNx

N
M

با عمل =+∋

( ) ( ) NyxNyNx )ضرب در اسکالر را به صورت  است آبلی گروه+++=++ ) NrxNxr +=+ 

با تعریف ضرب اسکالر،. کنیم تعریف می
N
M  به–R شود و آن را  مدول تبدیل می–R  مدول خارج

  .نامیم قسمتی می

  

  : 8-1-1تعریف 

را با  Mبر Kحاصل تقسیم  زیر مدول آن باشد در این صورت Kمدول و  R–یک  Mفرض کنید 

(K:M) نشان می دهیم وداریم:                                                  ( ) { }KrM:RrM:K ⊆∈= 

  .است Rآل  یک ایده (K:M)واضح است که 

  

  : 9-1-1تعریف 

 ∋Mm∈ ، Nrmو ∋Rrگویند اگر برای  را زیر مدول اول   Mمدول R-از ، Nزیر مدول سره  

NrMیا  ∋Nm دنتیجه ده ⊆ .  

  

  

  



٨ 

 

  : 10-1-1تعریف 

Raاگر برای  گویند اولیه را زیر مدول  Mمدول R-از  Qزیر مدول سره    ∋Mm∈ ، Qamو ∋

QMakیا  ∋Qm نتیجه دهد ⊆ )1≥ k .(  

  

  : 11-1-1تعریف

 ቄቅ ( ) ( )∪→φ MSMS:رایک تابع وS(M) های   ای از تمام زیر مدول را مجموعهM ،  R – 

گویند، اگر برای  اول  −φرا زیر مدول  Mمدول  R-از ،  Pزیر مدول سره .گیریم ، در نظر می مدول

Ra )از ∋Mxو ∋ )PPax φ−∈  بتوان نتیجه گرفت که( )M:Pa R∈  یاPx∈.  

  

  : 12-1-1تعریف 

Rb,aاگر برای  ،گویند اول کلاسیک میرا زیر مدول  Mمدول  R- از Pزیر مدول سره  و  ∋

Mm Pabmاز  ∋   .∋Pbmیا  ∋Pamداریم  ∋

  

  : 13-1-1تعریف 

Rb,aاگر برای ،گویند را زیر مدول اولیه کلاسیک می Mمدول −R از Qزیر مدول سره  و ∋

Mm∈  ازQabm Qbmداریم ∋ Qmaیا  ∋ k ∈ )1≥ k .(  
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  : 14-1-1تعریف 

  از  ∋Mmو  ∋Rrاگر برای ، گویند با اول را زیر مدول تقری  Mمدول  R-از، Nزیرمدول سره 

( )NM:NNrm mداریم ∋− א N   یا( )M:Nr∈.  
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  های اولیه ضعیف ها و زیر مدول آل ایده 2- 1

  :1-2-1تعریف 

Rb,aگویند اگر برای را اول ضعیف می Rاز  Pآل سره  ایده   .∋Pbیا ∋PaداریمPab∈≠0از  ∋

  

  : 1-2-1مثال

  .آل اول، اول ضعیف است ایده هر

  

  :  2-2-1مثال

  .آل صفر، همیشه اول ضعیف است ایده

  

  : 1-2-1قضیه

P آل سره حلقه  را ایدهR شرایط زیر معادلند در اینصورت .در نظر بگیرید.  

1-Pآل اول ضعیف است ، ایده.  

PRxبرای  - 2 −∈ ،                   ( ) ( )x:Px:P 0U=.  

PRxبرای - 3 −∈       ( ) ( )x:x:P )یا   =0 ) Px:P =.  

PABکه  Rاز  Bو Aهای  آل برای ایده- 4 PAداریم 0≠⊇ PBیا  ⊇ ⊆.  
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  : 2-2-1تعریف 

Rb,aگوییم اگر برای می ضعیف اولیه   را RازحلقهP سره آل  ایده  یا  ∋Paداریم  Pab∈≠0از  ∋

Pb∈.  

  

  : 3-2-1مثال

  .آل اولیه، اولیه ضعیف است ایدههر 

  

  : 2-2-1قضیه 

I  وP های سره  ل آ را ایدهR در نظر بگیرید به طوریکهPI   :در اینصورت ⊇

 آنگاهاولیه ضعیف باشد،  ایده آل Pاگر )1
I
P اولیه ضعیف است.  

و  Iاگر )2
I
P آنگاهدنیف باشعاولیه ض ، P اولیه ضعیف است.  

  

  :برهان

)گیریم  در نظر می)1 )( )
I
PIabIbIa Rb,aکه  0≠++=+∋ Iabاگر  .∋Pabو بنابراین ∋ ∈=0 

)آنگاه  )( ) 0=++ IbIa بنابراین .که تناقض استPab∈≠0 چون  وP اولیه ضعیف است پسPa∈ 

)یا  )PRadb∈ . بنابراین داریم
I
PIa یا  +∋

I
PIbm   .) m صحیح مقادیر برای بعضی(+∋
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Rb,aکه  Pab∈≠0گیریم  در نظر می) 2 )و بنابراین ∋ )( )
I
PIbIa باشد، آنگاه  ∋Iabاگر . ++∋

PIaداریم  )یا  ∋⊇ ) ( )PRadIRadb )، آنگاه ∌Iabحال اگر فرض کنیم که . ∋⊇ )
I
PIa یا +∋

I
PIbm Paو در نتیجه داریم ) mصحیحمقادیر برای بعضی(+∋ )یا ∋ )PRadb∈.  

  

  : 3-2-1تعریف 

Rs,rو ∋Mxگویند اگر برای  Mرا زیر مدول اول ضعیف از  M مدول R-از  Nزیر مدول سره  ∈ 

Nrsxاز  Nsxداریم  ∋   .∋Nrxیا ∋

  

  : 4-2-1تعریف

 ∋Rrو ∋Mmگویند اگر برای  Mرا زیر مدول اولیه ضعیف از  Mمدول  R-از  Nزیر مدول سره 

NMrیا  ∋Nmداریم Nrm∈≠0از  n   ).n طبیعی مقادیر برای بعضی(⊇
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  فصل  دوم

  های تقریباً اولیه ها و زیر مدول آل ایده
   


