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داد. قرار اندیشه�ها تراوش محل را مغز و ایمان مرکز را قلب و عواطف مرکز را دل که آن نام به

خوشه�چین تحصیل، منازل از دیگر منزلی در توانسته�ام تعالی و سبحانه حق حضرت یاري به که اینک

همیشگی لطف و تلاش پاس به می�دانم خویشوظیفه بر باشم معرفت و دانش درخت از جانبخش میوه�هایی

کنم. قدردانی آنان از گرانقدر، استادان

راهنمایی�هاي و بی�دریغ زحمات پاستمامی به بزرگوارم راهنماي استاد انوریه، محمد سید دکتر آقاي جناب از

ایرانمنش محمدعلی دکتر آقاي جناب گرامی استاد از همچنین دارم، را سپاس و تشکر کمال دلسوزانه�اشان

نصیبم فداکار پدري کرم روي از که شاکرم بسی را خداي می�کنم. تشکر بودند، اینجانب مشاور استاد که

راه در وجودش سایه از و گیرم برگ و شاخ آن ریشه از و بیاسایم وجودش بار پر درخت سایه در تا ساخته

بودنم، بر است دلیلی نامش و سرم بر است افتخاري تاج بودنش که پدري . نمایم تلاش ودانش علم کسب

زندگی وادي این در را رفتن راه و گرفته را دستم بوده، من هستی مایه پروردگار از پس وجود این که چرا

بسیار بوده�اند من پشتیبان و حامی همواره که عزیزم برادران از است. آموخته من به نشیب و فراز از پر

خواستارم. را سعادت و سلامتی عمر، طول آن�ها براي منان خداوند از و سپاسگزارم و ممنون





چکیده
بیان به ابتدا نامه پایان این در هستند. جبري ابرساختارهاي شاخه�هاي مهمترین از یکی ابرگروه�ها

بررسی مورد را دوتایی روابط و n-ابرگروه�ها بین ارتباط سپس و پرداخته n-تایی روابط و ابرگروه�ها ارتباط

که n-تایی روابط به وابسته n)-ابرگروه�وارهاي + ١) و داده تعمیم را فوق مطالب سپس می�دهیم. قرار

چنین که می�کنیم ثابت شرایطی دادن قرار با ادامه در می�کنیم. بیان را می�شود تعریف ناتهی مجموعه روي

الحاقی +n)-فضاي ١) یا +n)-ابرگروه یک(١ +n)-تایی، ١) Hv-گروه یک +n)-ابرگروه�وارهایی ١)

است.

و پرداخته C-ابرگروه�ها عنوان تحت خاص ابرگروه�هاي روي بحث به ،n = ٢ دادن قرار با ادامه در

همچنین، می�کنیم. معرفی می�شود، حاصل جزئی یا غیرجزئی ابرگروه�وار یک از که را R∗ ابرعملی رابطه

و R∗ پایه بر طبقه�بندي این که می�دهیم ارائه جزئی یا غیرجزئی ابرگروه�وارهاي تمام از بندي طبقه یک

می�باشد. H مجموعه روي دوتایی روابط به وابسته جزئی یا غیرجزئی C-ابرگروه�وارهاي

براي کافی و لازم شرط و کرده مطالعه را فازي رابطه به وابسته فازي ابرگروه�وار و فازي ابرعمل پایان در

رسته که می�دهیم نشان براین، علاوه می�کنیم. بیان را شود تبدیل فازي ابرگروه به فازي ابرگروه�وار این�که

صدق شده بندي رده زیرشیء اصل بجز توپوس شرایط تمامی در نرمال فازي ابرگروه�هاي از NFHG

می�کند.
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مقدمه و تاریخچه 1.0

ریاضیدانان کنگره هشتمین در مارتی1[24] توسط ،١٩٣۴ سال در بار اولین جبري ابرساختارهاي نظریه

معرفی گروه�ها تعمیم عنوان به را ابرگروه مفهوم بار، اولین براي مارتی کنگره این در شد. مطرح اسکاندیناوي

H×Hبه از ،◦ ابرعمل با Hهمراه ناتهی مجموعه یک از است عبارت مارتی نظریه�ي در ابرگروه یک کرد.

گام اولین این می�کند. صدق تکثیر و شرکت�پذیري قوانین در Hکه ناتهی مجموعه�هاي زیر همه�ي خانواده

فراوانی کاربردهاي جبري ابرساختارهاي نظریه است. بوده جبري ابرساختارهاي نظریه در ریاضیات تاریخ در

مجموعه�هاي نظریه ابرگراف�ها، و گراف�ها متناهی، گروه�هاي توپولوژي، هندسه، جمله: از مختلف علوم در

n-تایی گروه�هاي پیشدورنت2 سال هشتاد حدود بار اولین دارد[5]. احتمالات و دوتایی روابط نظریه فازي،

ابرگروه�ها گروه�ها، از تعمیمی عنوان به n-تایی ابرگروه�هاي کرد[17]. معرفی گروه��ها از تعمیمی عنوان به را

روابط تاکنون زمان آن از .[13] شد ارائه وجیوکلیس3 و دواز توسط ٢٠٠۶ سال در n-تایی گروه�هاي و

قرار مطالعه مورد دانشمندان بسیاري توسط و است بوده برقرار دوتایی روابط و ابرساختارها بین بسیاري
اسپرتالیس8 ،[2] چاولینا7 ،[6] لئورئانو6 و کرسینی ،[8] کرسینی5 ،[29] روزنبرگ4 جمله: از است گرفته

غیره. و [16] لوفارو10 و سالوو9 دي ،[32, 33, 34]

ابرعمل با نامه پایان این در .[2, 3, شوند[29 حاصل می�توانند مختلف روشهاي به بسیاري ابرعمل�هاي

حاصل زیر روش به که داریم سروکار دیگران و کرسینی توسط شده مطالعه و کرسینی[4] توسط شده معرفی

1Marty

2Dornte

3Vougiouklis

4Rosenberg

5Corsini

6Leoreano

7Chvalina

8Spartalis

9De Salvo

10Lo Faro
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:[4, 20, می�شود[21

∗R : H ×H −→ ℘(H) : (x, y) −→ x ∗ Ry = {z ∈ H|xRz, zRy}.

داده�اند[22]. قرار مطالعه مورد را دوتایی روابط به وابسته n-ابرگروه�هاي دواز، و لئورئانو-فوتئا11 اخیراً

مورد وابسته فضاي نظریه در کاربردشان خاطر به ، نووتنی13 و نواك12 توسط عمیق به�طور n-تایی روابط

مفهوم از مختلفی تعمیم�هاي سه�سلجا15، و یوسان14 همچنین، .[26, 27, است[28 گرفته قرار مطالعه

کرده�اند[36]. برقرار را روابطی آن�ها از برخی بین و داده�اند ارائه تعدي و تقارنی بازتابی، n-تایی روابط

پردازش براي مناسب ابزاري آنها چراکه می�شوند، استفاده داده پایگاه نظریه در n-تایی روابط �علاوه�براین،

می�باشند. داده�ها

ارائه کالیفرنیا برکلی دانشگاه کامپیوتر علوم پروفسور عسگرزاده توسط ١٩۶۵ سال در فازي منطق

در گوناگونی کاربردهاي و یافته زیادي تعمیق و گسترش تاکنون آن ارائه زمان از نظریه این شد[38].

کرد ارائه فازي گروه�هاي زمینه در را مقاله اولین روزنفلد16[31] بویژه، است. کرده پیدا مختلف زمینه�هاي

.[1, 12, کرده�اند[25 کار زمینه این در بسیاري محققین آن از پس و

تعاریف بیان به اول فصل در مقدمه و تاریخچه بیان از پس است. گردیده تنظیم فصل ۵ در رساله این

اثبات به و کرده بررسی را n-تائی روابط و ابرگروه�ها دوم فصل در می�پردازد. ابرگروه�ها مقدماتی مفاهیم و

بحث مورد را تائی دو روابط و n-ابرگروه�ها بین ارتباط همچنین می�پردازد، زمینه این در هایی لم و قضایا

n-ابرگروه�هاي عنوان با قبلی فصل�هاي در شده گفته مطالب از تعمیمی ٣ فصل در می�دهد. قرار بررسی و

تحت که می�کنیم بیان را شرایطی مثالها و تعاریف برخی ارائه با و کرده مطرح را n-تایی روابط به وابسته

یا n)-تایی + ١) گروه Hv n)-ابرگروه، + ١) به n-تایی روابط به وابسته n)-ابرگروه�وارهاي + ١) آن

عنوان تحت خاصی ابرگروه�هاي ،n = ٢ دادن قرار با 4 فصل در شود. تبدیل n)-الحاقی + ١) فضاي

11Fotea

12Novak

13Novotny

14Usan

15Seselja

16Rosenfeld
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5 فصل در می�شود. ارائه جزئی یا جزئی غیر C-ابرگروه�وارهاي از بندي طبقه یک و مطرح C-ابرگروه�ها

فازي ابرگروه�هاي از رسته یک که می�شود داده نشان نرمال فازي ابرگروه�هاي و فازي ابرگروه�هاي معرفی با

می�کند. صدق شده بندي رده شیئ زیر اصل جز به توپوس17 خواص تمامی در نرمال

17topos
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1 فصل

مقدماتی مفاهیم و تعاریف
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n-ابرگروه�ها 1.1
زیر تمام مجموعه������ي ℘∗(H) آن در که ،f : Hn −→ ℘∗(H) و ناتهی مجموعه�اي H کنید فرض

یکn-ابرگروه�وار (H, f) زوج Hو روي یکn-ابرعمل f اینصورت در Hمی�باشد. از ناتهی مجموعه�هاي

.[22] می�شود نامیده

آن�گاه باشند H از زیرمجموعه�هایی A١, A٢, . . . , An اگر

f(A١, A٢, . . . , An) = ∪ {f(a١, . . . , an)|ai ∈ Ai, i ∈ {١, ٢, . . . , n}}.

است. تهی مجموعه�اي aji ،j < i براي و می�دهیم نشان aji نماد با را ai, ai+١, . . . , aj دنباله ادامه در

یا غیرجزئی n-ابرگروه�وار را (H, f) آن�گاه باشد، برقرار f(an١ ) ̸= ∅ رابطه an١ ∈ H هر ازاي به اگر

می�نامند. جزئی n-ابرگروه�وار آن�را این�صورت غیر در و n-ابرگروه�وار

و i, j ∈ {١, ٢, . . . , n} هر ازاي به اگر می�شود نامیده ابرگروه n-نیم یک (H, f) جزئی n-ابرگروه�وار

،a٢n−١
١ ∈ H

f(ai−١
١ , f(an+i−١

i ), a٢n−١
n+i ) = f(aj−١

١ , f(an+j−١
j ), a٢n−١

n+j ).

،a١, . . . , ai−١, ai+١, . . . , an, b ∈ H و ١ ≤ i ≤ n هر ازاي به آن در که (H, f) n-ابرگروه�وار

می�شود. نامیده n-تایی ابرگروه شبه یک باشد، xi ∈ H جواب داراي b ∈ f(ai−١
١ , xi, a

n
i+١) معادله

باشد. نیز n-تایی ابرگروهی شبه که است n-تایی ابرگروهی نیم n-ابرگروه، یک

صورت به ضعیف شرکت�پذیري اصل در اگر می�شود نامیده n-تایی Hv-نیم�گروه یک (H, f) n-ابرگروه�وار

کند: صدق زیر
٢n−١∩
i=١

f(xi−١
١ , f(xn+i−١

i ), x٢n−١
n+i ) ̸= ∅,

.x١, x٢, . . . , x٢n−١ ∈ H هر ازاي به

که حالتی در می�شود. نامیده n-تایی Hv-گروه یک کند، صدق تکثیر اصل در که n-تایی گروه Hv-نیم

می�نامند. ابرگروه را n-ابرگروه یک باشد، n = ٢

ابرگروه�وار یک می�شود تعریف زیر صورت به که ◦ ابرعمل همراه به N طبیعی اعداد مجموعه .1.1.1 مثال
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است:

◦ : N× N → ℘∗(N) : n ◦m = {n,m, n+m,nm}

می�شود. نامیده کامل ابرگروه (H, ◦ ) آنگاه ،x ◦ y = H باشیم داشته x, y ∈ H هر براي اگر

آن�گاه: باشند، H از ناتهی زیرمجموعه�ي دو B و A اگر

A ◦B =
∪

a∈A,b∈B

a ◦ b.

می�گیریم: نظر در را زیر نمادهاي (a, b) ∈ H٢ زوج هر ازاي به

b \ a = {y|a ∈ b ◦ y} و a/b = {x|a ∈ x ◦ b}

آن�گاه باشند، H ناتهی زیرمجموعه�هاي B و A اگر

A/B =
∪
a∈A
b∈B

a/b.

براي کند: صدق زیر استلزام در هرگاه می�شود نامیده الحاقی فضاي یک (H, ◦ ) پذیر تعویض ابرگروه یک

،(a, b, c, d) ∈ H۴هر

a/b ∩ c/d ̸= ∅ =⇒ a ◦ d ∩ b ◦ c ̸= ∅.

C-ابرگروه�وارها 2.1
یعنی، است، ابرعمل یک همراه ناتهی مجموعه�اي ،(H, جزئی(∗ ابرگروه�وار

∗ : H ×H −→ ℘(H)

(x, y) 7→ x ∗ y.

داشته x, y ∈ H هر ازاي به هرگاه می�شود، نامیده شدنی تبهگون ابرگروه�وار یک (H, ∗) این، بر علاوه

باشیم داشته x, y ∈ H هر ازاي به هرگاه می�شود، نامیده کامل ابرگروه�وار یک و x ∗ y = ∅ باشیم

هر ازاي به هرگاه می�شود نامیده پذیر تعویض ضعیف به�طور ابرگروه�وار (H, ∗) همچنین .x ∗ y = H

x, y ∈ H

x ∗ y ∩ y ∗ x ̸= ∅.
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می�دهیم. نشان ℜH = {R|R ⊆ H ×H} با را H روي شده تعریف دوتایی روابط

ابرعمل Hهستند. روي شده تعریف جزئی یا غیرجزئی ابرگروه�وارهاي (H, ∗) و (H, • ) کنید فرض

وجود f ∈ Aut(H, ∗) مانند اتومورفیسمی اگر فقط و اگر می�شود، نامیده (∗) مساوي یا کوچکتر (•)

(H, ∗) که گوئیم این�صورت در .x • y ⊆ f(x ∗ y) ،x, y ∈ H هر ازاي به طوري�که به باشد داشته

جاي به باشد همانی تابع f که حالتی در .” • ≤ ∗” می�نویسیم و است (H, • ) شامل یا بردارنده در

بنابراین بود. خواهد x • y ⊆ x ∗ y ،x, y ∈ H هر ازاي به نتیجه در و x ∗ y می�دهیم قرار f(x ∗ y)

.H• ≤ H∗

یک ،H∗ = (H, ∗) جزئی یا جزئی غیر ابرگروه�وار هر ازاي به صورت این در .H ̸= ∅ کنید فرض

می�شود: تعریف زیر روش به R∗ ∈ ℜH مانند یکتا دوتایی رابطه�ي

.zR∗y و xR∗z اگر فقط و اگر z ∈ x ∗ y ̸= ∅ می�گیریم نظر در که x, y ∈ H ازاي به (١)

.R∗ = Ro = ∅ اگر فقط و اگر H ∗H = ∅ (٢)

بسیاري ابرعمل�هاي می�شود. داده نشان R∗ با و می�شود نامیده (H, ∗) از ابرعملی رابطه فوق دوتایی رابطه

ابرعمل این که داشت خواهیم کار سرو کرسینی عمل ابر با این�جا در می�شوند. حاصل مختلف روش�هاي با

می�شود: تعریف زیر روش به

∗R : H ×H −→ ℘(H) : (x, y) 7→ x ∗ Ry = {z ∈ H|xRz, zRy}.

جزئی ابرگروه�وار یک (H, ∗R) ساختار ابر نیست، ناتهی همواره شده گفته ساختار ابر که آن�جایی از

( جزئی C-ابرگروه�وار خلاصه، طور (به “R دوتایی رابطه به وابسته کرسینی جزئی گروه�وار ابر ” که است

می�شود. داده نشان HR با و می�شود نامیده

.R ◦R = H ◦H اگر فقط و اگر است C-ابرگروه�وار یک HR جزئی C-ابرگروه�وار که است واضح

فازي مجموعه�هاي 3.1
مجموعه�اي فازي، مجموعه واقع در می�باشد. عضویت درجه با همراه اشیا از اجتماعی فازي مجموعه یک

بررسی آن عضویت میزان شود، مطرح عنصر یک عضویت عدم یا عضویت اینکه جاي به آن در که است

X در نقطه�اي هر به که می�شود مشخص fA(x) عضویت تابع توسط X در A فازي مجموعه می�شود.
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در x عضویت درجه x در fA(x) مقدار که می�دهد نسبت ([٠, ١]) یک و صفر بازه در حقیقی عدد یک

می�شود[39]. نامیده A

باشد. صفر با متحد X روي آن عضویت تابع اگر فقط و اگر است تهی فازي مجموعه یک

،x ∈ X هر ازاي به اگر فقط و اگر می�شوند، Aنوشته = B بصورت و Bبرابرند فازيAو مجموعه دو

.fA(x) = fB(x)

می�شود: تعریف زیر بصورت و داده نشان A′ با A فازي مجموعه مکمل

fA′ = ١ − fA.

می�شوند، داده نشان fB(x) و fA(x) عضویت تابع با ترتیب به که B و A فازي مجموعه دو اجتماع

بصورت آن عضویت تابع و می�شود نوشته C = A ∪B صورت به که است C مانند فازي مجموعه�اي

fC(x) = Max[fA(x), fB(x)], x ∈ X,

.fC = fA ∨ fB بصورت تر خلاصه طور به یا می�شود بیان

می�شوند، داده نشان fB(x) و fA(x) عضویت تابع با ترتیب به که B و A فازي مجموعه دو اشتراك

بصورت آن عضویت تابع و می�شود نوشته C = A ∩B صورت به که است، C مانند فازي مجموعه�اي

fC(x) = Min[fA(x), fB(x)], x ∈ X,

.fC = fA ∧ fB بصورت خلاصه�تر طور به یا می�شود بیان
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2 فصل

و n-ابرگروه�ها n-تایی، روابط و ابرگروه�ها
دوتایی روابط
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n-تایی روابط و ابرگروه�ها 1.2
کرده Hوابسته ناتهی مجموعه روي تعریفشده ρتایی-n رابطه یک به را (H,⊗ρ) بخشابرگروه�وار این در

است. الحاقیی یکفضاي یا گروه Hv-گروه، یک رابطه این از حاصل ابرگروه�وار که می�کنیم بیان را شرایطی و

رابطه�ي: یک ρ n-تایی رابطه�ي .[27] .1.1.2 تعریف
،(x, · · · , x) ∈ ρ ،x ∈ H هر ازاي به اگر است، بازتابی .١

باشد: زیر خاصیت داراي اگر است n-تعدي .٢

به�طوري�که باشند، داشته وجود i٠ > j٠ طبیعی اعداد و (y١, . . . , yn) ∈ ρ و (x١, . . . , xn) ∈ ρ اگر

و ١ ≤ k < n طبیعی عدد هر ازاي به آن�گاه ،xi٠ = yj٠ و ١ ≤ j٠ < n و ١ < i٠ ≤ n

آن در که i١, . . . , ik, jk+١, . . . , jn

١ ≤ i١ < . . . < ik < i٠, j٠ < jk+١ < . . . < jn ≤ n

.(xi١ , . . . , xik , yjk+١ , . . . yjn) ∈ ρ باشیم داشته

،(xn, xn−١, . . . , x١) ∈ ρ که شود نتیجه (x١, . . . , xn) ∈ ρ از اگر است، متقارن .٣

به ،(xσ(١), . . . , xσ(n)) ∈ ρ که شود نتیجه (x١, . . . , xn) ∈ ρ از اگر است، متقارن قوي طور به .۴

،{١, . . . , n} مجموعه روي σ جایگشت هر ازاي

باشد، n-تعدي و بازتابی اگر است، H روي n-تایی ترتیب شبه یک .۵

باشد. n-تعدي و متقارن قوي طور به بازتابی، اگر است، H روي ارزي هم -n .۶

معناي به متعدي اگر فقط و اگر است ٢-تعدي دوتایی رابطه�ي یک n = ٢ ازاي به (١) .2.1.2 مثال
باشد. عام معناي به هم�ارزي اگر است ٢-هم�ارزي یک به�علاوه باشد. معمولی

زیر شرایط در اگر فقط و اگر است ٣-تعدي رابطه�ي یک ρ تایی سه رابطه است. n = ٣ کنید فرض (٢)

کند: صدق

.(x, u, v) ∈ ρ آن�گاه ،(y, u, v) ∈ ρ و (x, y, z) ∈ ρ اگر (الف)

و (x, u, v) ∈ ρ و (x, y, v) ∈ ρ و (x, y, u) ∈ ρ آن�گاه ،(z, u, v) ∈ ρ و (x, y, z) ∈ ρ اگر (ب)
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.(y, u, v) ∈ ρ

.(x, y, v) ∈ ρ آن�گاه است، (u, z, v) ∈ ρ و (x, y, z) ∈ ρ اگر (ج)

رابطه�اي ρ = {(ai, . . . , ai)|١ ≤ i ≤ n} کنید فرض و H = {a١, a٢, . . . , an} دهید قرار (٣)

است. n-هم�ارزي یک ρ صورت، این در است. H روي قطري

به�صورت که است H روي تایی سه رابطه�اي ρ و H = {١, ٢, ٣} کنید فرض (۴)

ρ = {(١, ١, ٣), (١, ١, ١), (٢, ٢, ٢), (٣, ٣, ٣), (١, ٣, ٣)}

اگر نیست. هم�ارزي سه یک اما است H روي تایی سه ترتیب شبه یک ρ صورت، این در می�شود. تعریف

می�دهد نتیجه این و (σ(١), σ(١), σ(٣)) = (٣, ٣, ١) /∈ ρ آن�گاه است، σ = (١٣) و (١, ١, ٣) ∈ ρ

نیست. متقارن قوي به�طور فوق رابطه که

این در .|x١| = |x٢| = . . . = |xn| اگر (x١, . . . , xn) ∈ R .H = C دهید قرار .3.1.2 مثال
است. n-تعدي و متقارن قویاً بازتابی، R صورت،

آسانی به .x١ < x٢ < . . . < xn اگر (x١, . . . , xn) ∈ R .H = N کنید فرض .4.1.2 مثال
است. n-تعدي اما نیست، متقارن قوي به�طور و بازتابی R که می�شود مشاهده

رابطه�����ي یک ρ به می�توان است. H ناتهی مجموعه روي n-تایی رابطه�اي ρ کنید فرض .5.1.2 تعریف
: کرد وابسته زیر صورت به را ρb دوتایی

i, j طبیعی اعداد و (x١, x٢, . . . , xn) ∈ ρ اگر ،(x, y) ∈ ρb دهید قرار (x, y) ∈ H٢ هر ازاي به

.x = xi, y = xj و ١ ≤ i < j ≤ n که گونه�اي به باشند داشته وجود

وابسته ρb دوتایی رابطه�ي صورت این در است. H روي تایی سه رابطه�اي ρ کنید فرض .6.1.2 مثال
باشد داشته وجود zي ∈ H اگر (x, y) ∈ ρb می�شود: تعریف زیر صورت به قبلی تعریف همانند ρ به

.(x, z, y) ∈ ρ یا (z, x, y) ∈ ρ یا (x, y, z) ∈ ρ به�طوري�که

صورت به ۴ قسمت 2.1.2 مثال در ρ تایی سه رابطه�ي به وابسته ρb دوتایی رابطه�ي مثال، براي

نیست. هم�ارزي یک ولی هست ترتیب شبه که می�باشد ρb = {(١, ١), (١, ٣), (٢, ٢), (٣, ٣)}

فقط و اگر (x, y) ∈ ρb صورت، این در است. H روي n-تایی ترتیب شبه یک ρ کنید فرض .7.1.2 لم
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