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E 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���
�� ��F@ 	 3��&� 4�	�� G2G
GH 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ��I�� ���()� 3��&� �	� ���()� ���
�� ��F@ J2G
GG 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 Vn ���
�� ��F@ <� ��#��� G2J2G
GK 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���L #0M� K2G
GN 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �)8O(�� N2G
GP 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���� �� �����%� P2G
GQ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ����� ����� Q2G
GR 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3<��� �-��� "����� 	 �I�� "����� E2G
JH 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ��	
 ��
 	 ��	
 ����� R2G
JG 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���� ����� �� ��#���%� S2G
JJ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���� ����� <� �@��� 0���� GH2G
JK 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���� ����� �=��T �	� 	
 GG2G
JP 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �-	�� �&;- ���> ��
 5�<��� U���� GJ2G
JP 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ��	
	
 ��((� V� U���� GK2G
JP 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���� ����� ���8��� 	 ���L��� GN2G
JQ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 !&? U��)=� 3
�� �(&8&� ��&�� GP2G
JQ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���� ����� 5��- ���#�	� GQ2G
JE 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �@
�A� �	� G2GQ2G
JE 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���)��- �	� J2GQ2G
JE 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ��	
 �)8C��> "����� GE2G
JR 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���� 3
�� ��W�T 	 3
��� ����� GR2G
KH 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �� 3
�� X���- 	 3
�
 ��-�� GS2G
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KG 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���� �� Y� ��� "����� JH2G
$� �+�� �
(/0,!1 2
 , !� ���3 �
(�� �4,!5 �
KK 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���%� G2J
KK 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �� �	�� ���#���� J2J
KP 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 !&�� ���#�C��?�� K2J
$6 �73!� �879�
: �
(/;�!<
� �
�=� !� ��+�/%=> ���3 �
(�� �3
 $
KR 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���%� G2K
KR 2 2 �8��Z �)8C��> ���#"����� ��(�� �� ��	
#��
 ���� ����� ���> 5��- J2K
NH 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 Q [7��= ���� ��� G2J2K
NG 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 R [7��= ���� ��� J2J2K
NJ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 GH [7��= ���� ��� K2J2K
NJ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ��	
#��
 ���� ����� ���#�
����� K2K
NJ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �@
�A� �����)��- G2K2K
NK 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �)@�� 5��- �����)��- J2K2K
NQ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ��
 �<�-#�&�
 :��)� 	 ���\)?> N2K
NE 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ��	
#��
 ���� ����� ��]�@ !��)�� P2K
NE 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 +1(� −( , L) ��	
#��
 ���� ����� G2P2K
NS 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �(� ����� ��)��- Q2K
'� ���3 ��+� %=> �
(�� �+�� 0,!1 �� �
<�� �
(�+� ?�
�> @
PK 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���%� G2N
PK 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ��	
#��
 ���� ����� G2G2N
PN 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ���� �
 �	
 ����
 J2N
PE 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �	�� ���� �� �^�()� ���)O> "����� 5��- K2N
PS 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �
�_ :��)� N2N
*� A:,!�
*@ � �
# %� �B��9), %�
)/�C,+
*6 �B��9), %� � �
# %�
)/�C,+
6	 �B��9), �/%DE3



%��&�
�)8&� ��� ���� �I	 4`Ja �
 b�'� GSQJ U�- �
 J��W�� c-�� ��� !&I	� G���� ����� 6�d��
<� �� ��#39 43��< 39 �
 ���� !�� ������ ���&/& B7�	 �
 2�
 �
�e- �
����@ �� ����%� U�- KH <�
���_ ���
����� �
 ���� <� �)-
 !�� �� 
�� ��
 f_�� 	 
�� �)
�
<�� ���� ���- �� 5��7� �������

2`R 4G 4GKa ���&C� ���7 �>�� 
���
g�_ �(� ���� h�� �� �@��� 0���� Y� �� ��#39 �@��� 	 ���� !�� ��)?� �� GSRG U�- �
 #K�(�
2`K 4Ga 5@�� 5-
 ���� !�� ���8��� 	 ���L��� ��1(� �� ���_ ���
����� �
 �i�� �
	� ��
���&/& 	 �
��� j��'� ���8��� +)���CI� �
 �@��� 0���� !�� �
 +� U�T �� ����	
 
�>	 ����_
4���� ����� �
 !�����(� 2`Q 4P 4GE 4Ka ��
#�� 0��k@� �� +)���CI� 5?l
 U��)=� 	 ����-�.�
���� ���8��� +)���CI� �
 �)�� ������l� 
���� ��&���� �� 5O> �� 4�� �(� ���� �
 N����#���
�=��T �
 +O� 
���� �C�
 <� 2`N 4Pa 5-���� !�� �=��T +O� ����)���� <� �l� 4j��> �� 3�&-�
U�%)�� �
 �)8&� ��'� m&.A� f_�� �)���� !�� ���< *5-W�� P��]�@ !��)�� !)
�
 4���� �����


�
#�� ��_gT�
!�� �� ��
�
 3�8� 	 �
�
 ���7 �>�� 
��� �� ���� ����� ����	
 E[&� 	 Q�� Y� 4GSSP U�- �

3���
 �= �� [&� �
R����� ����� ���� ��> ��&7� �(����#�� �
�- ��)��- Y� !)
�
 �� �	g_ ����
25-� �)@�� ���] �	�� ��� ���� �� �'��� �
 ���&?� ���#0�	$ �&�� ���#U�- �
 2`JKa �(
��
����	
 	 �� 3<��� �-��� "����� !&� � �'��� 4���� �� �� �^�()� �	�� ���� 5��- ���> <�
���
� 3���#�� ���� ����� �	�� ���� �
 ���	
 !���#����� ����
 k&� 	 4�	�� ���� �
 
�>��
�
 �	
 !���#����� �#�<���� �Z �� �� 5-� !�� ���� !�� �
 ���9 5-
 �� :��)� !���#+O� <� �l� 2
��
����
 6�d�� 4n�-� !�� �� 2
�� ����� ��#3�-9 �T���� �� ���8��� 4�
�� �)�� �� Y� �(� ����

25-� �>�� 
��� �	�� ���� �
 �	
 !)@�� 	
U�o� ���� 2���#��
 b�'� �(&�< !�� �
 ���&?� ��� +)���CI� 	 ���)��- ��� �	� 4�&�� ���#U�- �

��-�.� �� �8M�	
 ���#���� �
 
�>�� ����	
 
���� �� 
�
 �,��� ��#�I�%� JHHP U�- �
 S
��;I��



@ %��&�
2`GJ 4GKa ��
�� �@��� p�A� !�� �
 �� ����#+)���CI� k&� ����� 	 ��
�� �(� 2�(�#��

3�&� �� 5-� <�&� 
��� ��9 ���#[A@ �
 �� �&I	� +&��;� 	 q����� ��)�� ����#3��� !�� U	� [A@�


��� �	�� ���� n�-� �� �� ���� ����� 5��- �C��CZ h	
 [A@ �
 2`JJ 4JG 4GGa +&(�#��
��(�� �� �� G��	
 ��
 ���� ����� ��)��- h�- [A@ �
 2`K 4GQa +&�
#�� ���7 �-��� 	 f.�
�� K���?@ ����F7 "e- 	 2`G 4Pa +&�
#�� ���7 �-��� 	 f.� 
��� J�8��Z �)8C��> ���#"�����
5��O� �
 2+&�
#�� ���7 �-��� 	 f.� 
��� GJ 	 GH 4R 4Q [7��= U�T �� ����	
 !���#����� ����
	 +&�
#�� ����� 39 �� �^�()� �&I	� ���� �
 �	
 !���#����� 3
�	9 5-
 �� ���� �
	� h��OZ [A@ �


2`GS 4GJa +&�
#�� ���7 �-��� 
��� �� �	� !�� <� ���9 5-
 �� :��)� ����#U�o� �� "e-
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! < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < �����' ��@A�� V (n, q)

FF < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < �@A �)'�� dim

B! < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < �.C�� D�8�� 〈 〉
� < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < ���>	���� mod

FF < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < EF:/ ���G� �G3�H��� Z

FF < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < D�8�I/�0�� ∏
FF < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < 73�H��� ∑
�J < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < �K;��� Rank

! < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < �
 �*3� LM�;���� G

FF < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < ����� ⊥
�! < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < �
 �-�3; ����' LM�;���� H

�! < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < N �
 �-� 6M���
�� Wmin(C)

�O < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < N �
 �./�A 6M���
�� dmin(C)

B < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < <P������� ∩
FF < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < %3.C ����M�$ �
 �-�3; ����' LM�;���� H(q, j)

FF < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < %3.C ����M��$ �
 %��.
�
 �G3�H��� C(q, j)

FF < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < ��A�M =QF� LM�;���� � Bcirc

FF < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < R �	F>' ��.
 �
�� Arg(c)

FF< < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < < LM�;�� �./� �+S ��� �����M��� 73�H��� tr




'23

�(4�� 5(��6,

ITA �.
 U����
VM-������� �M�M�@S � U��� (�����' ��@A (���F� (?��� VF��Q� ��F' �' ���'� ITA 6M� ��
(�+C �
3.' ����
 �A�)� �' LW� � ��
�VF��3C ?��Q��� ����$ -� ���
���M�� �;$ X3TA �� �

<VM��$��� =����' �� ���
 6M� �-�3; ����' LM�;�� � �*3� LM�;�� Y���� �K� � ���� ����

�ZM�;���M��
 �[��� �' �� �	�Z� �+C �
3.' ����
 -� ��>� ��?�� �
 (%3.C ����
 ����� ��

<\"B ("J ("] VF	
��� �A�)� (���
 6M� -� �A��� �



E ��,�!� �
G# + H,��� I�+!1 
J


��,�!� �
G# + H,��� I�+!1 
J

2�(���#�� G �O��&r �#�_��\� �	� ����	
 [�_ Y� �� f : G×G −→ G B��� �� J
J
J
 K�!L<

�	� �� 5-� ∗ ����	
 [�_ Y� 	 �O��&r �#�_��\� Y� <� [l8)� (G, ∗) �+!1 Y� J�J
J
 K�!L<
s5-� ���7�� ��< c���
 	 ��
 q���� G �#�_��\�

+&
�� �)
�
 a, b ∈ G �� ���� tG
a ∗ b ∈ G.

+���
 ���L 5��
 5&]�� a, b, c ∈ G �� ���� tJ
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.

���� �� ���T#�� �
�� �)
�
 
�>	 G �
 e 3�Z ��F_ a ∈ G �� ���� tK
e ∗ a = a ∗ e = a.

�� ���T#�� �
�� �)
�
 
�>	 G �
 a−� 3�Z ��F_ a ∈ G �� ���� tN
a ∗ a−� = a−� ∗ a = e.

2�(���#�� G �
 ∗ [�_ �� 5�?� 43	��	 �F_ 	 ����� �F_ u&���#�� �� a−� 	 e �]�(_ W�� q���� �

�)
�
 a, b ∈ G �� ���� ����� 4�(���#�� ��L # v���� �� ���9 �	�� Y� �� (G, ∗) �	�� J$J
J
 K�!L<

s+&
��
a ∗ b = b ∗ a.

0���� | G | �� 	 
�
#�� ��&��� G �	�� �#����� 4G ���()� �	�� Y� ��F_� 
���� J@J
J
 K�!L<
2
�
#�� �
�


q���� 39 �	� ′′.′′ j�d 	 ′′+′′ B�> [�_ 	
 �� �
�� �]�(_ <� �� �_��\� F ��� J'J
J
 K�!L<
s�(
�� ���7�� ��< c���
 ��� 
�
#�� ��&��� G3��&� . 	 + ����	
 [�_ �� F �_��\� ���#39 4�
�� ��

��&��� F 3��&� �;] �A(_ + [�_ 5.� ����� �A(_ 2�
�� ���\��> �	�� w� + [�_ 5.� F 2G

2
�
#�� �
�
 0���� ^ �� 	 
�
#��
j�d [�_ �� 5�?� ����� �A(_ 2�
�� ���\��> �	�� Y� j�d [�_ 5.� F/{^} �_��\� 2J

2
�
#�� �
�
 0���� � �� 	 
�
#�� ��&��� F 3��&� �l� �A(_
2�
�� ���7�� ��< x�
 F # 3��&� <� a 	 b, c �F_ �- �� ���� 2K

a.(b+ c) = a.b+ a.c tG2Gy
2 
�
#�� ��&��� B�> �	� j�d B�<�� �� B�<�� 3���7 �� tKy 5&]��



R %��+, -�(
.� J

��< c���
 ����� 4�(���#�� ��,�!� �
G# Y� F 3��&� �	� �� V �O��&r �#�_��\� J*J
J
 K�!L<

s�(
�� ���7��
4�
�� B�> [�_ 5.� ���9 �	�� Y� V tG

4�
�� V �
 �F_ Y� a.v 4V �
 v �F_ �� 	 F <� a �F_ �� ���� tJ
4�
�� ���7�� ��< ���L 5��
 3���7 4V �
 v �F_ �� 	 F �
 b 	 a �F_ �� ���� tK

(a.b).v = a.(b.v).

4�
�� ���7�� ��< B�<�� 4V �
 u 	 v ����F_ 	 F �
 a �F_ �� ���� tN
a.(u+ v) = a.u+ b.v.

4�
�� ���7�� ��< B�<�� 4V �
 v �F_ 	 F �
 b 	 a �F_ 	
 �� ���� tP
(a+ b).v = a.v + b.v.

���7�� �.v = v �#�'��� 4V �
 v �F_ �� ���� 4�
�� F t�����y �=�	 �F_ � ��#!�� z�@ �� tQ
2�
��

B�> �� V �	� B�> [�_ !&(Z#+� 4���
#�� ��&��� �I�l-� 4F 3��&� �]�(_ 	 ��
�� 4V �]�(_
2�(���#�� �I�l-� j�d �� V <� ��
�� Y� 	 F <� �I�l-� Y� !&� j�d [�_ 	 ���
��

�
 4�
�� F 3��&� �	� V ���
�� ��F@ <� �O��&r #�_��\���< Y� S �&(� z�@ J6J
J
 K�!L<
��
 q���� �I�l-� j�d 	 B�> U��_� 5.� 
�� 4S ����� 4�(���#�� V <� ���F@��< �� S ���]#!��

2�
�� ���
�� ��F@ Y� 4V ��
������ �� 	��
 ��
���� � ���
 S �� 	����
 ��� u+v �S �� v � u ����
 �� �� 	��
 ��� JMJ
J
 %�GN

������� ������ 	����
 	�� �!" #! S ����$% ����
 S &
 '()*� ��� a.v �S �� v ����
 � F �� a

2
�
 ��>��� � �&F7  · J 0M� `JNa B>�� �� ������
���MI
 �I�l-� k 4ak 4. . . 4a" 4a� 	 V ���
�� ��F@ <� ������
�� vk 4. . . 4v" 4v� ��� JOJ
J
 K�!L<
�
 ������
�� 4a�v� + a"v" + . . .+ akvk 6��\� 	 akvk 4. . . 4a"v" 4a�v� ���#39 4�(
�� F 3��&� �


2
�
#�� ��&��� vk 4. . . 4v" 4v� �����
�� �'� u&��� 4W�� B�> �	g_#�� 2�()?� V

�'� [%)?� F 3��&� �	� V ���
�� ��F@ <� vk 4. . . 4v" 4v� �����
�� �_��\� J
	J
J
 K�!L<
a�v�+ a"v"+ . . .+ akvk = ^, 4F �
 � ≤ i ≤ k 4ai �I�l-� k �� ���� ��� �O(� 	 ��� ���
#�� ��&���

2+&���#�� �'� �)?��	 �� ����
�� !�� ���]#!�� �&r �
 a� = a" = . . . = ak = ^*��
 �\&)�
3��)� ����� 4�(�#�� �&I�� �� F 3��&� �	� V ���
�� ��F@ 4����
�� <� �_��\� Y� J

J
J
 K�!L<

25
�� �_��\� !�� �����
�� <� �'� u&��� ���]#�� �� V ���
�� ��F@ <� ��
�� ��



S ��,�!� �
G# + H,��� I�+!1 
J

�� 
��
 
�>	 �'� [%)?� �����
�� <� #�_��\� Y� [7��= ���
�� ��F@ �� �
 J
�J
J
 K�!L<

2�(���#�� ���
�� ��F@ ���� #��� Y� �� ��#�_��\� !&(Z 4�(�#�� �&I�� �� �F@
2�()?� �'� [%)?� ��
�� �	�?� 
���� ����
 4���
�� ��F@ Y� <� k���)� ��� 	
 �� 5-� ��{ �� h<W
4�(���#�� ���
�� ��F@ ��� �� ���
�� ��F@ <� ��� Y� �'� [%)?� �����
�� 
���� J
$J
J
 K�!L<
. dimV = n �� �� 39 	 4�
�� �'� [%)?� ��
�� n ����
 V ���
�� ��F@ <� ��� Y� ��� ���]#!�� �


2+&�
#�� 0����
s���]#!�� �
 4�
�� m× n ����� <� "����� Y� A �&(� z�@ J
@J
J
 K�!L<

�
 �'� [%)?� t���#3�)-y ����'- 
���� !��)8&� ����� A "����� t���)-y ��'- ���� tG
���� ��#39 �
�- ��T#�� �� �()?� ����� +� �� A ���)- 	 ��'- ���� !&(Z#+� *5-� A "�����

s!�����(� 4
�
#�� �
�
 0���� rank(A) �� 	 ��&��� "�����
� ≤ Rank(A) ≤ min(m,n),

s����� 4+&��� [��� ���� �� �� A "����� tJ
Rank(A) = min(m,n).

s�(���#�� �����%� ��'- U��_� 4A "����� �	� �� ��< U��_� J
'J
J
 K�!L<
2�;]�� �I�l-� Y� �
 A �;]�&r �'- Y� j�d tG

2�C��l� �� A �'- 	
 ��> v���� tJ
2�C�
 �'- �� A �'- Y� <� ���F� 3
	k@� tK

s����� 4+&���#�� ��'- ��
 [��.� �� m× n ����� <� A "����� J
*J
J
 K�!L<
2�
�� Y� ����� 4�'- �� �;]�&r ����
 !&I	� tG

2�(
�� �;] ��#����
 ���- 45-� 
�>�� �'- �;]�&r ����
 !&I	� �� ���)- �� �
 tJ
s����� 4+&���#�� ���l� ��'- ��
 [��.� �� m× n ����� <� R "����� J
6J
J
 K�!L<

2�
�� ��'- ��
 [��.� R tG
2���&� ���7 �;]�&r ����'- h��� ��< R �;] ����'- tJ

�'- [��
 R 	 �
�� B7�	 (i = �,", . . . , r) 4h�ki 3�)- �
 h�i �'- �;]�&r ����
 !&I	� ��� tK
.k� < k" < . . . < kr ���#39 4�
�� �;]�&r



GH %��+, -�(
.� J

"����� ���� J
MJ
J
 P
Q�

B =

⎛
⎝ ^ � ^ � � ^ " ^

^ ^ ^ ^

⎞
⎠ ,

s��9#�� 5-
#�� ��< ���]#��
[���� R �(��� ���l� ��'- ��
 [��.� "����� Y� �� �� B "����� 4�����%� ��'- U��_� �� ��)��

s5-� B "����� ���� ����� 4R "����� �;] �&r ����'- 
���� "e- 4+&(�#��

R =

⎛
⎝ ^ � ^ −� ^ ^ � −� ^ ^ ^ ^

⎞
⎠ =⇒

⎛
⎝ ^  ^ −�

^ ^  −�
^ ^ ^ ^

⎞
⎠ =⇒ B =

⎛
⎝ ^ � ^ � � ^ " ^

^ ^ ^ ^

⎞
⎠ .

. rank(B) = " !�����(�

,��
1 �(
�8� H,��� �+� �(
�8� ��,�!� �
G# �J

4
��
 ���L��� ���1� �
 ��O� 0%� �� 4GF (q) ���()� 3��&� �	� �� ���
�� ��F@ Y� 0M� !�� �


2+&(�#�� �@���
���]#�� �� �F_ n �� v ���MI
 �#�I���
 4�
�� 5�o� 	 m&.] 
�_ Y� n �&(� z�@ J
J�J
 K�!L<
���()� 3��&� <� �F_ Y� 4^ ≤ i < n ���� 39 <� vi �F_ �� �� ���&C� �1� �
 v = (v^, v�, . . . , vn−�)

2+&���#�� GF (q) �	� ����| n Y� �� ���MI
 �#�I���
 !�� 25-� GF (q)

�	� k���)� ����| n 4qn �\&)��
 4�
�� GF (q) �F_ q <� Y� �� �����#�� vi �F_ �� �� ���>#39 <�
2+&�
#�� 0���� V (n, q) �� Vn �� �� k���)� ����| n 4qn !�� �#�_��\� 2
��
 
�>	 GF (q)

GF (q) �	� u = (u^, u�, . . . , un−�) 	 v = (v^, v�, . . . , vn−�) ����| n 	
 6��\� J�J�J
 K�!L<
s+&(�#�� q���� ��< ���]#�� ��

u+ v = (u^, u�, . . . , un−�) + (v^, v�, . . . , vn−�) = (u^ + v^, u� + v�, . . . , un−� + vn−�), tJ2Gy
GF (q) <� ��F_ !�����(� 4
�
#�� ��-�.� GF (q) �	� B�> 5.� 4^ ≤ i < n ���� ui + vi �� ��
q���� B�> 5.� Vn " 45-� 39 �
 ����| n Y� GF (q) �	� ����| n 	
 �� B�> �\&)��
 2�()?�
���< 45-� ��L v���� �	�� Y� ��
 q���� B�> !�� 5.� Vn !&(Z#+� 25-� �)?� tJ2Gy �
 ��


25-� ��L v���� 	 ��L 5��
 GF (q) �	� B�> [�_
B�> 5.� Vn <� ����� �F_ 4^ = (^,^, . . . ,^) ����| n 4���&C� �1� �
 �� GF (q) <� �;] �F_

s���< 5-�
(^,^, . . . ,^) + (v^, v�, . . . , vn−�) = (^+ v^,^+ v�, . . . ,^+ vn−�) = (v^, v�, . . . , vn−�),

	
(v^, v�, . . . , vn−�) + (^,^, . . . ,^) = (v^ + ^, v� + ^, . . . , vn−� + ^) = (v^, v�, . . . , vn−�).



GG ,��
1 �(
�8� H,��� �+� �(
�8� ��,�!� �
G# �J

−vi �&(� z�@ 4^ ≤ i < n ���� 4���&C� �1� �
 Vn �
 �� v = (v^, v�, . . . , vn−�) ����| n U�=
−v = (−v^,−v�, . . . ,−vn−�) ����| n !�����(� 4�
�� GF (q) 3��&� �� }��)� vi �F_ ���> 3	��	
����| n �� !�����(� *v+(−v) = (−v)+v = ^ ���< 5-� v = (v^, v�, . . . , vn−�) ���> 3	��	 4Vn �

5.� Vn !�����(� 25-� GF (q) �	� ����| n 	
 B�> 5.� 4���> t3	��	y n�l�� ����
 Vn �

3���#�� �\&)��
 4�(�#�� ~�] ��L v���� �	�� c���
 h��� �
 4tJ2Gy �
 ��
 q���� B�> [�_

25-� ��L v���� �	�� Y� Vn 5;�
4GF (q) 3��&� <� c �F_ Y� �
 �� v = (v^, v�, . . . , vn−�) ����| n Y� �I�l-� j�d J$J�J
 K�!L<

s+&(�#�� q���� ��< ���]#��
cv = c.(v^, v�, . . . , vn−�) = (cv^, cv�, . . . , cvn−�), tK2Gy

2
�
#�� ��-�.� GF (q) 3��&� �	� j�d �� 4^ ≤ i < n ���� cvi �� ��# ���T##��
" 45-� GF (q) 3��&� �
 ��F_ tK2Gy �
 cv ���MI
 �#�I���
 <� cvi �#�;I�� �� �� ���>#39 <�
2�v = v ���#39 4
�
 z�@ c = � ��� U�= 45-� Vn �
 ����| n Y� cv = (cv^, cv�, . . . , cvn−�)
4GF (q) <� �F_ Y� �
 ����| n Y� �I�l-� j�d 	 GF (q) �	� ����| n 	
 B�> �� +���
 " 
Y� Vn !�����(� 4��� ~
�] ���L 0M 	 ���L 5��
 c���
 �
 u&���#�� tK2Gy 	 tJ2Gy c��	� ��
���
�� ��F@ !�� <� ������
�� 3��(_#�� GF (q) �	� ��#����| n h��� 	 5-� GF (q) �	� ���
�� ��F@

2�()?�
���
*� $���� #! +�,�-� ����$% ����
 ./0� � 1�23 ���,� #! n � 4�� ��5 #! p ��� J@J�J
 %�GN

�������� 6!�7� Fq �! GF (q) �
 �� $% &8 ���� ��9� q = pn 	��"���� "� :����� $����;
n ./0� � 1�23 ��5 � 4�� p ���,� 	��
 q = pn 	��"���� 	���� ����
*� 	���$���� <�7= ��
����

��
*>�
2
�
 ��>��� " ·  · " 0M� `Ra B>�� �� ������

Vn ��,�!� �
G# R, �,/%�
S 
J�J

s���&C� �1� �
 GF (q) �	� �� ��< ����| n �����
�� J'J�J
 K�!L<

e^ = (�,^, . . . ,^),
e� = (^,�, . . . ,^),
222 tN2Gy
en−� = (^,^, . . . ,^,�).

4�;]�� �#�;I�� !�� �� 4
��
 h�i 3�l� �
 �;]�&r �F_ Y� �O(� 4^ ≤ i < n ���� ei ����| n ��
3���#�� �� GF (q) 3��&� �	� v = (v^, v�, . . . , vn−�) ����| n �� 25-� GF (q) 3��&� ����� �F_

s5
�� ��< [l
 �� en−� 4. . . 4e� 4e^ <� �'� u&��� ���]#��
v = v^e^ + v�e� + . . .+ vn−�en−�. tP2Gy



GJ %��+, -�(
.� J

4�((�#�� �&I�� �� GF (q) �	� ��#����| n 4qn h��� [��
 Vn ���
�� ��F@ en−� 4. . . 4e� 4e^ !�����(�
vn−� 4. . . 4v� 4v^ ��� �O(�	 ��� 5-� �;] ��
�� ����� tP2Gy �
 ��
 �
�
 �'� u&��� �� 5-� md�	
���� ��� Y� [&l8� 	 �()?� �'� [%)?� 4^ ≤ i < n ���� �� ei !�����(� 4�(
�� �;] ����� �C��

2�(�
#�� Vn

4�(
�� Vn �
 �'� [%)?� ���#����| n 4vk 4. . . 4v� �&(� z�@ 4^ ≤ k ≤ n ���� J*J�J
 K�!L<
��< [l
 �� vk 4. . . 4v� <� �'� u&��� qk [��
 S �#�_��\� ���#39

S = {c�v� + c"v" + . . .+ ckvk|c�, . . . , ck ∈ Fq},

2�(�
#�� �� Vn <� ����| k ��F@��< Y� [&l8�
V (n,") ���
�� ��F@ 4�'� U�)(� ���L��� �#���1� �
 �
�;)-� 
��� ���
�� ��F@ !���#:���
n 4�� GF (") �	� ���#����| n 5I�= !�� �
 45-� GF (") ����	
 3��&� �	� ��#����| "n h��� <�
�
 !&(Z#+� *�
��#�� 	
 �#����& �� 43��&� �	� B�> [�_ 	 �(���#�� t��(���y ��	
	
 ���#����|

25-� �
�� 4Y� ����� �F_ 3	��	 GF (")
�
k��
 [��
 4GF (") �	� ��#����|N h��� <� VJ ���
�� ��F@ 4n = J �&(� z�@ J6J�J
 P
Q�

s5-� ��< ���]#�� ��	
	
 ������OZ
(�^^^), (��^^), (^��^), (�^��),
(^�^^), (�^^�), (^^��), (��^�),
(^^�^), (�^�^), (���^), (����),
(^^^�), (^�^�), (^���), (^^^^).

s5-� ��< ���]#�� (�^��) 	 (^���) ������
�� <� ���
�� B�> !&(Z#+�
(^���) + (�^��) = (^+ �,�+ ^,�+ �,�+ �) = (��^^).

Y� [&l8� 	 �
�� �'� [%)?� (����) 	 (���^) 4(��^^) 4(�^^^) ��
�� ��OZ W�� U�o� �

�
�� �'� [%)?� (����) 	 (^���) 4(^^�^) 4(^^^�) ��
�� ��OZ !&(Z#+� 4�(�
#�� Vn ���� ��� 

2�(�
#�� Vn # ���� �C�
 �#��� Y� [&l8� 	
4�(
�� GF (q) �	� ����| n 	
 v = (v^, . . . , vn−�) 	 u = (u^, . . . , un−�) �&(� z�@ JMJ�J
K�!L<

s5-� ��< ���]#�� v 	 u ����
 j�d
u.v = u^v^ + u�v� + . . .+ un−�vn−� =< u, v >,

4GF (q) �	� ����| n 	
 j�d !�����(� 2���
#�� ��-�.� GF (q) �	� j�d 	 B�> U��_� �� ���T#��
2�()?� 
��_ +��� v 	 u +&���#�� 4u.v = ^ �� ����] �
 45-� GF (q) �
 �F_ Y�

s5-� ��< ���]#�� 4tE2J2Gy U�o� <� (��^�) 	 (�^��) ������OZ 	
 ����
 j�d JOJ�J
 P
Q�
(�^��).(��^�) = � · �+ ^ · �+ � · ^+ � · � = �+ � = ^.



GK �!�TS/UV� $J

h��� <� Vn ���
�� ��F@ <� ����| k ��F@��< Y� S 4^ ≤ k < n ���� �&(� z�@ J
	J�J
 K�!L<
�� ���� ��# ���T#�� �
�� Vn �
 ��#����| n <� ��#�_��\� Sd 	 �
�� GF (q) 3��&� �	� ���#����| n

�(�� u · v = ^ +&
�� �)
�
 4Sd �
 v 	 S �
 u

Sd = {v ∈ Vn : u · v = ^, u ∈ S}. tQ2Gy
�O��&r �\&)��
 	 5-� Vn <� 4�;] h��� ����| n [��
 Sd 4u ∈ S �� ���� 4^ · u = ^ �� ���>#39 <�
3���7 }�T 4�
�� S �
 ����| n Y� k&� u 	 �(
�� Sd <� �F_ 	
 w 	 v �&(� z�@ U�= 45-�

s+���
 ����
 j�d ���L #0M 
u · (v + w) = u · v + u · w = ^+ ^ = ^,

�
 a �I�l-� �� ���� 4����
 j�d ���L #5��
 3���7 }�T 	 5-� Sd �� }��)� k&� v + w !�����(�
s+���
 S 	 Sd �
 u&���#�� u 	 v ����| n �� 	 GF (q) 3��&�

(a · v) · u = a · (u · v) = a · ^ = ^.
3��&� �	� ���
�� ��F@ Y� ��F@��< x�
 	
 �
 Sd !�����(� 45-� Sd �� }��)� k&� a · v " 
�	� ��#����| n h��� [��
 Vn ���
�� ��F@ <� ���
�� ��F@��< Y� Sd " 45-� ~
�] ���()�

2+&���#�� S 3��	
 ��F@ �� Sd 45-� GF (q)

	�� Vn 	����
 	�� "� 	�)
? k 	�� �!" #! S ��
8 @� �^ ≤ k ≤ n 	��
 J

J�J
 %�GN
A�
)! .�� n− k �Sd $���� 	�� �)
 ����
 GF (q) $����
dim S + dim Sd = n.
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�_ ����� 4�(�#�� 0M� �� n 
�_ 4a +&���#�� J
J$J
 K�!L<
a ��� .a | n +&?���#�� 	 ��&��� a j�F� Y� �� n 	 4n #��((�#0M� Y� �� a ���]#!�� �
 .n = ab

.a � n +&?���#�� ���#39 �
��� n �#��((�#0M� Y�
J�J$J
 %�GN

�a | c ����$% �b | c � a | b ��� :B
�ac | bc �� A�!��� c �� 	��
 ����$% �a | b ��� :C

�c | da+ eb A�!��� e � d �� 	��
 ����$% �c | b � c | a ��� :D
�|a| ≤ |b| ����$% �b �= ^ � a | b ��� :E
�|a| = |b| ����$% �b | a � a | b ��� :F
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��9� r � q �� �&
 �G2
� � 1�23 ���5� ����$% �b > ^ � �
��
 1�23 ���5� b � a ��� J$J$J
 %�GN

�r = a− bq � q = �ab 
 H-�� �� �^ ≤ r < b � a = qb+ r &8� 	��I�&
 �����
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��_�# �#���1� <� ����> �#���
 ��� !�� �� �	 2���
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�� b �7"��( a +&,��#�� 4m > ^ 	 �()?� m&.] �
��_� m 	 b 4a +&(�#�� z�@ J
J@J
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s+&?���#�� 	 5-� m W�(
a ≡ b (mod m), tE2Gy

�)8O(�� 4�C�
 ����_#�� 2
�
#�� ��&��� �)8O(�� ��� �� w(� m 
�_ 2
���8� �� a− b [d�;� m ���
���L #0M� �#�'��� U
��� tJ2Gy �#�'���

m | a− b,

c%@ 	 ��� a ≡ b (mod m) !�����(� 2m | a ��� �O(� 	 ��� a ≡ ^ (mod m) 4p�� 5I�= �
 25-�
2a− b ≡ ^ (mod m) ���

3�8� ��� �#�&F7 	
 2
�� j�M)�� �	�?� 5�g_ �� ��#���8� �T�� �� �� �)8O(�� 5�g_ n	��
2����
 �� ��#�	�?� ���] p��� <� ���&?� B7�	 �
 ��#�)8O(�� �� �(�
#��

A�!��� � .�� 	"����� 	�&J
�� #! �*KL
7� J�J@J
 %�GN
�:����)��; a ≡ a (mod m) :B

�:$��,=; b ≡ a (mod m) &8 �
8��� M�N!� a ≡ b (mod m) :C
�:	�)=; a ≡ c (mod m) &8 �

8��� M�N!� b ≡ c (mod m) � a ≡ b (mod m) :D
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����$% �α ≡ β (mod m) � a ≡ b (mod m) ����� J$J@J
 %�GN

�ax+ αy ≡ bx+ βy (mod m) �y � x 1�23 ��5 �� �� 	�"��&
 :B
�aα ≡ bβ (mod m) :C

�an ≡ bn (mod m) �n ./0� � 1�23 ��5 �� 	�"��&
 :D
�1�23 O!��P �
 f 	��&(79�
� �� 	�"��&
 :E

f(a) ≡ f(b) (mod m).
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