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��� ����د در 	���، �����ل و�� داد
 ه�
 	�� ��ر�� ����	)'�& ���% رو$� ��ا
 د�� ���� �# ا"! �ت 

�# ��ر�� �+�# ��*(# ه�
 ����د، ا� 
	��:  1982واژ
 ���% در ��ل . 3�ن ��01 ا��ا�� ، �� ا�/ ا�.��ز و�,


 . ارا># $'
 ا�� دو��;��=�	�+�& ���% در وا@� ?�رت ���+� از رو$<�
 ����د ��ر�� �����ل در 

�<� ����ر
 از 	�+�& ه� در A از 

 	�ا�� 1��# ا
 ا�/ �=�  !@�B' ا�� �# ا�.(�د��C ر�3� #� #�ه�+)�ت ا�� 

�
 ه�+)�ت را �A�ن �� �=�'�. 

 ��  D+.E� 
�F در ز���# ه� F� ،���C &3$ نA 
�� و 1��# ه��G� ت��H�+�& ا�.'ا در ر��	و��د ا��3# ا�/ روش 

��ا�.���، ز %�J�� '�� .��/ $���� و �3$J1	��G# �1'ا ��د +�م ��

�<� و هG� /��LB=� از @A 
�<� و �Oاص و آ�ر��ده�A P�1'ا� 
���=��� و در�Q& اول ا�/ ر��*#، ���% ه� و 

  .روا�: �<F ��/ 	�ا�� ����T را ��Sر آ��& $�ح �Oاه�F داد

 
��د ���G� را ������Cر ���	ل و �B.Uا �*��V ���	 وردA�� در �SO �3��� 
در �Q&  دوم، ا�.'ا ��Aورد�Cه�

��V ���	 

، ��Aورد�SO ��W �C را ��ا'$ 
�# و ا��اع Aن، ���'�.�A '���� �Bه��از $�ح �( 'G� YZ� ل و�B.Uا �*

F����� ��ر�� �� ����Cر ���	و . 


 ا��'$ 
�� �%  ��Aورد�SO�C ��ا
 	��� �V�*� اB.U�ل اQ.O�ص داد�G� #� م�� &Q� . %� &Q�در ا�/ 

�# داد
 ه�  E�� A.# ه�.�'،  �.*�U را در �SO ���� ال��.��� و��ان ������/ ا�G� ،�3 را��� �SO �CوردA��

F��� �� #(����. 

>V &Q��� �� در �G� ل�B.Uا �*��V ���	 �<J� ت�[.;� 
�رم ا�/ ر��*#،  ��Aورد
 ��ا��س روش ���%، ��ا

F���� �� ،'�.ه� #.E��A �ه��].� #� �.*�U را در�CوردA�� ا����Bخ ه�����F و وار���Y و  . �CوردA�� %� YZ�

#� �.*�U ن را درA �(��� و �Oاص �_��G� ل�B.Uا �*��V ���	 ت�[.;� 
��E.# ه�.�'، �.[��ه� �SO ��ا

F���
 ����3 ��ا
 	���G از �;.` 	��� �V�*� اB.U�ل . ��ر�� �� �CوردA�� ،&Q��<��.� در ��OA PE ا�/ 

�# �.[��ه� E��A.# ه�.�'، �S�G*# �� $�د �.*�U در ،�CوردA�� ا����Bخ ه���� و �G� . 
�>�C,ن، و�A �� 
 !و

��G� 

 ���و ��J ��ر�� �� $�د��Aورد�Cه��=�
 در '$ �. 

���� #.���1��a ا��، در  �.Uا�� ���1.# و�	ورد  A�� در #�
 �SO ��W  ��ا
 	��� �V�*� اB.U�ل  را �CوردA��

F����# داد
 ه� وا��.# ���) ه�.�'، ����(# ��  �.*�U را در �SO ���� ال��.��� و��ان ������/ ا�G� F_�1 &Q� .

ا B�ل $��: O�ص ��ا
 �;.]�ت  	��� �V�*� اB.U�ل ��A�� %� Jورد�SO ��W �3��� �C   !و
 ��Aن  ��

F����# داد
 ه� وا��.# ��(� ه�.�'، ��ر�� ��  �.*�U را در �SO ���� ال��.��� و و��ان ������/ ا�G� 

 

 

 

 



Abstarct: 

The wavelet transform is a tool for carving up functions, operators, or data into 

components of different frequency, allowing one to study each component separately. 

The term wavelet was itself coined in 1982, according to Daubechies. Wavelet analysis 

may be thought of as a generalization of analysis by the Hilbert space method, wherein 

one forms an orthogonal basis of the space of interest. Equations in that space may then 

be solved in terms of the basis.  

Wavelets were developed independently in the fields of mathematics, quantum physics, 

electrical engineering, geology and medicine. Interchanges between these fields during 

the last ten years have led to many new wavelet applications such as image compression, 

turbulence, human vision, radar, and earthquake prediction. 

In the first chapter, we explain some  concepts like the definition of Wavelet, their origins 

and applications as well as some theorems that maybe useful through the thesis. 

Second chapter is devoted to the linear wavelet-based estimators for density function and 

also Regression function. Afterward we define Thresholding and also Threshold 

estimators which help us to investigate another class of Wavelet-based estimator which is 

called nonlinear wavelet-based estimators. 

Third chapter deals with the problem of estimating of density function and its derivatives 

with linear wavelet-based estimators and the behavior of these estimators for certain 

dependent sequences, called mixing sequences. 

 Fourth chapter contains three different subchapters. In the first one we propose wavelet-

based estimators for the partial derivatives of multivariate density function and 

investigate the behavior of the estimators for mixing sequences. Third one considers the 

problem of estimating of the derivative of density function and finally in the thirst sub-

chapter the problem of estimation of the function of derivative of the density function is 

considered. 

Nonlinear wavelet-based estimators for density function and also its derivatives are 

discussed in final chapter. The behavior of our proposed estimators for negatively 

dependent sequences is also considered.   
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 #������اوا�� در و از 1'�'
 ه�
 �'�'  +F ر���H ا�� آ# آ�ر��  	�+�& ه�ر�����$�O# ا
 از  ����  
د ه�

ا�/ ����#  +� ر�B  FW آ�	�
 �Oد، �# �� � ر$' آ�د
 و 	]��)ً� در . ر���H�ت ، �E���ات و ����  +�م دارد

�<B.��/  �?# ا�/ ر@��� در �;�د
 . U=�ر دا$.#، �# ر@��� �� Aن ��O��.# ا�� 	�+�& ��ر�#  ه� ز���# ا
 آ#


  !>F و 	Q�و�� ا�����E� و 
 . ه�.�' 	)'�+<�
 ������Tرد ���ز ��ا
 ر��'ن �# ا�/ اه'اف، ا�Jار . ��ز

�.# ا�� 	�+�& ����Tا��Oاً ���Hع  �C ن @�ار�ن و �<�'������O از Aن �# . ��رد 	��# ��اوان ر���H دا

#� 
��ا �#  ��ان 	�T��T ��ا
 	�+�& ز��ن ����'A 
�B��P 	�ا�� ��د �� ���' و  '
 ا 
  ��ان 1��# ا
 �'�' ��ا

'��
 از ر���H�ت �� دا'�'� #O�$ ا��A J�� . �U�ب �� Aور�' و �Cوه� 

  DGH#ر��� 
��$� �� $�د آ# 	�ا�� ������ و آ������، 	)'�+<� �_�A از   
�=� 
�� و��د  ا��T# 1��# ا
 ��ا

[ ]π2,02L  #� '�.ه�( )RL2 '��'ار `+G	.  /ف آ�دن ا��"�� 
�]�Q# ، ���' �# د�)�ل 1��# ا
 ��د آ#  ��ا

( )RL2'*�' آ��	م $�د. را �_�
 . 	���� �� ده�F آ# ا��T�ر 	�<� 	��: �� 	��� ا�=�)	���G آ# �#   )RL2  `+G	

�G��	 #آ '�A �� P�1 ا�/ ��ال �آ�' و در ا��_ &�� �)? �B� #� �ًG��� '��� '$�� #.$دا  �)? �B� #� �ًG��� #آ

 
�=��# �� 	�ا�' 	B�م ��V ،'آ� �� &��( )RL2  ���	 
�>*�[.�را 	�*�' آ�'؟ 1��� ا�/ ا�� آ# ا�/ ه'ف، 	��: ا

 
�=� 
��Rرد ��� رو  . ا�_�م �� ��Cد 

��اد
 ا
 از 	�ا��،  1��#�O /��V ��A #ا�/ ا�� آ 
'G� ال�� 
)ا
 ��ا )RL2  ��A رت د����ده�'؟ �#  ) �� &�T;	

��اد
 �� ��B  ���'Tد�'؟ ا�/ ���+#، �'	<� ذه/ آ���� را آ# درا�/ ز���# آ�ر �� آ�د�' �# �Oد �O /ا� �?�� 

��اد
 ا
 از 	�ا�� ��د�' آ# دارا
 . �;[�ل آ�د
 ��د�O ل�(��<� �# دA
�;�د &B�� �'T� �� و 
.  ��  �Bد ��$�'��د

��B ر��' ��� #� �>�'� ��?�O أم ��دن ا�/ دو�	 .  :��	 
�O��� ر�Tم $' 1 ا�����' دو ��;�ا���_� .ا

 
�;�د
 ��ز
 	Q�و�� ا�� ���% ه���T از �<B.��/ آ�ر��ده� �ً?�QO ،ت�ل ا"! �[.�. در �1دازش و ا

��# را���# ه	�U در 

 ��ز
  'د��Oذ &T$ #� 
�]S# د���  � و �Oا
 در Q/�U�و�� ، �Oا #� 
ا�.]�ل از �]S# ا


 ز��د
 را ا$[�ل ���=� ،���# �� 	�ان �# �B% . آ��' در $)T# ا��.��.E($�O�>3���  �>�A ،��)ل آ�J�	 ون'�

�O�� F��<� از .را �;�د
 و �.�اA ل�[.�
 ا"! �ت �� ��ا
 ا��Oو ذ 
��<'ار 
"��`  ا��وز
 ا�/ ���ن ��ا

)+	 ،����ت و �B�� P	���Q �# آ�B . /، ��ه�ار
 و �� ه� و��+# د���
 ا�.(�د
 �� $�دا��.��H0ف اU �� &B  /ا�

��ر�#��ا
 ا�/ آ�ر 	�آ��ن از   .	G'اد ��'ود
 1�را�.�ه�Bا
 ا�� 
�>+�'(	  �H�U ل�U و*� در 
'$ �� 
ا�.(�د


�>+�'(	 �T��� ����� ا 
�<� ه�.�' و U.� در ��اردA �� ���@ل ر�U در 

 �Oد را �;�ن داد�	�� ،
���ر �;�

'� . ا

 %��� J�*��A  �� 
��ر�# ه�Bا ���� &�'(	 
�>*����� ،'��� �����]	 �G��� #�در 	�+�& �����*<�
 0Cرا�� 


�B���  و  در ��.�ل  ?�	�، ����ن ه�
 ا*�3��.3 در �[J، ?'اه�
 ز�� ��H ��A# ا D�" 
و داد
 ه�

                                        
1 Ingrid Daubechies 



���وC�ه<�
 ��ق از "��` ?(�# P��B�  /.O�� /$رو 
�����Z	� �3�ر ر�.# و ����G� Jان ا�Jار
  +�B، ��ا



، و در ��ر�� ��O.�ره�
 �.�ر
 ا
 ��O.�ره��� 
�# در 	!"F ��ه� �� $��'، ����ن ه� 

 ا'�L�1  و

 
�'�1دازش ا��اج ز*J*# ا�.(�د�$ �� . '���� '���*�J �#  ��ان �% ا�Jار  'د
 �� 	�اA /)'�&ا�	ر�#����  �� �	 ،

�# �� 	�ان �� �]��سU' ز��د
 از �C'�L�1 ����)�ت �Jرگ  a�	�	 /�'� ،'ه�3�  
	[��� � ،a��H�	��Y ه�

'$�� #(���� &��@ � �� #� #���*�� J� � ��O./ 	�ا$# . در Aورد �.�ا�F را �#  &3$	��3 A /ا� �Cد�و � �.Uرا


 ����ر ��را،��� #� 
 .و �;�د
 ��ز
 �����*<� و 	Q�و���' ه��� $'
 ا�� �# @�در �# �'0Cار

%��� J�*��A  نA ر��د����اوا�� �1'ا ��د
 ا�� �# از Aن �B+# �� 	�ان �#  
��ر��ده� J�� �3$J1 F+  در 
ا��وز

���Cا�� اW.;�$�ت در 	Q�و�� 	���Q ��دار
 J1$�3، آ�هP در�� �� 
�� 	� ا�3/،   ،	)'�& ����از  ا�.(�د

 '�';	 

 از 	Q�و��	;'�' �[��"� ،Y	� &�+	Q�و�� "�(� 	;'�' �[��"��� و  B+�3ده�J]� 
�� ه��� 
�'ا��ز

��Bد �[��"��� 
 .ا$�ر

 
��]]�ن ����.# د���
 . ا�_�م $'
 ا��  1982در��ل  3و ��ر*� �C2ا�B/ �# ��1و
 از  ���% ه�����0ار

 '���Bت را ه��ر�#   ،�4�B*5 ،ر�ر��C�6، �� . ، �� 	�ان ��م ��د [93]7ا�.�


 و  B+�  ���% ه�ه��LB/  +� رFW ا��P�� #T از �� ده# از ورود ��� £��.�در  +�A F�ر �0C �Bرد، 


 ��1ا�'�B$ارز P[�در 	�]�]�ت �A�ر
 �# V�پ ر��'
 ا�� و در 	�]�]�ت �A�ر
 ��رد 	��# و�,
  ���% ه��ن 

'��.# ا�C ر . @�ار�ه�او*�/ ���در . را در 	�]�]�ت �A�ر
 �T�ر ��د�' ���% ه� 1992در ��ل  �9���.�نو  8دو


 ��A D+.E�ر �# V�پ ر��'
 در $�O# ه ���% ه�،�V' ��ل ا��O آ.��<� و �]��ت �.G'د
 آ# در ز���# آ�ر��د �

�# اه�H�� ��Bع را �;�ن �� ده' . 

�<� و هG� /��LB=� از @=��� و  ���% ه�در�Q& اول ا�/ ر��*#،  A 
�<� و �Oاص و آ�ر��ده�A P�1'ا� 
���و 

 /�� F>� :روا��T��� ا���	داد  Fاه��O & $�ح��ر آ�S� را . 

  
�� �SO د ����3در �Q&  دوم، ا�.'ا ��Aورد�Cه��G� را ������Cر ���	ل و �B.Uا �*��V ���	 وردA�� ر

'���� �Bه��از $�ح �( 'G� YZ� و 
��د #��.�A  ،نA اع��
و ا'$ 
'��� �*��V ���	 
، ��Aورد�SO ��W �C را ��ا

F����� ��ر�� �� ����Cر ���	ل و �B.Uا. 

�� �%  ��Aورد�SO�C ��ا
 	��� �V�*� اB.U�ل اQ.O�ص د �Q& ��م�G� #ا��� 
'$ 
در ا�/ �Q& �% . اد

 �SO �CوردA���3��� �ه 
�# داد �.*�U را در �SO ���� ال��.��� و��ان ������/ ا�G� ،را*ρ- #.E�� A 

F��� .ه�.�'، ����)# �� 

                                        
2 Grossman 
3 Morlet  
4 Mallat 
5 Lomareh 
6 Logarmar 
7 Strang 

Donoho 8  
9 Johnstone 

http://fa.shvoong.com/tags/%D8%A8%D8%A7/
http://fa.shvoong.com/tags/%D8%A7%D8%B3%D8%AA%D9%81%D8%A7%D8%AF%D9%87/


�� ����%در �V &Q<�رم ا�/ ر��*#،  ��Aورد
 ��ا��س روش �G� ل�B.Uا �*��V ���	 �<J� ت�[.;� 
� ، ��ا

�# �.[��ه�  �.*�U را در�CوردA�� ا����Bخ ه�����F و وار���Y و #.E��A F���� �� ،'�.ه� . �CوردA�� %� YZ�

�# �.[��ه�  �.*�U ن را درA �(��� و �Oاص �_��G� ل�B.Uا �*��V ���	 ت�[.;� 
ه�.�'،  �SO#.E��A ��ا

F���
 . ��ر�� �� �CوردA�� ،&Q�ا
 	���G از �;.` 	��� �V�*� اB.U�ل �� ����3�<��.� در ��OA PE ا�/ 

�# �.[��ه�  �.*�U در ،�CوردA�� ا����Bخ ه���� و �G�#.E��A د�$ �� #G*�S� ،'�.ه� . 
�>�C,ن، و�A �� 
 !و


 در '$ ���G� 

 �����Aورد�Cه��=���J ��ر�� �� $�د. 


 �SO ��W  ��ا
 	��� �V�*� اB.U�ل  �CوردA����1 ا���	ورد  A�� در #����� #.���1��a ا��، در  U.��.# ورا 

�# داد
 ه�  �.*�U را در �SO ���� ال��.��� و��ان ������/ ا�G� F_�1 &Q�. ه�.�'، ����)# �� ���F وا��.# ��(�

�SO ��W  �����3� ا B�ل $��: O�ص ��ا
 �;.]�ت  	��� �V�*� اB.U�ل ��A�� %� Jورد�C   !و
 ��Aن 

�� و�G� ال��.��# داد
 ه�  و��ان ������/ ا �.*�U را در �SO �����)�� #.وا�� F��� .ه�.�'، ��ر�� �� 
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 ���1 

��ت��� 

1-1-  ���� 

���+� از 	�ا��، او*�/ ��ر 	��: # �B_� a�U�� ���	 %� P��B� 
ر���H'ان و ��3�J'ان  ،10ژوزف ��ر�#  ا�'

  
��د��  +�م را�١٨٠٢-¬�١٨٠�ل ه�A در 
�.#  � �#، "� ر��*# ا�C ر�ا�� �3�	 P��B� 
ا�.;�ر �Uارت، ��ا

��ر�#  .$' 

 ا�'، ز��ا ��ا
 1��# ه�'�A در  +�م، در �	ا�.� 
��ق ا*G�د 
��Qرت ا�Jار
 ا����، �� ��ر��ده�

P��B� '���اوا�� �3�ر �� رو �3�J�� 
��B/ ه� #_�.�او*�/ ��� ��د �# در  11ه�ر. ا��اع �.G'د
 از 	�ا�� و در 

��د ه� ا$�ر
 ���%�#  ،�١٩٠٩�ل . 

  
��3 ا?!ح ١٩٣٠در ��ل ه� #� ،� �H�� /�3	 
��ر�# ر���H'ا��ن �# @ 'Q	�� &�+�O.�ره� 
 1��# ه�

'���م ١٩٧٠و �G' از Aن در ��ل . ا�.�د #� 
�����ر�#�.��# $' �#  ژان ��ر*� �% ژ>���3�J'ان ��ا 
 1��# ه�

��ت ز�� ز���;.����.�' /�<.��/ ا�Jار �3B/ در ا . #� `+G.� ه��;���ز�A ع در�H�� /ا��A D*12 /+�ا  #� �_��

��ت 	)'�&�;.���E.�/  ���13 ١٩٨٠در ��ل  . �Cد�' ���% ه��#  ��3 از ا ،
���1��# ه�
 ر���H'ان ��ا

�3��� '��G.� د�� D;�را ���Gان �% ا�Jار ��ا
  ���% و 	)'�& ���%�(<�م ��ر*� در ه�B/ ��ل ه� . را 

 J�*��Aد�B� ���G� 
����ل وارو�� را ��ا
 �Cا�B/ و  �����ل ز��/ *�ز J�� #����ا 
�����3�J'ان  &�'(	

  .�'�� Aورد ���%

 #LEر��	 

 1��# ه�
 ����O ،�Tاص Aن و ����در ا�/ ��S� &Qر آ��& در��ر��� ،  '�*�	�T��� 
، 1��# ه�

�T��� ا���	ط �#  ���� F>� 
�<� و @=���A /�� :و روا�����ه % Fن �� آ���را �� . &Q�
 ا�� در ا�/ '$ �G�


 $�د آ# Y1 از  ���% ه�آ�ر��د  �S�*)� ��ا
 آ���� آ#  !@�B' �# 	�]�` در ز���# '���_�C ،'�.ر ه���A در

 
 . ، U�?& $�د���% ه��S�G*# ا�/ �Q&، ا"! �ت آ��� در ز���# آ�ر��د �A�ر

 

�$.�� -,�ده�، �*�ه�) %�'$�، %$�ر#" -1-2 

 -,�ده� -1-2-1

Fا�� ذآ� �� آ�� 
'$ 
�<� ا�.(�دA *# از�را آ# در ا�/ ر� ���ده�B� PE� /در ا�: 

1- ���	 �)�� �B�@ ³)� و� �B�@fد�$ �� D��G	 رت ز���Q�: 

    01 0 ∨== ≥+ fff f   01و ( 0)ff f f− ≤= − = − ∧ 
 

  #�+−+−ه��LB/ �'�<� ا��  +=−= ffffff ||,. 

                                        
10 Jouseph Fourier  
11 Haar  
12 Alph Aklin  
13 Meyer  



2- 
n

n

b
a

  �Cار �# ?(� ا��، ا'��0lim# "�ر �_��)� آ�ا =
∞→

b

n

n b
a

F�����): و ��  )nn boa =  
 kو ا���Cا

F�$�� #.$دا ���· :k
b
a

b

n

n
≤

∞→
limF����� �� 
���A ، :( )nn bOa = 

3-   ���	nm,δ  �3�)��Qرت   ��و )




≠

=
=

00

1
, m

nm
xnmδ د�$ �� D��G	                                                                     .

4-  ���	f  در],[ ba  �ار�'�
 �� $�د 	[���ات ��ا'���� �Cا∞<−∑
=

−

k

i
ii

k
xfxf

1
1)]()([sup  .را در��14]12 [

 #� F���� ��f  در],[ ba   �ار�'�],[ا�C و �]: ا �C	)�H& دو 	��� ?�Gد
 در  ا��،	[���ات ��ا ba '$��.    
    
5- ���� '��A��-  ���� '��A	Q�د{ }+∞<<−∞ tX t , �
 ا����'�  ��ا�� ا�C 	�ز�� ��داره�
 	Q�د

),...,,( 21 hsththt XXX iiآ# +++ Tht ∈+، si ,...,2,1=   ،   #�h  '��A���'ا$.# ��$'  و  ��.��

{ }+∞<<−∞ tX t 
 D�GH را  ,��
 	B�م C;��وره�
 	�ام 	� ��	)#  ���Cه� F�<�Cn  #� �(������د ��د
 و 

�TB/ ا�� ا 'اد U]�]� �� ا 'اد ?��� ��$' آ# �B_�T # . ز��ن 	[��� ���G� ¸'�3 ��.]& از �)'ا ز��ن ��$'

����A'ه�
 	Q�د�� ز��ن ���1.# و ز��ن �O #.��Cاه�F دا$� a�	�	 #� در ا�/ ?�رت . 
در ا�/ ر��*# ����A'ه�

QnX�د�� ز��ن ��C.# ��;.� ��رد ��� ا�� آ# Aن را �� 	  Fن �� ده��;��� '��A	Q�د�� ز��ن ���1.# را . 

�� �ً�BG� tX 'ن �� ده��;��' و . �$ �B� &<�@ /.$�� ����<� از A /�� �@��ه��V' در ����ر
 از ��ارد ه�¹ 

��tX وnX'ن �� ده��;� .Fن ���1.# دار��ز� �� :	��# دا$.# ��$�' آ# در ����A'ه�
 	Q�د

( ){ } 0|)(|lim
0

=>−+
→

εtXstXP
s

 

 
 
  �*�) %2ا'1و  �*�) '.دار)  -1-2-2

 ���[�[U 

 ��دار�=� .، �_�B # ا
 از ��داره� �# ه�Bا
 دو  �B� &B ��دار
 و �Hب  'د در ��دار ا��


 ا@+�'��  �=�nR  ��  ���.� 

   ،��1R*(# ا�� آ# ��*(# ه� ا 'اد U]�]� ه�.�' و  T;.�n& از ��داره��=�


'G� �� را�� ا�� :O �� �� ����.� و . 
2R  ،  �*�BG� 
�=�YX −  .را �;�ن �� ده' 

 
�=�∞Rه� ا����.���
 ��دار
 ا�� آ# 	G'اد ��*(# ه�
 ��داره�
 	;�T& ده�'
 Aن �=� ، . 

                                        
14 Bara 





 ��دار�=�
 ��دار
 ا�� آ# 	�� ��B ��دار
 و �Hب ا�T�*� دو��دار،   ،ز�� �=�ز�� �_�B # ا
 از 

�=� را ����د Aورد ��G� ،'$�� #.�� .ا@+�'��  در 
�=�nR  �Cا ،( )nxxx )و  =1,..., )nyyy ,...,1=
���A '$�� 

  �+Oب دا�H رت�? #�∑
=

>=<
n

i
ii yxyx

1

=∑و ��م �� ا�'از
 �# ?�رت  , 2
ixx د�$ �� D��G	 . 

  $ 

 	�ا�� ز�� در�./  ا�/ ر��*# ا�.(�د�=�
 ا��از ': 

1-  �G��� ��01 ال��.�
 	�ا�� ا�=�( )RL2 : ���	 F�<�Cf 
�=� #� `+G.�( )RL2  
�Cا�� ه�

( ) ∞<∫ dxxf
2
|| .  ،�=�)�# ?�رت  �Hب داO+�در ا�/  ) ( )∫>=<

R
dxxgxfgf ��مو , f  رت�? #�

( )∫= dxxff
2

 . 	D��G �� $�د 

 �Cا( )CLgf 2, 
  �_�B # ا 'اد ��C :+.E�$' آ#  ∋���A ،'$�� ���+Oب دا�H  مو���# ?�رت  

( ) ( )dxxgxfgf ∫>=< )و  , ) ( )∫= dxxfxff د�$ �� D��G	. 

2-  � 

 	B�م د�)�*# ه��=��G��� ��01 �B2L:  #*�(�}F�<�C د }nx
�=� #� `+G.� 2L  
�Cا�� ه�

∑
∈

−
∞<=

zn
nxx

2
  .،�=�∑��Qرت  �Hب داO+�  در ا�/ 

=−−
>=<

n

i
ii yxyx

1
�# ?�رت  ��م و ,

∑
∈−

=
zi

ixx  .	D��G �� $�د 2

3- 
�=� �(* ( )ApL،∞<≤ p1  : ���	 F�<�Cf   #� `+G.��(* 
�=� ( )ApL  
�Cا�� ه�

( ) ∞<= ∫ pP

P
dxff

1


 p=∞ا�C  و ���A  ( ) ∞<=
∈

∞
xfessf

Ax
sup. 

4-  
�=�
 ه:  ه�+)�ت�=�
 ا@+�'��  �+)�ت�=� �	 ���B  �*�UnR �� ن راA �� ه� ا�� و��.� 'G� ��H �;�ن  

Fده� ��.  

5-  
�=�)	��� : ه�*'ر )xf #� `+G.� ه�*'ر  را 
�=�( )AC s
�Cه� F�<�C 

D*ا-  �Cاns =  
���A( )xf  ،n '$�� ��01 `.;� ر�� . 

10ا�C  -ب << s
���A 

( ) ( ) ( ) ( )












∞<
−+

∈= ∞
sh

s

h

xfhxf
RLffRC sup,: 

snssا�C  -ج ′+=<′< ,10  
���A 



( ) ( ) ( ) ( )








∈∈= ′∞ RCf
dx
d

RCRLffRC s
n

n
ns I: 

6 - �+��� 
�=� : ���	( )xf+G.� را #� `�+��� 
�=� ( )RW s
2  
�Cه� F���� ��( ) ( ) ∞<+

2

ˆ1 22

L

s

f ωω #آ ،

)در Aن  )ωf̂ #ر��� &�'(	  ���	( )xf'���� درω ا�� . 

  �C0ا=s ق�� 
�=� ،'$���(* 
�=���ق $��&  	B���  s=3,2,1..,�ا
 �Oاه' ��د و �  
�=�
�=� �(* 


 *)���ر �;.` ��01�' و ا�/ �;.]�ت �.�Os   #� `+Gاه' ��د آ# �=� Fدار���� D��G	 #��;� ا�� و  : 

( ) ( ) ( )













∞<+=

pL

s
s
p ffRW ωω ˆ1: 22 

 

7- ��� 
�=�
 ���در ز�� �� 	D��G از : �=�RI�ز
 ��W ه�B/ را �� �  ⊂ Fن �� آ����� . 

��ض آ��'   : 

                                                  ( ) ( ) ( )tftfh =∆  ?(�  	(�H& از ��	)#:  0

                                             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfhxf r
h

r
h

r
h

11 −−           r	(�H& از ��	)#: ∆=∆+−∆

 
( )r
h∆    
}��ا
 ��ز }IrhxIxI rh 
 ا�� =∋+∋'$ D��G	 . 

 a��Hr 
)	���  ام ه�Bار )ILf p∈ Fآ�� �� D��G	 را �# ?�رت ز�� : 

( ) ( ) ( )rhL

r
hthpr IftfW

p
∆= ≤sup;, 

>≥∞، s<�0# ازا
 �]�د��  p0  و∞≤< q0  ،r   #آ Fب �� آ���E.�rsrرا �V�ن ا ��م .  1−≥≥

��� 
�=� #B��  Fآ�� �� D��G	 را �# ?�رت ز�� : 

( ) qq

pr
s

B h
dh

hfWhf S
qp

1

0 , ;(
, 




= ∫
∞ −    ,            ∞<≤ q1 

 �Cا∞=q   Fآ�� �� D��G	: 

( )hfWf prhBS qp
;sup ,

,
= 

��م ��� 
�=�)�# ?�رت   ) S
qp

p BIL
ff

,
+ Fآ�� �� D��G	. 



  ��� 
�=�   
�S.��ه� ا�' و ا�/ آ!س را ��  ��م ���آ!س ����ر �Jر�C از 	�ا�� ا�� آ# دارا
qpF �;�ن ��  ,

Fل . ده��ان �³��  #�
�=�
  sC ه�*'ر �=� ��SB 
 ���+�و  ,∞∞�=� SW2 
�=� �� ،SB  . ا�� 2,2


 ���روا�: ��/ �=� : ��Qرت ز�� �� ��$'�=�ه�
 ه�*'رو ���+� ��  

�Cا 

( ) ( ) 10,,sup:
,

≤<






 ∞<∞<−+=

∞

−
sfxfhxfhfC

s

hx

s 

( )( ){ } 0,ˆ1: ≥∞<+= sfxFfW
P

SS
P 

�=��<� 	� ��	)#  ��pL از 	�ا�� در A 
�s�$' آ# �;.]<�  =    @�ار دارد  pLدر   

Fدر ا�/ ?�رت دار�:  

10,, <<=∞∞ sCB SS       

p
d

sCB SS
qp >= ,, 

2,2, ≤⊂⊂ pBwB S
p

s
p

S
qp 

2,,2 ≥⊂⊂ pBwB S
PP

S
P

S
P
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 %$�ر#"  - 1-3

��ض آ��'  -1-3-1{ }nϕ �� ا�� در�	از  
��اد
 ا�Oه�+)�ت 
�=���اد
 را . ��$' �O /ا�'��G.�  
�C ه� F�<�C 

mnmn ≠∀>=< ,0,ϕϕ 



gfدو 	���   -1-3-2 )از , )RL2  را'��G.�  
�C ه� F�<�C0, >=< gfF�����gfو ��  ⊥  #*�(�و د

{ } znnf ����F  اG.� �C��T� '#از 	�ا�� را   ∋nmnm ff ,, δ>=< . '��G.� 
��اد�O رت د����(  #�{ }nf را '��G.�

#T�  
�C ه� ،F�<�Cnf n ∀= ,1. 

1-3-1��5ل-  
��اد�O( ) ( ) ( ){ }1,0,0,0,1,1,0,1,1 −  
�=� . ا�� �.G��3R 'در 

��ض آ��'   -1-3-3{ }nS ϕ= ا���	از  
��اد
 $B�رش ��01�O#T� '��G.� 
��'   �� ��ز�� 
Iا   '$��

)و )ILf 2∈  
)در ا�/ ?�رت �� )∑
∞

=0n
nn xc ϕ  نA را آ# در( ) ( )∫>==<

I nnn dxxxffc ϕϕ,  ، 
��

��ر�#f  
��اد�O #� �(�� S F���� �� . 

1-3-4-  �Cاf وب��	 
] ��$' وπ2	���G �.��وب �� دور ]( )π2,02Lf ∈ 
�� 
���A ،∑
+∞

−∞=n

inx
nec  را 
��

��ر�#  ���	f  نA آ# در F�<�C( )∫
Π

=
2

02
1

dxexfc
inx

n π
. 

��ر�# -1-3-5 &�'(	   ���	( )RLf 1∈ Fآ�� �� D��G	 /��V را:  

( ) ( ) Rdxexff xi
R

∈= −
∫ ωω ω ,ˆ 

1-3-2��5ل-   �Cا 






>

≤
=

2/;0

2/;1
)(

lx

lx
xflFدار� ،: 

 

( )
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2/sin11ˆ
2/2/
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dxexf
lili

l
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xi
l

l

xi
l ω

ω
ωω

ωω
ωω =

−
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−
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)،  �k# ازا
 ه�  'د ?���  -1-3-6 )kxf  . fF�<�Cا�.]�ل ?��� �� ا�.]�ل 	��� را   −

)	���   ،�j# ازا
 ه�  'د ?���  -1-3-7 )xf j2   �� ع را��	ا  ���	( )xf F�<�C. 
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Nβββو  α<1آ# در Aن  <<< ا 'اد ·��� U]�]� ��د
 و10....
kC   ���· ا 'اد �ه:+.E� �� ،'�.د*#  ه��G�


 �� $�د  �G�د*# ا	��ع�� ��   	(�H+� دو �]����'���� . 

 'د ?��� و j2=α ،jدار���G� F و@.� آ# در ا�/ ر��*# �� U�O �*�ص ا�����# �G�د�ت �� و آ�ر  

kk =β وkC '�.ه� �[�[U ا 'اد �ه . 
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k kxfCxf   ���	 �� را �;��B�1F�<�C . 
 	��� �G)# ا

�'  � آ!ه�	��و�$ �� ���G� a�	�	 /د*# ه�.�' آ# �# ا��G� /ا� 
 : دو ��اب ��W ?(�،  از ��ا�<�
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1-3-11-  �SO 
�=�
 ه�+)�تاز  Vز�� �=� H  ز��را #.�� 
�=� H  
�C ه� F�<�CV  ط�[� #Bه &��$

 �Cا #Tر��S� '$ �� 
'UVK n −→oو  ∋
∞→n

n xx و⊥V  '��G.� 
�=� در ا�/ ?�رت. ��$' Vز�� 

  VyyxVx ∈∀>=⇒<∈ ⊥ 0, 

1-3-12- 
�C #�3	  ���	f  �� راf Supp   �� و ��ا�� ا�� Fن �� ده��;�( ){ }0: ≠xfx . 

}د�)�*# 	�ا��  -1-3-13 }jf را#T� '��G.�   
�Cه� F�<�Cjf و '�$�� '��G.� دو�'و �1ه=jf. 

}د�)�*# 	�ا��  -1-3-14 }jf F.��� را �&ه��آ '��G.�   
�Cه� ،F�<�Cjf دو �# دو �ه'��G.�  #Bه 
 �j�$�' و ��ا

jf=1ه� ،  )�#  )�رت د��� ه� 	��� . ه� 	��� ?(� ��$' ��jf ه� آ'ام از  � �.G��'	��و 	�<�   )RLf را  ∋2

 .ه� 	]��a زد �jf.�ان �� 	�آ��SO a �.��ه� د*�Eاه� از 

 

 

 و %�ر#=A  Bن �2?< ه��=��.) در �2رد  - 1-4

�ف �� ��.�ا
 ��W ر���H و 	�ا���� ��� در آ�ر��د ه�.�' و  ��ا
 	_�J# و 	�+�& ا�Jار
 @��& ا�SG ���% ه�

�� از ز��ن �� �T�ن آ#����
 �� ��ج   �� 	��� '���� '� . $�د، �# آ�ر �� رو

���+� از 	�ا�� او*�/ ��ر 	��:   # �B_� a�U�� ���	 %� P��B� 
ر���H'ان و ��3�J'ان ��ل  ،ژوزف ��ر�# ا�'

 
��د��  +�م را�� �# ١٨٠٢-¬١٨٠ه�A در 
�.# $' "� ر��*# ا�C ر�ا�� �3�	 P��B� 
در . ا�.;�ر �Uارت، ��ا

 '���� ���	 %� #3�A 
�B��P داد
 $�د، �# fوا@� ��ا 
ا���� ·��� ��د �# �� 	�ان  ��ر�# $��
 ا
 ��د
 و �;�د

��B_� %B # از ���ر ه��� #� #���د  
�' ا�.(�د�$ �� #.O�� ا�� ����س وار�	ه� از ��.��� 
 �#  )�رت. ا
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 ا�'، ز��ا ��ا
  1��# ه�'�A در  +�م، در �	ا�.� 
��ق ا*G�د 
��Qرت ا�Jاره��� ا����، �� ��ر��ده�

P��B� �B� #_�.���اوا�� �3�ر �� رو�' �ا��اع �.G'د
 از 	�ا�� و در  �3�J�� 
1��#  ز��ن � DGH� 0C$�. ه�

��ر�# 
��ا
 	�ا�� �� �����*<�
 0Cرا آ# رو
 �J� PEر�C از دا��# �Oد  ��: ��ر�#ا�.(�د
 از . $'�B���ن  ه�

���� a���� ،'�.از . ?(� ه� 
��ر�#ز��ا 	G'اد ز��د 
�زم ا�� 	� �.�ان �� ) ���<�
 ������( �À*(# ه�

�����1.�� را �B��P داد . 

��� �����ل ه�  ��: ��ر�# !و
 �� Aن ���� 
��' ه� �]: ��.�ا �B�را �B��P �� ده'، در U�G� #3�*+�م 

�Y در V# ز���� ا	(�ق ا�.�د
 ا��������،در ��رد . �� 
��'، ا�� در��:  ����*<� �B�ا�/ و�,�C �;3+� ا�_�د 

'���� �����ل در ز��ن ���G+�م ��@� �� ������ 
��، ��.�ا������در ز�� دو �����ل . ��ر�# �% �����ل ����و  

��Sر �# �;�ه'
 �� $�د . ه��% را �� ����' ��: ��ر�#�Bر�#ه����� ا�/ دو �����ل را  روش ���� 
��.�ا

�;�ن �� ده' Fه '����. 

 



 
��دو  -3$1-1& ���� ه��% ��: ��ر�#و  �����ل 

 

�# 	��:  	�ا�� �1_�
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�� ا�.(�د
 از  ¬١٩Áدر ��ل  ،�(C Y����ر�# �1_�
 ا
 ارا># $'] 44[15د &�'(	  ،��G� �

 :��Qرت ز�� 	D��G �� $�د tدر ز��ن  tx)(�����ل  ��ر�# �1_�
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در 	)'�& . $'
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 رو
 �����ل  �1_�'$ D��G	)(tx  ن�از ز�t  �	t′ ا�� . a�	�	 /س ا�/ روش �# ا��ا�

��' روش �1_�
 ا
ا�� �# در ا�/ ��*ω  ل�و در "�ل ���� #.��C ل @�ار����� 
t ( P�1رو
 	B�م �]�د�� (رو

 .�� رود

 

 
 روش ��ر�# �1_�
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��'، ا��  �J� aرگ Aن، وا��.�� ا�/ روش ا�/ روش ��  �� ÃE;� !������ �����ل در ز��ن را ���� 
.�ا


 	��:  .ا�.E�ب $'
 ا�� �1_�
�# ا�G�د '$ ���G� F.���  �@در وا ،���C 
�=�	;@ %� &�3�a* �� �% 1��# در 

)(2 RL'ده �� . 
�=�2)(ا�C ا�/ ���.�E� Fاه' در  RL  ن را�ل در ز������ ������� 
��B 	�ا�' ��.�ا ،'$��

'�� ÃE;� !��� #� a�	�	 /ا� #� �Cا 
�_�1   �Cو ا Y����� 
دارا
 ا�G�د ��V% ��$'، ا�/ 	)'�& در ��.�ا

'�� �� &B  D�GH ن�ز� 
�)�گ  'م @��GS ا?&.( �1_�
 دارا
 ا�G�د �Jرگ ��$'، در��.�اJ16ا� ( 
��ا

� #G*�S� #� #و�%�;.� در ا�/ ز��������'] 100[ 17و�'ا #Gا���. 

�# ا�/ ?�رت ��د آ# او ��ا
  ه�را��س آ�ر . ��د ا$�ر
���% ه� �#  ،١٩٠٩او*�/ ��� ��د �# در ��ل  ه�ر

'���� #.���1 ���	 �� a��[	f  
] در ��ز ]1,0 ��� 'Uوا 
)�' از �� 	��� 1+# ا )x0ϕ ل ه� زوج�[.�$�وع آ�د و �� ا

 : 1+# �_�ور �# ?�رت ز�� 

( )


 <≤

== ≤≤ 0اCاجرياس

101
1 100

x
x xϕ 

( )















<≤−

≤≤

=−=
<≤<≤

0اCاجرياس
2
1

4
1

1

4
1

01

11
2
1

4
1

4
1

0
2 x

x

x
xx

ϕ

( )















<≤−

≤≤

=−=
<≤<≤

0اCاجرياس

1
2
1

1

2
1

01

11
1

2
1

2
1

0
1 x

x

x
xx

ϕ 

 a�	�	 /�Bو�# ه 

( )
jjjj

k
x

kk
x

k
n x

2
1

2
2
1

2
2
1

2

11
+

<≤
++

<≤

−=ϕ 

                                        
16   Heisenberg’s uncertainty principle 
17 Vidacovic  


