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  جبر خطیمروري بر 
   مقدمه 1-1

ها بسیار مشکل و در حالت کلی       هاي خطی بدون استفاده از نظریه ماتریس      پرداختن به مباحث مدل   

اي و  ریف پایه امختصري از تع   لذا قبل از پرداختن به موضوع اصلی این پایان نامه            .غیر ممکن است  

بـه کمـک    . کنـیم  مـرور مـی    ،شودهاي بعد لازم می    فصل در ها را که  مطالب مربوط به جبر ماتریس    

 ـنپیچیده و طولانی داربه محاسبات  نیاز  بسیاري از نتایج آماري را که       توان  مطالب این فصل می    ه د ب

، )1982 (1لیرس ـ توانیـد مـی ارائه شده بیشتر و اثبات برخی از نتایج      جزئیات  براي  .  انجام داد  آسانی

و یـا هـر کتـاب       ) 1969 (5گریبیـل  ،)1967 (4 مارکوس ومـاین  ،  )1997 (3، شات )1997 (2هارویل

   . ها را ببینیدمربوط به جبر ماتریس

                                                
١ Searle ٣ Schott ٥ Graybill 

                                                                                         and Mine  Markus٤       Harville٢  



 ٢

   گذاري وتعاریف نماد1-2

},...,{ کنید فرض. 1- 1تعریف 11aa pqمجموعه اي از pqآرایه مستطیل شکل .  عدد حقیقی باشد
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qpبا ابعاد  ستون است یک ماتریسq سطر وpاز این اعداد را که شامل  × 

)(نویسیمبه اختصار می  ونامیم ija=A.  1به ازاي=qماتریس A بردارp شودنامیده می بعدي. 

رنگ براي نشان حروف کوچک و پر  و ازهابراي نمایش ماتریس حروف بزرگدر این تحقیق از 

  .دادن بردارها استفاده می کنیم

هاي خاص مانند ماتریس مستطیلی، ماتریس مربعی، ماتریس قطري، آشنایی با برخی از ماتریس

 و  بالا مثلثی و پایین مثلثیاتریس متقارن، ماتریس نامتقارن، ماتریس صفر، ماتریسماتریس واحد، م

 برخی از اعمال ماتریسی مانند دلیل اختصاره  همچنین ب.شود میفرض دانسته توانماتریس خود

ها و برخی از ماتریسعوض  در .کنیمها را تعریف نمیده و اثر ماتریس، ترانهاتفریق، ضرب جمع،

شود و در عین حال در پرداخته میها تر جبر خطی که در متون کلاسیک کمتر به آناي مهمهعملگر

   .شوندهاي خطی کاربرد بیشتري دارند تعریف و بررسی میبحث مدل
  

  ماتریس افراز شده •

   .شودهایش نوشته بر حسب زیر ماتریس ماتریسی است که 1ماتریس افراز شده. 3-1تعریف 

)(مثلا ماتریس ija=A با ابعاد qp صورته ب ×
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A هايبه زیر ماتریسijAبراي  

21,, =ji 11هاي که زیر ماتریس طوريه ب افراز شده استA 12 وA داراي تعداد سطرهاي مساوي 
  . هستندهاي مساوي  داراي تعداد ستون21Aو11Aو 

ها ی افراز شده باشند که زیر ماتریس به قسم وباشند) ضرب پذیر( سازگار B وAاگر دو ماتریس
 سطر در ستون با زیر توان با روش معمول ضرب را میABگاه حاصل ضرب، آنار باشندنیز سازگ
  .اعضا انجام دادها به عنوان ماتریس

                                                
١ Partitioned Matrix                   



 ٣

هاي بزرگ و انجام محاسبات تن ماتریسهاي افراز شده باعث سهولت در نوشاستفاده از ماتریس
  .کنیممی جدا |تبا علامرا هاي ماتریس افراز شده  بعد زیر ماتریسهايدر فصل. ماتریسی می شود

  
  دترمینان  •

ppبا ابعاد Aدترمینان ماتریس مربعی. 4- 1تعریف ||که با × Aبه صورتشود  نشان داده می     
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)()( ماتریسijA در آنهکشود،  میتعریف 11 −×− ppاست که از حذف سطر iام و ستونjام 
  .آید بدست میAماتریس

   .کنیم دترمینان اشاره میبرخی از خواصدر زیر به 

)(اگر -1 ija=A گاهمثلثی یا قطري باشد آن∏
=

=
p

i
iia

1
|| A.   

||||گاه یک اسکالر باشد آنc اگر-2 AA pcc =.  
3-|||||| BAAB =.  

هاي بالا  را به ماتریسآنتوان می، Aدر حالت کلی براي بدست آوردن دترمینان ماتریس
LUA یعنیکرد تجزیه L)( و پایین مثلثیU)(مثلثی از گاه  آنباشد) معین مثبت( o>Aاگر .=

LUیعنی(کنیم استفاده می 1تجزیه چولسکی LLA، بنابراین=′ را با استفاده از آن دترمینان و  )=′
که در بریم را به کار می 2تکنیم، در غیر این صورت تجزیه کرو محاسبه می  سومخاصیت اول و

  .)1979 ،همکاران و3ماردیا(  همگی یک هستندUصر قطرياآن عن
  
 ماتریس متعامد •

IAA را متعامد گویند اگرAمربعماتریس . 2- 1تعریف  =′) Iبراي ).  ماتریس واحد است

  : خواص زیر برقراراستA 4ماتریس متعامد

1- AA ′=−1  

2- IAA =′  

                                                
١ Cholesky decomposition 
٢ Crout 
 Mardia٣ 

٤ Orthogonal Matrix 



 ٤

3- 1±=|| A  

  .  متعامد استAB متعامد و سازگار باشند در این صورتB وAهاي اگر ماتریس-4
  

  ماتریس وارون •
IAAAAاست که در شرط A−1 ماتریس یکتاي1A ماتریسوارون. 5- 1تعریف == −−  صدق 11

   .ناویژه باشد یعنی دترمینان آن مخالف صفر باشد وارون آن وجود دارد Aاگر ماتریس. کندمی
  :کنیمرا بیان می وارون خاصیت دودر زیر 

111گاه  آنابعاد مساوي باشند ناویژه با B وAهاير ماتریس اگ-1 −−− = ABAB)(.   
ccBبه صورت اگر یک ماتریس مربع -2   یک ماتریسBبردار و یک c ناویژه باشد که در آن+′

گاهناویژه است آن
cBc

BccBBccB 1

11
11

1 −

−−
−−

′+
′

−=′+ )(.  
توان روش تجزیه چولسکی را به می A−1براي محاسبه  متقارن باشدAاگر ماتریس در حالت کلی

LLبه صورت را A، یعنیکار برد از  هگاایین مثلثی است تجزیه کرد و آن ماتریس پLکه در آن ′
111خاصیت اول وارون −−− ′= LLA که پیدا کردن وارون و باید توجه داشت  . را بدست آورد)(

   .هاي کلی استماتریستر از هاي مثلثی بسیار سادهدترمینان ماتریس
  
  مقادیر ویژه و بردارهاي ویژه •

ppس مربعی با ابعاد یک ماتریA اگر.6- 1تعریف )(||گاهآن باشد × IA λλ −=q  یک چند
1λλ، یعنیλq)( ریشهp. استλ بر حسبpاي درجهجمله ,...,p و حقیقی اعدادکه شامل  را 

گاه بعضی  داراي ریشه مکرر باشد آنλq)(اگر.  گویندA ماتریس2 مقادیر ویژهاستمختلط 
  .ها مساوي خواهند بودiλاز

piبه ازاي هر −=o داریم=1,..., || IA iλبنابراین ماتریس ،IA iλ− لذا یک بردار . ویژه است
γγجود دارد که در رابطه وγمخالف صفر مانند iλ=Aربردا ،کند صدق میγ  که در این رابطه را

-ه با درایγگاه بردار ویژه آنγγ′=1اگر . منامیمی iλ متناظر با مقدار ویژه3کند بردار ویژهمیصدق 
  .نامند می)یکه شده (هاي حقیقی را استاندارد شده
 هايافزارها مقادیر ویژه را به روشافزار باید توجه داشت که نرمدر محاسبه مقادیر ویژه با نرم

. صورت اعداد مختلط چاپ شونده  بهمه مقادیر ویژه بنابراین ممکن است .کنندعددي حساب می

                                                
١ Matrix Inverse  
 Eignvalues  ٢ 
٣ Eignvector 



 ٥

نگاه کنیم و چنانچه قسمت موهومی خیلی کوچک مثلا عددي ما باید قسمت موهومی این اعداد را 
1210365چون −×−  عدد حقیقی در نظر  باشد با نادیده گرفتن قسمت موهومی آن را به عنوان,

افزارها ، معمولا نرم بردارهاي ویژه منحصربفرد نیستندکهبا توجه به این براینعلاوه . بگیریم
    .کنندبردارهاي ویژه را پس از یکه کردن چاپ می

 در چهارم خاصیت کنیم اشاره میهاحاصل ضرب ماتریس مقادیر ویژه خاصیت چنددر زیر به 
  . شودحالت کلی بیان می

pnهایی با ابعاد ماتریسB وA اگر-1 np و×   و ABگاه مقادیر ویژه مخالف صفر آن، باشند×
BAها یکسان است برابر و مرتبه تکرار آن.  

nnهاي مربعماتریس P وA اگر-2 APP وAهگا آن، ناویژه باشدPوباشند  ×  داراي مقادیر −1
  .نندویژه یکسا

nnهاي مربع ماتریسC وAاگر -3 CPP وAگاه آن، متعامد باشدCند و باش×  مقادیر داراي −1
  .یکسان هستند ویژه

  .اندتمام مقادیر ویژه آن اعداد حقیقیگاه  آن،ک ماتریس حقیقی و متقارن باشد یA اگر-4
ppبا ابعادیک ماتریس متقارن  A کنیدفرض) 1جردنی یا تجزیه قضیه تجزیه طیف( .1- 1قضیه × 

),...,( کنیدفرض همچنین .دن باشiλ  بردار ویژه یکه شده نظیرiγو pdiag λλ1=Λ)  ماتریس
)|...|(  و )قطري pγγΓ   صورته توان ب را میA ماتریس، در این صورت=1

∑ ′=′= iiiA γγΓΓΛ λ  
   .نوشت
  .را ببینید) 1977 (2جري  براي اثبات.برهان

  
  استقلال خطی و رتبه •

1aaبعديp مجموعه بردارهاي.7-1تعریف  ,...,k مستقل خطی هستند اگر هیچ یک از این بردارها 
1cckهاي عدديیعنی ثابت. ایر بردارها بیان کرد ترکیب خطی از سبه صورترا نتوان  که همه ( ,...,

++=oوجود ندارند به قسمی که ) صفر نیستند kkcc aa ...11) oبردار p بعدي شامل عناصر 
  .)صفر است

                                                
١ Spectral Decomposition or Jordan Decomposition  
٢ Giri 



 ٦

 مستقل خطی آن يها)ستون( ماتریس مربع یا مستطیل برابر تعداد سطرهر 1 رتبه.8- 1تعریف
 تعداد ینیمماگر رتبه ماتریس برابر م. دهیم نشان میAr)( را باAرتبه ماتریس. باشدماتریس می
  . در این صورت ماتریس را رتبه کامل گوییم،ن باشدهاي آستون سطرها و

qpبا ابعاد  Aبراي تشخیص رتبه ماتریس ×)( qp توان به دو روش با استفاده از نرم افزار می <
  :زیر عمل کرد

ي دیگر را به عنوان متغیر مستقل در نظر هارا به عنوان متغیر وابسته و ستون یک ستون دلخواه -1
12  اگر.گرفت و به کمک نرم افزار یک مدل رگرسیون بدون عرض از مبدا برازش داد <R 

qrگاه بردارها مستقل خطی هستند و آنباشد ) ضریب تعیین( =)(A12اگر. باشد می =R  در باشد
با سایر است یک رابطه خطی بین برداري که به عنوان متغیر وابسته در نظر گرفته شده صورت این 

=−1بردارها وجود دارد یعنی qr )(Aشود در این 2 و اگر نرم افزار دچار خطاي ماتریس ویژه 
وجود دارد اند متغیرهاي مستقل در نظر گرفته شدهبردارهایی که به عنوان صورت روابط خطی بین 

   .توان مجدد از رگرسیون کمک گرفتمیها  براي یافتن آن.ها را یافتکه ابتدا باید آن
  .حساب کردتر تر و سادهسریعتوان رتبه ماتریس را می R یاSplus در نرم افزارqr با فرمان-2

  . کنیم بیان میرا در حالت کلیرتبه  ویژگی چنددر زیر 
)()(گاه  سازگار باشند، آنB وAهاياگر ماتریس -1 AAB rr )()(و ≥ BAB rr ≤.  
   : داریمA براي هر ماتریس-2

).()()()( AAAAAA rrrr =′=′=′  
pp و×nn با ابعادC وBهايیسماتر  اگر-3 )()(گاه، آنناویژه باشند × ABAC rr =.  
  .آن استاش برابر تعداد مقادیر ویژه مخالف صفر گاه رتبه، آن متقارن باشدA اگر ماتریس-4
  
  ضرب کرونکرحاصل •

)( کنیدفرض .9- 1تعریف ija=A یک ماتریسqp )(و × ijb=B یک ماتریسnm× در . باشند
  صورته  بB و3Aضرب کرونکرحاصلاین صورت 
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  .دهیم نشان می⊗BAنماد این ماتریس را با.  است×qnpmشود، که یک ماتریس تعریف می

                                                
١ Rank 
٢ Singular Matrix Error 
٣ Kronecker  Product 



 ٧

pn یک ماتریس با ابعادXفرض کنید .10- 1تعریف  مولفه np برداري بانشان دهنده VXو ×
)||...|(برداربه . بدست آمده است Xهاي ماتریساز ادغام ستونباشد که  ′′′′= P

VX xxx که از  21
 .گویند می1Xآید، فرم برداري شده بدست میXهاي ماتریسادغام ستون

  :)1979 ماردیا و همکاران، (آیند خواص زیر به آسانی بدست می10-1  و9-1 فریبا توجه به تع
1- BABA ′⊗′=′⊗ )(  
2- )()())(( BGAFGFBA ⊗=⊗⊗.  

B ،111 وAهاي ناویژه براي ماتریس-3 −−− ⊗=⊗ BABA )(.   
4- CBCACBA ⊗+⊗=⊗+ )(.  
5-CABACBA ⊗+⊗=+⊗ )(.  
6-VV XABAXB )()( ⊗′=.  
  
  دستگاه معادلات 1-3

cxدستگاه معادلات خطی   =A    را که در آن A ماتریس pn ×،x 1 بردار×p و c 1 بردار×n  اسـت  
pnاگـــر. در نظـــر بگیریـــد ه صـــورت بـــردار  بـــxگـــاه جـــواب، آن نـــاویژه باشـــدA و=

cxبفردرمنحص 1−= Aاگر. آید بدست میpn  بیـشتر از تعـداد   Aهـاي یعنـی تعـداد سـطر    باشد <
cxگاه   آن ،هاي آن باشد  ستون =A   هـاي اگر تعـداد سـطر    .  داراي جواب نیستA      کمتـر از تعـداد 
pn یعنی  باشد ي آن هاستون cxگاه، آن > =A  2اسـچالج رنچـر و  ( نهایت جواب اسـت  داراي بی ،
cx اگر دستگاه معادلات   .)2007 =A      شود سازگار است و اشد گفته می   داراي یک جواب یا بیشتر ب

  .دستگاه داراي جواب نباشد آن را ناسازگار گویندر اگ
cx دستگاه معـادلات   .2-1قضیه =A       اگـر  جـواب اسـت اگـر و فقـط          حـداقل داراي یـک بـردار         

)|()( cAA rr   . را تغییر ندهدA ماتریس رتبهc بردارافزودن، یعنی =
  . را ببینید)1384(نوش و بزرگ نیا ذرآ براي اثبات .برهان

  
  س معین مثبتو ماتری هاي درجه دومصورت 1-4

1xxp از متغیرهاي حقیقی3 درجه دومصورتیک    صورته  عبارتی است ب,...,

)1-1(  ,ji

p

i

p

j
ij xxaQ ∑∑

= =

=
1 1

   

                                                
١ Vectorization Form 
٢ Rencher and Schaalge 
٣ Quadratic Form   ٤ Generalized inverse 



 ٨

),...,(با فرض .اندهاي حقیقی ثابتijaکه در آن ′= pxx1xو )( ija=Aتوان نوشت می:  
)1-2(    .xx A′=Q   

 توان ماتریسمیهاي متقارن سروکار داریم ماتریسمعمولا با هاي خطی جا که در مبحث مدلاز آن
Aرا در فرم درجه دوم Qمتقارن اختیار کرد .  

xx یا فرم درجه دومA ماتریس مربع.11- 1تعریف A′گوییم اگر به 1 وابسته به آن را معین مثبت 
oxازاي هر  ′<oداشته باشیم ≠ xx Aگوییم اگر به ازاي هر2 و آن را نیمه معین مثبت ox  داشته ≠

′≤o باشیم xx A.  

   .کنیممیدر زیر بیان  هاي معین مثبتماتریسدر ارتباط با را  قضیه دوو  ویژگی دو
  . نیز معین مثبت استA−1گاه یک ماتریس معین مثبت باشد آنA اگر-1
معین مثبت  نیز ′APPگاهآن  یک ماتریس معین مثبت باشدAناویژه و یک ماتریس P اگر-2

  . است
pp ماتریسی متقارن و حداقل نیمه معین مثبت با بعدAفرض کنید .3- 1قضیه  pr و رتبه× ≤ 

rp مقدار ویژه مثبت است وr دقیقا دارايAباشد، در این صورت  مقدار ویژه دیگر برابر −
 .نداصفر

   .را ببینید) 1977(جري براي اثبات  .برهان
qp ماتریسی با بعدAفرض کنید .4-1قضیه  ×)( qp  کمتر Aاگر رتبه  باشد، در این صورت>

AAگاه آن، باشدpاز -باشد آنسطري  پر رتبه Aاگر ماتریس  متقارن و نیمه معین مثبت است و′

AAگاه   . معین مثبت است′
  . را ببینید) 1977(براي اثبات جري . برهان

 
    وارون تعمیم یافته5- 1

 نیاز خواهیم 4 یافته به استفاده از وارون تعمیمهاي خطی رتبه ناقصجا که در مبحث مدلاز آن
  داشت لذا در این بخش به اختصار برخی تعاریف و خواص مرتبط با وارون تعمیم یافته را بیان

  .کنیممی
pn با ابعاد Aماتریس  وارون تعمیم یافته.12- 1تعریف np با ابعاد A− ماتریسی است مانند× × 

  :  کندکه در شرط زیر صدق می
A.AAA =− )1-3 (                                                                                              

  .وارون تعمیم یافته همواره وجود دارد اگر چه به طور کلی یکتا نیست
                                                

٢ Positive definite  
٣ Positive semidefinite    



 ٩

 در قضیه اول برخی از خواص وارون تعمیم یافته و در قضیه دوم .کنیمدر زیر دو قضیه را بیان می
  . شوندوارون تعمیم یافته ماتریس در حالت افراز شده داده می

pn ابعاد  باAفرض کنید. 5- 1قضیه اگر .  باشدA یک وارون تعمیم یافتهA−، وr با رتبه×
−′ )( AAیک وارون تعمیم یافته AA′گاه باشد، آن:  
1-rrrr === −− )()()( AAAAA   
2-)( ′−Aیک وارون تعمیم یافته A′است، یعنی )()( ′=′ −− AA  
3- AAAAAA ′′= AAAAAA و)(− ′′′=′ −)(  
4- AAA ′′ AAAA است، یعنیA یک وارون تعمیم یافته)(− ′′= −− )(  
AAAA ماتریس-5 ′′ ′− است و نسبت به انتخابr متقارن با رتبه)(− )( AAباشد، یعنی  پایدار می

AAAAمقدار  ′′ ′− با تغییر)(− )( AAماند ثابت می.  
  .را ببینید) 2007 (رنچر و اسچالجبراي اثبات . برهان

  
pnیک ماتریس Aفرض کنید .6- 1قضیه   : و به صورت زیر افراز شده باشدr با رتبه×









=

2221

1211

AA
AA

A , 

 
rr ماتریس11Aکه در آن صورت ه  بA تعمیم یافتهوارونیک در این صورت .  استr با رتبه×
  :زیر است









=

−
−

OO
OA

A
1
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  .هستندشامل اعداد صفر با ابعاد مناسب  Oهايکه در آن ماتریس
  .را ببینید) 2007 (رنچر و اسچالجبراي اثبات . برهان

  
  ن تعمیم یافته و دستگاه معادلات وارو 1-6

cxتگاه معادلاتاگر دس =A سازگار باشد و ماتریسAگاه آن، وارون پذیر نباشد cx −= A  یک
هاي  براي یافتن تمام جواب. استA تعمیم یافتهوارونیک  A− که در آنجواب دستگاه است

cxدستگاه معادلاتممکن  =Aبه یکی از دو روش زیر عمل توان  می در صورتی که سازگار باشد
  :)238 صفحه 1982سیرل،  (کرد

hAAIA درA− خاصوارون با استفاده از یک -1 )( −− −+= cx قادیر ممکن و استفاده از م
     .hبردار
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cx درA− استفاده از تمام مقادیر ممکن-2 −= A.  
cxکه دستگاه معادلاتشرط لازم و کافی براي آنیک  =Aتواند بر حسب وارون  می سازگار باشد

  .بیان شودصورت زیر ه ب Aتعمیم یافته
cx دستگاه معادلات.7- 1قضیه =Aتعمیم یافتهوارون هر  سازگار است اگر و فقط اگر براي −A 

cc رابطهAاز =−AAبرقرار باشد  .  
   .د را ببینی)1982( سیرل  براي اثبات.برهان

  .است 2-1قضیه صورت دیگر قضیه این واقع در 
مجموع مربعات مثل (هاي دیگر ها و برخی آمارههاي خطی رتبه ناقص براي برآورد پارامتردر مدل

هاي دستی یا هر چند در روش. استفاده کنیم  باید از وارون تعمیم یافته)مربوط به پارامترهاي خطا
 ولی باید توجه نمود که وارون تعمیم یافته به ،کنیمپیدا میفته کامپیوتري صرفا یک وارون تعمیم یا

هایی که با استفاده از وارون تعمیم لذا برخی از پارامترها و شاخص. نیستطور کلی منحصر بفرد 
 .آیند قابل استفاده نخواهند بودیافته به دست می
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  دومفصل 
 

  یرههاي خطی تک متغمدل
   مقدمه 2-1

. دهندهاي مهم در علم آمار روابط میان متغیرها را نشان میهاي خطی به عنوان یکی از شاخهمدل

مثلا در علوم . گیرندهاي علمی مورد استفاده قرار میها و روشها در بسیاري از زمینهاین مدل

طرح مراحل تحقیق و هم بیولوژي، فیزیک و علوم اجتماعی، همین طور اقتصاد و مهندسی، هم در 

-هاي خطی پایه و اساس بسیاري از مدلعلاوه براین، مدل. در تحلیل نتایج به دست آمده مفیدند

اعم از (هاي رگرسیونی خطی چندگانه، آنالیز واریانس و آنالیز کوواریانس هاي آماري مانند مدل

-هاي رتبه کامل و مدلع مدلهاي رگرسیونی عمدتا از نوهستند که مدل) یک متغیره و چند متغیره

به این دلیل که برخی . باشندهاي رتبه ناقص میهاي آنالیز واریانس و آنالیز کوواریانس از نوع مدل

 هاي چند متغیره تعمیم داد، در این هاي بعد به مدلتوان در فصلهاي تک متغیره را میاز نتایج مدل
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  .دهیمهاي آنالیز واریانس ارائه میون و مدلهاي رگرسیفصل مطالبی را به طور مختصر از مدل

 مدل رگرسیون خطی که شامل یک متغیر .کنندرابطه بین متغیرها را بررسی می یرگرسیونهاي مدل

 ،بیش از یک متغیر مستقل باشدشامل در صورتی که و مستقل باشد، مدل رگرسیونی خطی ساده 

 را معمولاً به صورت زیر گانهچندرسیونی مدل رگ. شود چندگانه نامیده میخطی مدل رگرسیونی 

  :دهند نشان می

)2-1 (                                                                       ,... εβββ ++++= kk xxy 11o   

1xxk متغیر وابسته، yکه در آن ,..., k و ) رگرسیونی(ستقل متغیر مiβهایی هستند که  ثابتها

مؤلفه خطاي  ε پارامتر عرض از مبدأ وoβ .شوند  یا پارامتر نامیده میی رگرسیونمدلضرایب 

)شود   میفرضیه همچنین. استتصادفی  ) o=εE،( ) 2σεVar  k=1 اگر. اند همبستهها ناεو  =

هاي رگرسیون براي اهداف مختلفی از از مدل .شود  نتیجه می خطی سادهیمدل رگرسیونباشد، 

  :توان استفاده کردجمله مطالب زیر می

oββبا برآورد پارامترهاي:  پیش بینی-1 ,...,kتوان اثرات کلی میxها برyها را پیش بینی کرد.  

هاي محققان از مدل تعریف شده براي خلاصه کردن یا توصیف داده: ها توصیف یا تفسیر داده-2

  .کنندمشاهده شده استفاده می

توان براي ها را مدل سازي کنیم، مدل برآورد شده را میxوyاگر رابطه بین:  کنترل خروجی-3

  . کنترل خروجی یک فرآیند در اثر تغییر دادن ورودي به کار برد

، کوك و )1980( و همکاران 1هایی چون بلسلیل در مورد شناخت رگرسیون در مرجعبحث مفص

  . استارائه گردیده )1977( 3سبرو ) 1982( 2وایزبرگ

معمولا صفر یا  x مقادیردر آن هستند که هاي خطی واریانس حالت خاصی از مدلهاي آنالیزمدل
مثلا . پردازیمها به مقایسه چند جمعیت یا مقایسه چند شرط در مدل میدر این مدل. یک هستند

نوع کاتالیزور در یک فرآیند صنعتی ها را براي چهار خواهد میانگین فرآوردهفرض کنید محققی می
                                                

   
١ Belsley 
٢ Cook and Weisberg 

Seber ٣ 
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- مشاهده را میn4 مشاهده از هر کاتالیزور به دست آورده باشد، یک الگو برايnاگر. مقایسه کند

  :توان به صورت زیر نوشت
)2-2(    ,,...,,,,,, njiy ijiij 14321 ==++= εαµ  

4321ام است و فرض مورد نظر به صورتiاتالیزور اثر کiαکه در آن αααα ===:oHبیان می -

 1هایی چون مایرز ومیلتونتوانید در مرجعهاي آنالیزواریانس را میبررسی مفصل مدل. شود

  .ببینید) 2007(و رنچر و اسچالج ) 1973 (2، ریدر)1991(

-هاي خطی رتبه ناقص به طور مجزا مطالعه می رتبه کامل و مدلهاي خطیها، مدلدر بیشتر کتاب

ها و مطالب مربوط به هر ولی در این فصل به دلیل اختصار و کاهش حجم مطالب، آزمون. شوند

هاي خطی رتبه لذکر این نکته قابل توجه است که مد. گیرنددو نوع همزمان مورد بررسی قرار می

مفهوم این مطلب این است . هاي رتبه ناقص در نظر گرفت مدلتوان حالت خاصی ازکامل را می

هاي خطی رتبه ناقص بیان کرد و هر جا ها را مستقیما براي مدلتوان همه مطالب و آزمونکه می

ص در  آن را به عنوان حالت خاXX)(− به جايXX)(−1مدل رتبه کامل باشد، مثلا با قرار دادن 

  . نظر گرفت

  

  چندگانهخطی  رگرسیون 2-2

بـیش از یـک متغیـر رگرسـیونی باشـد،           شـامل   رگرسیونی کـه    مدل   ، اشاره کردیم   نیز که قبلاً  چنان

کنـیم یـک متغیـر     در واقع در رگرسیون چند گانه سعی می     . شود  چندگانه نامیده می    خطی رگرسیون

12چند متغیر پیشگو یا مـستقل       پاسخ یا وابسته را بر مبناي یک رابطه خطی فرضی با             xxxk بـه   ,...,,

 ـnاي بـه حجـم    بیان شـد، بـراي نمونـه   ) 1-2(مدل رگرسیون خطی که در رابطه     .  آوریم دست ه  ب

  :شودصورت زیر نوشته می

nixxxy iikkiii ,...,,... 12211 =+++++= εββββo                                      )2-3(  

                                                
  Myers and Milton١ 

Reader ٢ 
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oβββکه در آن     ,,..., 1k   در این مدل،   .نامندمی ی را ضرایب رگرسیونiβ         نیز میـزان تغییـر در متغیـر

دهـد، بـه شـرط آنکـه سـایر        را نـشان مـی     ix به ازاي یک واحد تغییر در متغیـر مـستقل            yپاسخ  

عبارتند از اینکه بـه ازاي      هاiy یا   هاiε  مربوط به  یاتفرض. اشته شوند متغیرهاي مستقل ثابت نگه د    

)(=oباید  iهر iE ε2 و نیزσε =)var( i )و )بودن واریانسثابت  معادل باji ≠ o=),cov( ji εε 

 که اگر فرض نرمال بودن را اضـافه کنـیم از ناهمبـسته بـودن             ،)ها نا همبسته اند   iy اینکه   معادل با (

iε      ها نتیجه می گیریم کهiε   3-2(مـدل رگرسـیونی      ).1387ند،منیرو(اند   ها از یکدیگر مستقل(، n 

  یتوان به صورت ماتریسکند که می بیان میرا  شاهداته خطی بین مرابط

)2-4    (                                                     ,
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  توان به صورت خلاصهاین مدل را می. نوشت

)2-5 (                                                                                             ε,Xβ +=y  

)( ماتریسی به ابعاد X، بردار متغیرهاي پاسخy نمایش داد که در آن 1+× kn از متغیرهاي 

)(د فرض می شو . بردار خطاي تصادفی استεو مستقل  1+> kn  1و+= kr )(X .اگر حال 

>+1(تعداد مشاهدات از تعداد پارامترها کمتر باشد  kn ( یا اگر یک رابطه خطی میان وx ها

  ). 1387نیرومند، ( امکان پذیر نخواهد شدبه روش معمول وجود داشته باشد آنگاه برآورد پارامترها 

  

 برآورد پارامترها 2-3

  کمترین توانتوان به روش ترها وجود دارد که از آن جمله میمختلفی براي برآورد پارام هاي شیوه

  . و حداکثر درستنمایی اشاره کرددوم خطاها 

 εت مربوط به برداررضیا فها خطا توان دوم مجموعکمترین به روش βبراي برآورد بردار پارامتر
   به صورت زیر نوشتههاتابع مجموع توان دوم خطا. گیریم را در نظر میکه در بخش قبل اشاره شد، 

  :شود می
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)2-6    (                      ( ) ( ).)()( XβXββ −′−=−−== ∑ ∑∑
= ==

yy
n

i

k

j
ijji

n

i
i xySSE

1 1

2

1

2 ββε o  

) 6-2(کنیم که عبارت می را طوري پیدا β̂ هاي خطا توان دوم مجموعکمترینبردار برآوردگرهاي 

  :ها خواهیم داشتjβاین تابع نسبت به از بنابراین با مشتق گیري . مینیمم شود
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oββل مجهوk+1جا که به دست آوردناز آن ,...,k1 از+k در حالت کلی بسیار ) 7-2( معادله

  :دهیمگیري را به صورت برداري انجام میمشکل است، مشتق

)2-8  (                                                                           o.XβXX ββ =′+′−
= ˆ22 y  

  : داریمبنابراین 

)2-9(                                                                                                       ( ) y.XXXβ ′′= 1-ˆ  

گیري به روش توان با استفاده از مشتق، در رگرسیون خطی میشود میهمان طور که ملاحظه 

   .هاي رگرسیون غیرخطی این طور نیستدر مدلي مدل را برآورد کرد، ولی کلاسیک پارامترها

هاي رگرسیونی در حالت کلی به فرم ماتریسی هاي آنالیزواریانس که مانند مدلمدلدر 

εXβ +=yشوند بردار پارامتر  نشان داده میβ1 با بعد×pاست ها و اثرات متقابل شامل عامل 

pnبا ابعاد Xو ماتریس هاي آنالیز چون همواره مدل. باشدها مییک  وهاشامل صفر ×

 Xهايشوند، ماتریستوان برآورد کرد مشخص میواریانس با پارامترهاي بیشتري از آن چه که می

)( و XX′ برآوردبنابراین براي.  رتبه کامل نیستندداراي βدستگاه  به روش کمترین مربعات 

yXXXمعادلات  ′=′ β̂)(توان نشان داد  می7-1با استفاده از قضیه . باشد داراي جواب یکتا نمی

yXXXکه معادلات نرمال ′=′ β̂)(نهایت جواب به صورت سازگاند و داراي بی ( ) yXXXβ ′′= −ˆ 

  ).  2007رنچر و اسچالج،  (باشندمی
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  هاي دوم  برآوردگرهاي کمترین توانهاي  ویژگی2-4

ها اشـاره    است که در این جا به برخی از آن         هاي جالبی هاي دوم داراي ویژگی    برآورد کمترین توان  

  .شودمی

 را صـرف نظـر از هـر ویژگـی        هـا  خطا توان دوم  است، که مجموع     βرآوردي براي    ب β̂ بردار   -1

  .کند توزیع مینیمم می

  . استβ برآوردي نااریب براي بردارβ̂ بردار -2

~),( اگر -3 Iε 2σoN آنگاه ،β̂درستنماییگر حداکثر برآورد βاست .  

 در بـین تمـام      β̂هـاي  خطا کمتـرین تـوان دوم     مـارکف برآوردگـر      - با توجه به قـضیه گـوس       -4

 .باشندمی1 داراي کمترین واریانسβ  خطی برايبرآوردهاي نااریب

 بهترین برآوردگر خطی نااریـب بـراي ترکیـب     ′β̂a یک بردار عددي ستونی باشد، آنگاه        a اگر -5

βaTخطی   . است=′

مونـت  ، ) 1384( هاي مختلف رگرسیونی از جملـه بازرگـان لاري    ها را در کتاب   اثبات این ویژگی  

  . توان یافتمی) 1987 (3و دریپر و اسمیت) 1992 (2 و پکگومري

 براي وارون β̂چون میانگین) مانند آنالیز واریانس(هاي خطی رتبه ناقص     باید توجه داشت در مدل    

′−تعمیم یافته خاص )( XXعبارت است از :   

)2-10    (  

  

IXXXXو ≠′′  .باشد نمیβ نااریبیک برآوردگر β̂ از این رو،)(−

 اگر یک ترکیب خطی از مشاهدات با  را برآوردپذیر گوییم از پارامترها′βtتابع خطی .1- 2تعریف
 cذیر است اگر برداري مانند برآوردپ′βtبه عبارت دیگر.  وجود داشته باشد′βtمیانگین برابر

′=′βtوجود داشته باشد به قسمی که )( ycE.  

                                                
١ Best linear Unbiased Estimator (BLUE) 
٢ Montgomery and Peck 
٣ Draper and Smith 

β

β

XXXX
yXXX

′′=

′′=
−

−

)(
)()()ˆ( EE
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  ):  2007رنچر و اسچالج، (کنیم بیان می′βt در زیر سه روش را براي تعیین برآوردپذیري تابع خطی

1-t′ترکیب خطی از سطرهاي Xباشد، یعنی برداري مانند c وجود داشته باشد به قسمی که   

tX ′=′c.  

2- t′ ي)هاستون( ترکیب خطی از سطرهاXX′باشد .  

3- tیا t′چنان باشد که tXXXXt ′=′′′ tXtXXX یا)(− =′′ −)(.  

βXXXXعبارت ) 10-2( در رابطه  ′′ ′− نسبت به انتخاب)(− )( XXثابت نیست، یعنی )ˆ(βE 

′−براي هر انتخاب )( XXمتفاوت است، بنابراین βرنچر و اسچالج، (باشد  برآورد پذیر نمی

2007 .(  

  

  2σبرآورد 2-5

بوط مر يهاوریاتی است که امکان آزمون فرضیه      از ضر  2σ برآورد   ،علاوه بر برآورد بردار پارامترها    

ت که این برآورد با مناسب بـودن مـدل بـرازش    ایده آل این اس. کندبه مدل رگرسیونی را فراهم می     

 بـراي یـک   yاین تنها وقتی امکان پذیر است کـه حـداقل چنـد مـشاهده        . شده ارتباط نداشته باشد   

زمـانی کـه   . اشـد  در دسترس ب2σ یا اینکه اطلاعات پیشین مربوط به ،وجود داشته باشد Xمقدار

آیـد   یا باقیمانده بـه دسـت مـی   توان دوم خطاها از مجموع 2σرد برآورد بکار ه  ب رااین رویه   نتوان  

  ):1992 و پک، مونت گومري(

)2-11(                   ,( ) yyyy ])([)ˆ()ˆ(ˆ)ˆ( XXXXIβXβXβ ′′−′=−′−=−= −

=
∑ 1

1

2
n

i
ii yySSE  

)(که داراي  1+− kn1 عداد ت درجه آزادي است، زیرا+k  پارامتر در مدل رگرسیونی برآورد شـده 

  :ها عبارت است ازمیانگین مربعات باقیمانده. است

)2-12(   ,
1−−

=
kn

SSEMSE                                                 
  :، یعنیاست 2σیک برآوردگر نااریب که 

)2-13   (                                                                                           ,MSEs =2  
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2می توان نشان داد کـه     هاي درجه دوم    با استفاده از صورت   

21
σ

skn )(   داراي توزیـع خـی دو بـا   −−

)( 1−− kn1992 و پک، مونت گومري(ه آزادي است  درج.( 

εXβدر مدل آنالیز واریانس +=y2، برآوردگر نااریبσشود به صورت زیر تعریف می : 

)2-14                                                             (,
rnrn

SSEs
−

′′−′
=

−
=

− yy ])([ XXXXI2 

Xrr)( و X تعداد سطرهاي ماتریس   nکه در آن   برآوردگر فوق نااریب بوده و نسبت بـه        .  است =

′−انتخاب )( XXپایا است .   

   

  آزمون فرضیه در رگرسیون خطی چندگانه 2-6

ها درباره هاي واقعی فرضیه ط به آن آزمون و مسائل مربوهاي خطی رتبه کامل و رتبه ناقصمدلدر 

در ایـن بخـش چنـد       .  اندازه گیري مناسبت مدل مورد استفاده قرار می گیـرد           براي پارامترهاي مدل 

ضرورت فرض نرمال بودن خطاها را نیز ادامه خواهیم         .  تشریح می کنیم   را فرضیهشیوه مهم آزمون    

  .داد

  

  کلی خطی  آزمون فرضیه2-6-1

فرض خطی کلـی  . در نظر بگیرید  داراي رتبه کامل استXرا که در آن ماتریس    ) 5-2(مدل خطی   

tCبه صورت  =β:oH  در مقابل tC ≠β:1H    است که در آن C   ماتریسی با ابعاد )( 1+× kq می -

tCه معادلات کنیم دستگا فرض می . باشد =β     سازگار باشد یعنی )|()( tCC rr  با رتبـه    C، اگر =

tCسطري کامل باشد   =β  براي هر t    در قـضیه زیـر     ). 1384آذرنوش و بزرگ نیـا،      ( سازگار است

tCراي آزمون مجموع مربعات مورد استفاده ب     =β:oH   در مقابـل tC ≠β:1H        را همـراه بـا چنـد 

tCمجموع مربعات مربوط به. کنیمها بیان میخاصیت آن −βرا با SSHدهیم نشان می.  

),( داراي توزیع yاگر . 1- 2قضیه IX 2σβnN و C یک ماتریس )( 1+× kq با رتبه q )  که
)( 1+≤ kq (گاهباشند آن:  


