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که فرشتگانی مهربان به تقدیم

دانستن، غرور و لذت بودن، باور ناب لحظات

رسیدن عظمت خواستن، جسارت

آن�هاست سبز حضور مدیون زندگیم، زیبای و یکتا تجربه�های تمام و

مهربانم. مادر و پدر به تقدیم



سپاس

به و شد رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید هستی�مان که را یکتا پروردگار بیکران سپاس

و ساخت روزیمان را معرفت و علم از چینی خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینی

مقدس: وجود سه از سپاس با

برسیم... توانایی به ما تا شدند ناتوان که آنان

شویم... سفید رو ما تا شد سپید موهایشان

باشند... راهمان روشنگر و ما وجود گرمابخش تا سوختند عاشقانه و

پدرانمان

مادرانمان

استادانمان

نکته�های با که عباسسعادتمندی دکتر آقای جناب فرزانه و فرهیخته استاد از شایسته تشکر و تقدیر با و

اتمام در نگارنده راه�گشای و راهنما همواره و نمود علم�پرور را سخن صحیفه�های بلند، گفته�های و دلاویز

است. بوده پایان�نامه اکمال و

محبی اکبر دکتر آقای داخل، داور و تبریزی�دوز حمیدرضا دکتر آقای بزرگوارم مشاور استاد از تشکر

که اکبری احمد دکتر آقای تکمیلی، تحصیلات نماینده و احمدی محمدرضا دکتر آقای خارج، داور و

رسانیدند. انجام به را پایان�نامه این داوری زحمت



چکیده
همان از می�نامیم، کسری محاسبات را آن که ،α غیرصحیح مقادیر برای Dαf(x) مشتق مفهوم توسیع

نظر از اخیر دهه�های تا اما است. بوده محققین توجه مورد انتگرال و دیفرانسیل حساب ابداع زمان

بسیار کسری محاسبات کاربرد دامنه�ی اخیر سال�های در است. نگرفته قرار توجه مورد چندان کاربرد

مهندسی پروسه�ها�ی و فیزیکی مدل�های برای کسری محاسبات از استفاده معمولا است. شده وسیع

می�گردد ظاهر مدل�ها این اکثر در کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات می�شود. آن�ها بهتر بیان باعث

قابل عددی روش یک به احتیاج ما دلیل همین به نیستند. تحلیلی جواب دارای اغلب متأسفانه که

برای عددی روش یک اراىه�ی به پایان�نامه این در داریم. معادلات اینگونه حل برای مؤثر و اعتماد

فراوانی کاربرد�های دارای مهندسی و فیزیک علم در که کسری مرتبه مشتق با دیفرانسیل معادلات حل

ضمن تحقیق این در می�آید. بدست مناسب دقت با آن�ها تقریبی جواب�های و شود می پرداخته هستند

در با نیز و متعامد چندجمله�ای�های خواص از استفاده با چبیشف، و لژاندر چندجمله�ای�های معرفی

به مشتقات، نوع این بودن خطی خاصیت خصوصاً کاپوتو، نوع از کسری مشتقات خواص گرفتن نظر

از استفاده با سپس و می�پردازیم کسری مشتقات برای چبیشف و لژاندر عملیاتی ماتریس�های محاسبه�ی

انتگرال- معادلات و کسری مرتبه معمولی دیفرانسیل معادلات حل به هم�مکانی و تاو طیفی روش�های

حل برای را پایان�نامه این در شده ارایه ایده�های همچنین می�شود. پرداخته کسری مرتبه دیفرانسیل

است. آمده بدست قبولی قابل جواب�های و برده�ایم کار به کسری مرتبه از تلگراف معادله

کلیدی کلمات

چبیشف، چندجمله�ای�های لژاندر، چندجمله�ای�های کسری، مرتبه دیفرانسیل معادلات محاسباتکسری،

مشتق عملیاتی ماتریس هم�مکانی، طیفی روش تاو، طیفی روش کاپوتو،
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پیشگفتار

بیش قدمتی دارای و است دلخواه مرتبه�ی از مشتق�ها و انتگرال�ها تئوری برای نامی کسری١ محاسبات

انتگرال و دیفرانسیل حساب مبحث شروع به کسری محاسبات تاریخچه�ی است[٢۵]. سال ٣٠٠ از

می�گردد. بر

.(١۶۶١− (چپ)هوپیتال(١٧٠۴ ،(١۶۴۶− ١٧١۶) (راست)لیبنیز :١ شکل

باشد n = ١
٢ وقتی

dny
dxn مفهوم مورد در لیبنیز٣ از نامه�ای درطی هوپیتال٢ نام به شخصی ١۶٩۵ سال در

آشکار پارادوکس یک این نوشت: چنین هوپیتال برای ١۶٩۵ تاریخ٣٠سپتامبر در لیبنیز کرد. سؤال

شد[١۵]. خواهد آشکار آن سودمند پیامد روز یک و است

دارد هندسی و فیزیکی روشن توضیح صحیح، مرتبه�ی از انتگرال و مشتق مفهوم می�دانیم که همان�طور
١Fractional Calculus
٢Hopital
٣Leibniz

١



قبولی قابل توضیح به�طورکلی است، صحیح) (غیر کسری انتگرال، و مشتق مرتبه�ی که حالتی در ولی

آن�ها به چندانی توجه اخیر سال�های تا متأسفانه کسری محاسبات طولانی قدمت علیرغم ندارد. وجود

دارند وجود کسری محاسبات با ارتباط در مهندسی و علمی بزرگ بسیار مساىل هم�اکنون است. نشده

برای کسری محاسبات مثال، برای شود. اراىه جاری قرن در آن�ها پاسخ� شاید و هستند پوشیده هنوز که

پردازش بهینه، کنترل تىوری رباتیک، اقتصاد، علم پیوستار، و آماری مکانیک�های در مهمی مساىل حل

دستگاه�های از دقیق�تری مدل�های کسری انتگرال و مشتق اغلب، است. شده اعمال غیره و سیگنال

است [٢۵] مرجع کسری محاسبات موضوع روی مرجع مهمترین از یکی می�کنند. تهیه بررسی تحت

در موجود مشتقات که دیفرانسیلی معادلات (یعنی کسری دیفرانسیل معادلات به همه از بیشتر که

معادلات را دیفرانسیل معادلات نوع این پایان�نامه این در و می�باشد غیرصحیح مرتبه�ی از آن�ها

مرجع در می�توان را مورد این در زیادی کاربردهای همچنین می�پردازد. می�نامیم) کسری دیفرانسیل

عددی تکنیک�های از باید بنابراین ندارند تحلیلی جواب کسری دیفرانسیل معادلات بیشتر یافت. [١۵]

کسری دیفرانسیل معادلات برای جواب یکتایی و وجود شود. استفاده آن�ها جواب�های یافتن برای

برای تحلیلی نیمه و عددی روش چندین اخیراً .[١۵ ،٢۵] است شده بررسی زیادی محققان توسط

، [١٣ ،٢٢] تغییراتی۴ تکراری روش مثل است شده بیان کسری انتگرال و دیفرانسیل معادلات حل

روش و ،[٩] هموتوپی٧ آنالیز روش ادومیان۶[٣٣]، ی تجزیه روش ،[٢١] هموتوپی۵ آشفتگی روش

.[٢۶ ،٢٩] هم�مکانی٨

فراوانی محبوبیت بیشتر، یا گذشته دهه�ی سه طول در کسری محاسبات موضوع شد، اشاره که همان�طور

تعاریف می�باشد. مهندسی و علمی زمینه�های در گسترده کاربردهایی علت به عمدتاً که است کرده پیدا
۴Variational iteration method
۵Homotopy perturbation method
۶Adomian’s decomposition method
٧Homotopy analysis method
٨Collocation method

٢



مانند[١۵]: دارند وجود کسری انتگرال�های و ازمشتق�ها متفاوتی

... فوریه١۴، آبل١٣، کاپوتو١٢، اویلر١١، ریمان-لیوویل١٠، گرانوالد٩،

در که است این کاپوتو روش اصلی مزیت اما می�کنیم. معرفی را آن�ها از برخی بعدی فصل�های در که

دیفرانسیل معادلات برای اولیه شرایط کسری، دیفرانسیل معادله با حقیقی جهان پدیده�های مدل�سازی

خاصیت این و دارد صحیح مرتبه�ی با معادلات برای اولیه شرایط به شبیه شکلی کاپوتو مشتق با کسری

نمایش برای است[٢۵]. داده برتری ریمان-لیوویل تعریف به را کاپوتو نوع از کسری مشتق تعریف

محدودیت�های tو a که می�شود استفاده aDα
t f(t) مثل نمادی از (α > ٠) مرتبه�ی از کسری مشتقات

است ضروری کسری مشتق در نمادها این وجود است. کسری دیفرانسیل عملگر برای شده روایت

برای دیگری نماد از ما می�کند. جلوگیری حقیقی مسایل برای کسری مشتق کاربرد در ابهام از زیرا

aD
−β
t f(t) وسیله�ی به را β > ٠ مرتبه�ی کسری انتگرال کرد. نخواهیم استفاده کسری انتگرال�های

داد. خواهیم نشان

٩Grünwald
١٠Riemann-Liouville
١١Oiler
١٢Caputo
١٣Abel
١۴Fourier

٣



١ فصل

مقدماتی مفاهیم با آشنایی

می�کنیم. بیان اختصار به رفته�اند، کار به تحقیق این سراسر در که را مقدماتی توابع و مفاهیم فصل این در

و کرده�ایم اثبات را آن�ها از برخی که شده�اند بیان می�شود، استناد آن�ها به گاهی که قضایایی همچنین

اثبات آن، به مراجعه با می�تواند نیاز صورت در خواننده که است شده معرفی مناسب مرجعی بقیه، برای

کند. مشاهده را قضیه

گاما تابع ١.١

می�شود: تعریف زیر انتگرالی صورت به گاما١ تابع

Γ(z) =

∫ +∞

٠
e−ttz−١dt, z > ٠, (١.١.١)

داریم: همچنین ،Γ(١) = ١ که دید می�توان بالا انتگرال تعریف از استفاده با راحتی به

Γ(z + ١) = zΓ(z), (٢.١.١)

داریم: (١.١.١) رابطه از جزء به جزء انتگرال�گیری روش از استفاده با زیرا

Γ(z) = lim
a→∞

١
z
tze−t

∣∣∣∣t=a

t=٠
+

+∞∫
٠

١
z
e−ttzdt =

١
z

+∞∫
٠

e−ttzdt =
١
z

Γ(z + ١).

١Gamma function

۴



دید می�توان جزء به جزء انتگرالی روش از استفاده و گاما تابع انتگرالی تعریف از استفاده با همچنین

تعمیم نیز صحیح غیر منفی اعداد برای گاما تابع ،(٢.١.١) رابطه به توجه با حال .Γ(١٢) =
√
π که

مثال: به�طور .[١۵ می�شود[٢۵، داده

Γ

(
−١
٢

)
=

١

−١
٢

Γ

(
١
٢

)
= −٢

√
π,

Γ

(
−٣
٢

)
=

١

−٣
٢

Γ

(
−١
٢

)
= −٢

٣
(−٢

√
π) =

۴
√
π

٣
.

می�شود: تعریف زیر صورت به (C) مختلط مقادیر در تابع این

Γ(x + iy) =

∫ ∞

٠
e−ttx−١+iydt =

∫ ∞

٠
e−ttx−١eiy log(t)dt =∫ ∞

٠
e−ttx−١ [cos (y log(t)) + i sin (y log(t))] dt. (٣.١.١)

شود. مراجعه [٢۵] به فوق رابطه�ی همگرایی و خوش�تعریفی مشاهده�ی برای

داد[٢۵]: نشان زیر حد بوسیله�ی می�توان Re(z) > فرض٠ با را گاما تابع همچنین

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + ١) · · · (z + n)
,

که[١۵]: نمود مشاهده می�توان نیز و

Γ(z) =
Γ(z + n)

(z)n
, (R(z) > −n; n ∈ N; z ̸∈ Z−

٠ := {٢−,١−,٠, · · · }).

تعریف زیر صورت به n ∈ N٠ منفی غیر صحیح مقدار و z ∈ C مختلط مقادیر برای ،٢(z)n اینجا در

می�شود:

(z)٠ = ١, (z)n = z(z + ١) · · · (z + n− ١), (n ∈ N). (۴.١.١)

داریم[١۵]: (٢.١.١) و (۴.١.١) رابطه�ی طبق

Γ(n + ١) = (١)n = n!, (n ∈ N٠)

٢Pochhammer symbol

۵



Γ(z)Γ(١− z) =
π

sin(πz)
, (z ̸∈ Z٠; ٠ < R(z) < ١);

Γ(n +
١
٢

) =
(٢n− ١)!!

٢n
√
π, (٢n− ١)!! := ١.٣ · · · (٢n− ١), (n ∈ N)

.Γ(α) تابع نمودار :١.١ شکل

میتگ-لفلر تابع ٢.١

می�شود: تعریف زیر شکل به میتگ-لفلر٣ پارامتری یک تابع

Eα(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١)
.

تابع این گرفت[٣۴]. قرار مطالعه ویمن۴مورد توسط و شد[١٨] معرفی میتگ-لفلر توسط تابع این

کسری دیفرانسیل معادلات حل در تابع این نقش است. کسری محاسبات در زیادی کاربردهای دارای

معادل نمایی، تابع که شود توجه است. معمولی دیفرانسیل معادلات حل در نمایی تابع نقش مشابه

محاسبات در مهمی خیلی نقش که میتگ-لفلر پارامتری دو تابع است. تابع این در α = ١ انتخاب
٣Mittag-Leffler
۴Wiman

۶



شود نامیده شخص این نام به می�توانست تابع این شد[١]. گاروال۵معرفی آ توسط می�کند بازی کسری

دلیل همین به برگزید. تابع این برای پارامتری یک علامت به شبیه علامتی سخاوتمندانه�ای طور به اما

است[٢۵]: زیر شکل به پارامتری دو تابع این نامیدند. میتگ-لفلر تابع نیز را پارامتری دو تابع

Eα,β(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, (α > ٠, β > ٠).

داریم: بالا تعریف طبق

E١,١(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(k + ١)
=

∞∑
k=٠

zk

k!
= ez,

E١,٢(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(k + ٢)
=

∞∑
k=٠

zk

(k + ١)!

=
١
z

∞∑
k=٠

zk+١

(k + ١)!
=

ez − ١
z

,

E١,٣(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(k + ٣)
=

∞∑
k=٠

zk

(k + ٢)!

=
١
z٢

∞∑
k=٠

zk+٢

(k + ٢)!
=

ez − ١− z

z٢
,

داریم: کلی به�طور و

E١,m(z) =
١

zm−١

{
ez −

m−٢∑
k=٠

zk

k!

}
,

هستند: تابع این از خاصی حالت نیز cosh(z) و sinh(z) توابع

E٢,١(z
٢) =

∞∑
k=٠

z٢k

Γ(٢k + ١)
=

∞∑
k=٠

z٢k

(٢k)!
= cosh(z),

E٢,٢(z
٢) =

∞∑
k=٠

z٢k

Γ(٢k + ٢)
=

١
z

∞∑
k=٠

z٢k+١

(٢k + ١)!
=

sinh(z)

z
,

۵ Agarwal

٧



تابع ،β = ١ برای کرد[٢۵]. بیان تابع این با می�توان نیز را هذلولوی۶ توابع سایر ترتیب همین به

بود: خواهد پارامتری یک تابع همان

Eα,١(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١)
= Eα(z).

است[١۵]: برقرار زیر شکل به En(λzn) برای مشتق فرمول ،α = n ∈ N هنگامی�که

dn

dzn
(En(λzn)) = λEn(λzn), (n ∈ N;λ ∈ C).

و

dn

dzn

(
zn−١En

(
λ

zn

))
=

(−١)nλ

zn+١ En(
λ

zn
), (z ̸= ٠;n ∈ N;λ ∈ C).

است. شده اراىه میتگ-لفلر تابع و گاما تابع بین ارتباط زیر لم دو در

است[١۵]: برقرار زیر رابطه�ی {z ∈ C; | arg(z)| < π} و α > ٠ برای .١.١ لم

Eα(z) =
١
٢πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

Γ(s)Γ(١− s)

Γ(١− αs)
(−z)−sds,

قسمت�های برای و s = −k, k ∈ N٠ انتگرال�گیری منفی طرف قسمت�های تمام برای به�طوری�که

.N٠ = {٠, ١, ٢, · · · } آن در که ،s = n + ١(n ∈ N٠) مثبت

داریم: را زیر لم میتگ-لفلر، پارامتری دو تابع برای مشابه به�طور

است[١۵]: برقرار زیر رابطه�ی {z ∈ C; | arg(−z)| < π} و α > ٠ برای .٢.١ لم

Eα,β(z) =
١
٢πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

Γ(s)Γ(١− s)

Γ(β − αs)
(−z)−sds,

قسمت�های برای و s = −k(k ∈ N٠) انتگرال�گیری منفی طرف قسمت�های تمام برای به�طوری�که

.s = n + ١(n ∈ N٠) مثبت
۶Hyperbolic

٨



داد[١۵]: نشان می�توان همچنین

dm

dtm
(
tβ−١Eα,β(tα)

)
= tβ−m−١Eα,β−m(tα), m = ١, ٢, ٣, · · · .

است. شده اراىه میتگ-لفلر تابع نمودار زیر شکل در

. β = ١ و α مختلف مقادیر برای میتگ-لفلر تابع :٢.١ شکل

متعامد چندجمله�ای�های ٣.١

w(x) وزن تابع به نسبت متعامد و i ی درجه از چندجمله�ای�هایی {φi(x); i = ١, ٢, ...} کنیم فرض

داریم: این�صورت در باشد [a, b] فاصله�ی در

< φm(x), φn(x) >=

∫ b

a

φm(x)φn(x)w(x)dx = ٠, m ̸= n (۵.٣.١)

نامتناهی است ممکن [a, b] بازه�ی همچنین و است منفی غیر همواره [a, b] بازه�ی روی w(x) وزن تابع

باشد[٣٢]: دارا را زیر شرایط باید وزن تابع باشد.

باشد. [a, b] نامتناهی یا متناهی بازه�ی روی اندازه�گیری قابل و w(x) ≥ ٠ (١

متناهی�اند. و موجود ،k = ٠, ١, · · · برای µk :=
∫ b

a
xkw(x)dx(٢

٩



هنگامی�که
∫ b

a
w(x)s(x)dx = نامنفی�اند،٠ [a, b] بازه�ی روی که s(x) چندجمله�ای�های ٣)برای

.s(x) ≡ ٠

متعامد را w(x) وزن تابع به نسبت {φi(x); i = ١, ٢, ...} متعامد چندجمله�ای�های .٣.١ تعریف

هرگاه: گوییم نرمال

< φm(x), φn(x) >= ١ m = n. (۶.٣.١)

باشد f =
∑∞

n=٠ anφn(x) اگر که است این متعامد چندجمله�ای�های خواص بزرگترین از یکی

داریم: (۵.٣.١) رابطه�ی از استفاده با آن�گاه

< f, φm >=
∞∑
n=٠

an < φn(x), φm(x) >= am < φm, φm >

نتیجه: در

am =
< f, φm(x) >

< φm(x), φm(x) >
(٧.٣.١)

xiها آن�گاه باشند، φn(x) متعامد چندجمله�ای ریشه�های {xi; i = ٠, ١, · · · , n} اگر .۴.١ قضیه

دارند[٣٢]. قرار [a, b] بازه�ی در و هستند حقیقی و ساده

ذکر را خصوصیاتشان از برخی و کرده معرفی را چندجمله�ای�ها این از مهم نوع دو ما فصل این در

کرد. خواهیم

لژاندر چندجمله�ای�های ١.٣.١

فرمول کمک با و می�گردند تعریف [−١, ١] فاصله�ی روی لژاندر٧ چندجمله�ای�های می�دانیم که همان�طور

آورد: بدست را آن�ها می�توان زیر تکراری

Li+١(z) =
٢i + ١
i + ١

zLi(z) − i

i + ١
Li−١(z) i = ١, ٢, ..

٧Legendre polynomials

١٠



چندجمله�ای�ها این اول جمله�ی پنج نمودار (٣.١) شکل در است. L١(z) = z و L٠(z) = ١ به�طوری�که

هستند[١١]: زیر اشتورم-لیویل٨ مسأله�ی جواب�های چندجمله�ای�ها این است. شده رسم

d

dx
(١− x٢)

dLn(x)

dx
+ n(n + ١)Ln(x) = ٠.

است: زیر صورت به چندجمله�ای�ها این تعامد ∫خاصیت ١

−١
Li(x)Lj(x)dx =

{ ٢
٢i+١ i = j,

٠ i ̸= j.
(٨.٣.١)

است: زیر صورت به دارد وجود چندجمله�ای�ها این بین که دیگری بازگشتی رابطه�ی همچنین

لژاندر. چندجمله�ای�های اول جمله�ی پنج :٣.١ شکل

Ln(x) =
١

٢n + ١
L

′

n+١(x) − ١
٢n + ١

L
′

n−١(x), L٠(x) = L
′

١(x).

کنیم: تعریف زیر شکل به را چندجمله�ای�ها که است کافی شود نرمال سیستم آن�که برای

pn(x) =
٢n + ١

٢
Ln(x).

٨Sturm-Liouville

١١


