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 تقديم به :

موجود مقدس، آنان كه توانشان رفت تا من به توانايي برسم و موهايشان سپيد گشت تا رويم سپيد بماند.  دو  

 آنان كه فروغ نگاهشان، گرمي كلامشان و روشني رويشان سرمايه هاي جاودانه ي زندگي من است.

 آنان كه راستي قامتم در شكستگي قامتشان تجلي يافت. در برابر وجود گراميشان زانوي ادب بر زمين مي نهم و با دلي مملو از 

نم.نشان بوسه مي زعشق و محبت و خضوع بر دستا  

 پدر و مادرم                   
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 تقدير و تشكر:

حمد و سپاس خداوند بزرگ و بلند مرتبه.   

،نامه كارشناسي ارشد نائل شده ام اكنون كه پس از ساليان دراز و زحمات فراوان خود و اساتيد گرانقدرم به افتخار دفاع از پايان  

.سپاس گزاري كنم نم قدردا ني وزم مي دا نم كه از زحمات همراهاخود لا بر   

  .دند كمال تشكر و قدرداني را دارمتحصيل را براي من فراهم كر ، زمينه رشد ومادر عزيزم كه با نهايت تلاش از پدر و

عنوان ، بسيار سپاس گزارم كه به نده افتخار شاگردي ايشان را دارماز استاد بسيار بزرگوارم جناب آقاي دكتر احمد عباسي كه ب  

اين مدتي كه بنده در خدمت ايشان لذا بر خود لازم مي دا نم كه در ر آموخته ام وب بسياهمواره از محضر ايشان مطالاستاد راهنما   

همچنين از داوران محترم ، جناب آقاي دكتر حبيب الله انصاري و جناب آقاي  .بودم، از اين استاد بزرگوار كمال تشكر را داشته باشم  

كمال تشكر و قدرداني را دارم. ،برعهده گرفته انددكتر منصور هاشمي كه زحمت داوري اين پايان نامه را   
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چكيده فارسي
 

 چكيده

 از مدولهاي ضربي مدرجزيرمدولهاي نيمه اول 

 ايمان رستمي

 

 يك مدول  M هماني و عضو مدرج با -Gبه جايي  يك حلقه جا Rفرض كنيم همچنين . باشد ضربي يك گروه Gفرض كنيم 

 و K  h(M) براي  گاههر ناميده مي شودنيمه اول  Mاز  Qيك زير مدول مدرج سره . باشد R مدرج روي -Gضربي 

  h(R) ،   K  Q ايجاب كند K  Q.  كه درآنn يك عددصحيح مثبت است. 

  

 مدرج -مدولهاي ضربي -نيمه اول -: زيرمدول كليد واژه
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چكيده انگليسي
 

 

Abstract 

Semiprime submodules of graded multiplication modules 

Iman rostami 

 

Let  G be  a group . Let  R  be  a G – graded  commutative ring with identity  and let  M  be a  G- 

graded multiplication  module  over  R . A proper graded submodule Q  of  M  is  semiprime  if   

whenever  K  Q, where   h(R), n is  a  positive  integer, and  K  h(M), then K  Q .  

  

 

Key words: submodule –semiprime -multiplication  module-  graded 
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1                                                                                                                                                                                                                           مقدمه  
 

 

 

  مقدمه

 

 در ابتداي كار به تعريف حلقه ها و مدولهاي مدرج  .ها همه جابه جايي با عضو هماني و مدولها يكاني هستنددر اين پايان نامه حلقه 

 يك  Rفرض كنيم به اين صورت كه  سپس مدولهاي ضربي را معرفي مي كنيم .را تشكيل خواهند داد يم كه اساس كار ماپرداز مي

  Mاز  Nمدول   هرگاه براي هر زير ،ناميم مدول ضربي مي Rرا  M .مدول باشد Rيك  Mو حلقه جا به جايي با عضو هماني باشد 

  ضربي است هرگاه براي هر زير مدول از Mبراين در اين پايان نامه بنا N = IM. به طوري كه وجود داشته باشد Rاز Iيك ايده آل 

M .بر اين اساس مي توانيم تعريف يك زير مدول مدرج پوچ توان  شرط فوق برقرار باشدN  ازM در واقع با اين  .را به ميان بياوريم 

صورت كه براي هر عدد حالا معني پيدا كرده است به اين  ام يك زير مدول كه تا قبل اين تعريف بي معني بود kتعريف، توان 

        ⏞            را به وسيله     ، kصحيح مثبت 

  مرتبه

 در فصل دوم به تعريف زير مدول اول و نتايج مربوط به آن  نشان مي دهيم. 

 كه بين اين دو وجود دارد را مورد بين زيرمدولهاي اول مدرج و ضربي بودن آن و خاصيت هايي  درادامه ارتباطو  خواهيم پرداخت

  Gفرض كنيم  از طرفي همچنين يك شرح ويژه از لم ناكاياما براي مدولهاي ضربي را مطرح خواهيم كرد. بررسي قرار مي دهيم.

  مدرج است و نتايج مربوط به آن رامدول    يك     داريم .باشد مدرج Gيك حلقه جابه جايي R و e  با عضو هماني گروهيك 

 .آنچه بيان شد شرح مختصري بود از كاركردهاي قبلي ،تا اينجاي مطالب مورد مطالعه قرار مي دهيم.

 ي  تقريباً  زير مدولها مدرج و نتايج زير مدولهاي نيمه اول وبه تعريف  كه در واقع بخش اصلي اين پايان نامه است در فصل سوم

 بررسي قرار مي  را مورد آنرا خواصاز  بعضيدر ادامه  .است مي پردازيمواقع تعميمي از زير مدولهاي اول  در نيمه اول مدرج كه

 مدول  زير  يكمشمول در Mازهر زير مدول مدرج سره  آنگاه ،مدرج متناهي باشد Mاگر ثابت مي كنيم به عنوان نمونه . دهيم

   ، مشمول Mآل مدرج سره از ههر ايد آنگاهمدرج متناهي باشد، M  اگر نشان مي دهيم كه همچنين است. Mنيمه اول مدرج از 
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 نشان مي  در ادامه است.، نيمه اول Mاز زير مدول اول مدرج  هر ثابت مي كنيم كه است. Mمدرج از در يك ايده آل نيمه اول 

   نيمه اول و Mدر نشان مي دهيم كه اگر هر عضو از  همينطور، نيمه اول است و كه اشتراك زير مدولهاي نيمه اول دهيم

 تعريف زير  است. Mمدول نيمه اول مدرج اززيريك   Q    آنگاه  Q  M   ، كهشامل يك مجموعه مرتب كلي باشد 

 ، تقريباً نيمه اول است و مي دهيم كه هر زيرمدول نيمه اولنشان . را ارائه خواهيم كرداست  g Gنيمه اول كه  -gمدول تقريباً 

 در پايان مجموع دو زيرمدول تقريباً تقريباً نيمه اول نتيجه مي شود. نيمه اول از تعريف  -g. ثابت مي كنيم كه تعريف تقريباً بعكس

 اين پايان نامه براساس  مدول تقريباً نيمه اول، تقريباً نيمه اول است؟دو زيريعني اين كه آيا مجموع  بررسي مي كنيم.نيمه اول را 

 تاليف گرديده  است. [6],[5],[4],[3],[2],[1]

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل اول : مفاهيم اوليه و حلقه هاي مدرج

:  حلقه ها و مدولهاي مدرج  1 -1  

                  مدولهاي ضربي  :  2-1

 



 
 

4                                                                                                      حلقه هاي مدرجو مفاهيم اوليه صل اول : ف   

 

 

 مقدمه :

 يك گروه  Gفرض كنيم . هستندمدولها يكاني  و جايي با عضو همانيجابه حلقه ها  همه فرض ما بر اين است كهدر حالت كلي 

  .در نظر خواهيم گرفت  Rروي   مدرج –Gيك مدول  را  Mو  مدرج – G مدرج يا يك حلقهرا  R باشد.

 

 حلقه ها ومدولهاي مدرج:  1-1

  يكرا  R .باشد 1يي با عضو هماني يك حلقه جابه جا  Rو eبا عضو هما ني  ضربي يك گروه Gفرض كنيم  :(1-1-1)تعريف

           = R  طوري كهبه  وجود داشته باشد Rاز  g   G   ،هاي جمعي زيرگروه خانواده اگر مدرج مي ناميم -G  حلقه

 را همگن    عضو هاي  و نشان مي دهيم G(R) با مدرج را  -Gحلقه            داشته باشيم  g , h   Gبراي هر  و

  .         = h(R)  و داريم  نشان مي دهيم  h(R)را به وسيله ي   Rتمام اعضاي همگنهمچنين  مي ناميم و gاز درجه 

 .است   فه در ئلمو -gيك     كه در آن ميتوان نوشت           را به طور يكتا به صورت  a   R عضواز طرفي 

 

  مي ناميم يا مدرج مدرج -Gمدول  -Rيك را  M .مدول باشد Rيك  M مدرج و -Gيك حلقه  Rفرض كنيم  (:9-1-1)تعريف

  براي و         = Mبه طوري كه وجود داشته باشد  g   Gبه وسيله عضو هاي  Mاز    اگر يك خانواده از زير گروه هاي 

 متناهي ازكه شامل تمام جمع هاي است  Mيك زير گروه جمعي از      .از اين رو،      g , h   G   ،     هر 

  همگناعضاي را  h(M)اعضاي  و        = h(M)  داريم. همچنين و                   است كه در آن       اعضاي 

M  ناميممي. 

 

  .تعلق دارند Gهستند كه به گروه     انديس اعضايي چون  اساساً، در تعريف حلقه هاي مدرج(: 1-1-1)تذكر
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   .1     و بوده Rيك زير حلقه از      آنگاه ،يك حلقه مدرج باشد         = Rاگر  (:1-1-1)قضيه

  كه در آن        = 1 اگر داشته باشيم. استته نسبت به ضرب بس   بنا براين است،              چون: اثبات

              ، i   Gبراي هر در اين صورت .ها صفر هستند    تمامتقريباً  و         
   

 كه در آن  .    

 داريم   t   Rو براي هر  e  g. در نتيجه براي هر  o =     داريم  e  gبراي هر با مقايسه كردن درجه ها             

    t = o  ،1.از اين رو=        

 

 يك حلقه مدرج است كه در آن براي هر  R = A[G]يك حلقه باشد. در اينصورت  Aيك گروه و  Gفرض كنيم  (:1-1-1)مثال

g   G ،    =    

 

 كه در آن         = Iمدرج مي ناميم اگر  را Rازحلقه  Iايده آل  .يك حلقه مدرج باشد R(: فرض كنيم 3-1-1)تعريف

 .      g G،  =I براي 

 

       x دلخواه هر عضو است اگر و تنها اگر Rاز  )همگن(يك ايده آل مدرج Iيك حلقه مدرج باشد.  Rفرض كنيم (: 1-1-1)لم

∑ = x  را بتوان به صورتاست          كه   يا به عبارتي به وسيله عضوهاي  .است g   G كه در آن  نشان داد        

 توليد شود.     همگن

 است و  R زير گروه هاي جمعي يك خانواده از   ،  كه در آن         = Rيك حلقه مدرج باشد و  Rفرض كنيم  : اثبات

 ،g Gكه در آن براي          = I ، آنگاهايده آل مدرج باشد Iاگر            داشته باشيم  g , h   G  براي 

  =I       و . I توسط    (I    )  كنيمتوليد مي شود. حال فرض I  ايده آل باشد كه توسط مجموعه يكH  متشكل 

 در اين صورت مي توان نوشت   .    H =  و g G  كه در آن         = Hتشكيل شده است و  Rاز عضوهاي همگن در 
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I = ∑           و تعداد متناهي ناصفر     R و براي هر عضو متعلق به اين مجموعه داريم  I = ∑     
 
  R    براي     

∑ =  مي توانيم بنويسيم  iهمچنين براي هر H      و     
  
 داريم   بنابراين           كه در آن    

   .I = ∑ ∑    
  
   

 
∑ = Iزير گروه آبلي جمعي است داريم    مدرج هستند و      و   اما چون هر       

 
    كه در آن     

    همگن ) مدرج( است.

 

 يك حلقه مدرج باشد. Rفرض كنيم  (:9-1-1)لم

 هستند. Rايده آل هاي مدرج از  I J و  I  Jو I + Jدر اين صورت  .باشند Rدو ايده آل مدرج از  I , Jفرض كنيم )الف( 

 .  مدرج است Rاز  aRدر اين صورت ايده آل دوري  .باشد h(R)يك عضو از  aفرض كنيم )ب( 

 هستند بنابراين داريم Rدو ايده آل مدرج از  Jو  Iيك عضو دلخواه باشد. چون  x + y   I + Jفرض كنيم  الف( :اثبات

x = ∑ ∑ = yو           درا ين صورت         و         كه درآن .        

.x + y = ∑          ∑         = ∑              ∑             

 و g   G اين صورتدر ،يك عضو دلخواه باشد x  ( I  J  (حال فرض كنيم يك ايده آل مدرج است. I + Jقبلي  لمبنابر  سپ

x = ∑ ∑ = xyيك ايده آل مدرج است. در نهايت فرض كنيم I  J. بنا براين بنابر لم قبل               
 
 يك عضو       

∑ =    باشد. چون IJدلخواه از ايده آل  ∑ =   و               . بنابراين           

xy = ∑ (∑            )  ∑              
    ∑ (    

     
 )    

     ∑        

 
      . 

 مدرج است.يك ايده آل  IJبر لم قبل پس بنا

 ثابت مي شود. (الف )ب( شبيه به

 

 .     g G،  = N براي  كه در آن         = Nمدرج مي ناميم اگر  را Mاز  Nيك زيرمدول (: 4-1-1)تعريف
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 باشد. Nدر خود  ،xهمگن از  موئلفه هاي ،x   Nبراي هر به طور هم ارز  يا 

 

   M / Nباشد. در اين صورت   Mيك زير مدول مدرج از  Nمدول مدرج و  Rيك  = M       (: فرض كنيم 3-1-1)لم

 ، g Gمدول مدرج است به طوري كه براي هر  Rيك 
 

 
  = (  +N) / N       . 

  و  g   G   : فرض كنيم اثبات
 

 
   يك خانواده از زيرگروه هايM / N باشد. داريم  

 (   + N) / N =  
 

 
           .   + N)     .  

 

 
 و ،        g   Gو براي هر  u   Mحال اگر   ) =  

u = ∑ ∑ = u + N. آنگاه ،    ∑ = M / Nبنابراين (        
 

 
∑سرانجام فرض كنيم   .          ) = o + N. 

∑  بنابراين        N و چونN براي هر  ،زير مدول مدرج استg   G داريم      N. براي هر  ، از اين روg   G، 

   + N = o +N  اين نشان مي دهد كه اين جمع مستقيم استو  . 

 

  rK  N كه در رابطه ي  r   Rباشند مجموعه تمام عضوهاي  Mمدول  -Rزير مدول هايي از  N و   Kاگر (:1-1-1)نكته

 نشان مي دهيم. (K        است. اين ايده آل را  معمولا با  Rصدق كند يك ايده آل از 

 

 .مدول مدرج باشد -Rيك  Mيك حلقه مدرج و  Rفرض كنيم  (:4-1-1)لم

 هستند. Mزير مدول هاي مدرج از   N  Kو N + K آنگاه ،باشند Mزير مدول هاي مدرج از K و   N)الف( اگر

 .هستند Mزيرمدول هاي مدرج از  Rt و aM آنگاه ،باشد h(M)يك عضو از  t و h(R)يك عضو از  a)ب( اگر 

 .است Rيك ايده آل مدرج از  (N    K)آنگاه  ،باشند Mزير مدول هاي مدرج از K و  N )ج( اگر

 ثابت مي شود. 9-1-1به لم شبيه )ب( و )الف( :اثبات

 ثابت مي كنيم كه  . = (N    K) كنيد  است. فرض Rيك ايده آل مدرج از  (N    K) )ج( نشان مي دهيم كه
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  . =       داريم         =         واضح است كهدر اين صورت           . 

 وجود دارد به طوري كه  G   ,…,  ,  مدرج است عضوهاي  Rباشد. چون  يك عضو دلخواه از tبرعكس: فرض كنيم 

t=∑    

 
    (i  انديسg  براي آن كه  ،)است          كافي است نشان دهيم كه    

  چون در اين صورت 

.   
    

   =   
   به طور دقيق تر نشان مي دهيم كه  

 K  N  چون .K  است، مدرجt K  N   وN هم مدرج است.  

    بنابراين داريم 
K =     

 (      ) =        
                

          
   N  . 

 

 يك   ( a    b) آنگاه ،باشند Rايده آل هاي مدرج از b و   aاگر  .يك حلقه ي مدرج باشد Rفرض كنيم  (:1-1-1)نتيجه

 است. Rايده آل مدرج از 

 

  Rرا راديكال ژاكوبسون  Rيك حلقه يكدار ناصفر باشد. اشتراك تمام ايده آل هاي ماكسيمال  Rفرض كنيم (: 5-1-1)تعريف

  نشان مي دهيم. J(R)مي ناميم و آن را با 

 

 باشد. در اين Rيك ايده آل راست از  Iباشد و همچنين  Mزير مدولي از Nمدول چپ و Rيك  M(: فرض كنيم 6-1-1)تعريف

 برابر   M در Iهمچنين پوچساز  r   R  r n = o , n   N = (N)       عبارت است از  Rدر Nصورت پوچساز 

 . m   M  xm = o , x   I = (I)      است با                                

 

 .1Ann(M) = صفر تشكيل شده باشد يا به عبارتي  اگر پوچساز آن فقط از  ناميم را يك مدول باوفا مي M(: 7-1-1)تعريف

 

  Mباشد. فرض كنيم  J(R)، مشمول در Rايده آل چپي از  Iيك حلقه يكدار ناصفرو  R(:  ) ناكاياما( فرض كنيم 5-1-1)لم

 



 
 

2              فصل اول : مفاهيم اوليه و حلقه هاي مدرج                                                                                          

 

 . M = o. در اين صورت  IM = Mمدول با توليد متناهي باشد به طوري كه  Rيك 

  Rيك  M/Pروشن است كه  M / P  o. دارد و  Pدر اين صورت زير مدول ماكسيمالي چون   o   .M : فرض كنيم كه اثبات

   P = o/(J(R) + P). يا J(R) M/P = oاين نشان مي دهد كه= o .a (M/P)داريم  a J(R)ساده است. براي هر مدول

 اين تناقض اثبات را كامل  M = P.از اين رو،  M = IM  J(R)M  P  M.پس،  I  J(R).اما  J(R)M  P.بنابراين

 مي سازد.

 

 داشته باشد، A، كران بالايي درAجزيي ناتهي باشد به طوري كه هر زنجير در  مرتب يك مجموعه A(: ) زرن( هر گاه 6-1-1)لم 

 شامل عنصر ماكسيمال است. Aآنگاه 

 

 داشته باشيم aو   b   Sرا ضربي بسته مي ناميم هرگاه، به ازاي هر   Rاز حلقه ي  S(: زير مجموعه ناتهي 8-1-1)تعريف

ab   S براي هر عدد صحيح مثبت   .  يا به طور معادلn  و هرt  S ،          S . 

 

 Mو  oزير مدولي غير از  Mو   M  oحويل ناپذير( ناميده مي شود اگر ساده )ت Mمدول چپ  R(: يك 2-1-1)تعريف

 .نداشته باشد 

  

 يك  m   Mتابي مي ناميم اگر براي هر  Pرا  Mمدول  Rباشد.  Rيك ايده آل ماكسيمال از  P(: فرض كنيم 11-1-1)تعريف

   P  وجود داشته باشد به طوري كه(1 -  ) m = o .همچنين M  راP  دوري مي ناميم اگر دو عضوx   M  وq   P  

  . M  R x ( q – 1)وجود داشته باشند به طوري كه   
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 صفر عضو نا ،m   Mبه ازاي هر مدول تابي مي ناميم اگر  Rرا يك  Mمدول باشد.  Rيك  Mفرض كنيم (: 11-1-1)تعريف

r   R وجود داشته باشد به طوري كه .rm = o  همچنين گروه آبليG  را تابي مي ناميم هر گاه به عنوان يكZ  مدول تابي  

 باشد.

 

 ، و به m   Mمدول تاب آزاد مي ناميم هرگاه به ازاي  Rرا يك  Mمدول باشد.  Rيك  Mفرض كنيم (: 19-1-1)تعريف

  Zرا تاب آزاد مي ناميم هر گاه به عنوان يك  Gهمچنين گروه آبلي m = o. شود، آنگاه  rm = oاگر   o  r   Rازاي هر

 مدول تاب آزاد باشد.

 

 در اين صورتباشد.  Rيك ايده آل مدرج از  Iيك حلقه مدرج و  R(: فرض كنيم 13-1-1)تعريف

√  = x   R   g   G ,       o  ،  

  
   I  

  

 مدولهاي ضربي:  9 -1

 

 يك ايده  M از Nرا يك مدول ضربي مدرج مي ناميم هرگاه براي هر زير مدول مدرج  Mمدول مدرج  -Rيك  (:1-9-1)تعريف

  Kو  N  اگر .يك مدول ضربي مدرج باشدM . همچنين فرض كنيم  N = a Mوجود داشته باشد به طوري كه  Rاز  aآل مدرج 

  K = b M. و  N = a Mوجود دارد به طوري كه  Rاز   b و  a ايده آل هاي مدرج آنگاهباشند،  Mزيرمدول هاي مدرج از

 يك ايده  abدر حقيقت  نشان مي دهيم.  N.K تعريف شده و آن را با M (ab)به وسيله K و  Nحاصل ضرب با نماد گذاري اخير 

 كنيم فرض زيرا .است. يا به عبارتي خوش تعريف است a,bمستقل از انتخاب  N.K  و است Rآل مدرج از

  M =   M = N وK =   M =   M   ايده آل هاي از    و   كه در آن R 1،9و .i =ملاحظه مي كنيم كه به ازاي r     و 
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s      و m   M ،.rsm   NK =     M  از  M =   M داريم sm = ∑   
 
 در       و           كه درآن       

∑= rsm.اين صورت   
 
∑ =   r مي توانيم داشته باشيم كه  r      M =  Mاز              

 
 كه در آن،         

∑= rsm. از اين رو،  M         و          ∑   
 
   

 
و به طور    M      M    لذا . rsm     Mبنابراين           

        ⏞           را به وسيله     ، Kهمچنين براي هر عدد صحيح مثبت  .  M      M    مشابه داريم 

  مرتبه 

 نشان مي دهيم.

 

 باشد.  Mيك زير مدول مدرج از   N و Rيك مدول ضربي مدرج روي  M  ،يك حلقه مدرج Rفرض كنيم  (:9-9-1)تعريف

 مي ناميم  Nباشد را راديكال مدرج  k ،       Nبه طوري كه به ازاي عدد صحيح مثبت   m   Mمجموعه تمام عضو هاي 

 نشان مي دهيم. grad(N)به وسيله  آن را و

 

 ازاي عدد تعريف كرده و به Rt.Rzرا به صورت   t , z   Mاز دو عضو  t.zحاصل ضرب  بعضي نويسندگان  (:1-9-1)تذكر

 فرض كنيم] 5[از 4و نتيجه  19و قضيه  ]1[، 13-1به طور مثال در قضيه  .استفاده كرده اند  M    نماداز   nصحيح  

n = 1 در اين صورت .باشد .t  M  اين مفهوم درست نيست زيراt   Mحاصل ضرب دو عضو از  تعريف ازاين    ،. از اين روM  

 .طبيعي نيست

 

 را  M از N. يك زير مدول مدرج باشد Rيك مدول ضربي مدرج روي  Mو  يك حلقه مدرج  Rفرض كنيم  (:3-9-1)تعريف

 .  t،     = o اگر به ازاي عدد صحيح پوچ توان مي ناميم

 

 . grad(o) = grad(N)  آنگاه ،پوچ توان باشد M از Nاگر يك زير مدول مدرج  (:1-9-1)نكته
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 باشد.  Rن ازومشمول در راديكال ژاكوبس Rيك ايده آل از  I و R يك مدول ضربي روي حلقه  Mفرض كنيم  (:1-9-1)قضيه

  M = o.آنگاه  ،باشد  M = IMاگر ،در اين صورت

 پس Rx = JM.به طوري كه وجود دارد  Rاز  Jدراين صورت يك ايده ال  x   M.فرض كنيم : اثبات

.Rx = JM = JIM = IJM = Ix  بنابراين به ازايa   I ،.x = ax 1  اما- a  درR اين رو يكه است. از، x = o  . 

 

  .يك حلقه باشد Rفرض كنيم (:  1-9-1)لم

 مدول  R    آنگاه ،يك مدول ضربي باشد Mمدول  Rاگر  .باشد Rيك زير مجموعه ي ضربي بسته از S( فرض كنيم الف

،   M .يك مدول ضربي است 

 مدول   ، R از Pل هاي اول يا ماكسيمال تنها اگر براي تمام ايده آ و يك مدول ضربي است اگر Mمدول متناهي مولد  R( ب

 S = R - Pو  = R        ياد آوري مي شود كه ضربي باشد.،     

 ].4[از  9لم به  ر ك .: اثبات

 

  N  Mاگر  مي ناميم را ماكسيمال  Mاز  Nزيرمدول مدرجمدول مدرج باشد.  Rيك  Mفرض كنيم   :(4-9-1)تعريف

 N  K  M.به طوري كه  وجود نداشته باشد Mاز  Kو يك زير مدول مدرج 

 

 باشد. M، صفر و خود آن مدولهاي مدرج را ساده مدرج مي ناميم اگر تنها زير Mمدول   R (:5-9-1)تعريف

 

 را يك مقسوم  o  a   h(M)عضو  مدول ضربي مدرج باشد. Rيك  Mيك حلقه مدرج و  Rفرض كنيم (: 6-9-1)تعريف

   ab = o.وجود داشته باشد به طوري كه  o  b   h(M)عليه صفر مدرج مي گوييم اگر 
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 ، Mباشد. در اين صورت هر مقسوم عليه صفر مدرج روي  Rيك مدول ساده مدرج روي حلقه مدرج  Mفرض كنيم  (:9-9-1)لم

 است. M عضو پوچساز ازيك 

 وجود دارد به   o  a   h(M)باشد. در اين صورت عضو  Mيك عضو دلخواه مقسوم عليه صفر مدرج روي  r: فرض كنيم اثبات

       rM = r(Ra) = (Rr)a = R(ra) = o.،از اين رو Ra = M.مدول ساده مدرج است داريم  Mچون  ra = o.طوري كه 

 است.  Mيك عضو پوچساز از  rبنابراين 

  

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


