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پیشگفتار

و مهندسی مسائل در فراوانی کاربردهای که ریاضی علم شاخههای از یکی
مباحث از خیلی در انتگرال معادلات است. انتگرال معادلات دارد، فیزیک
منابع [۴ ،٣] مراجع میشوند. ظاهر مهندسی و شیمی شناسی، زیست فیزیک،

میباشند. معادلات گونه این ظهور منشأ به بردن پی برای خوبی
،۶ ،۵] شدند معرفی ولترا١ توسط ١٩٠٠ سال اوایل در ابتدا انتگرال معادلات
اینگونه با که بود وراثت تأثیر و جمعیت رشد پدیده مطالعه حال در ولترا .[٧
بعد به زمان آن از کرد. انتخاب آنها برای را مذکور نام و شد مواجه معادلات
پدیده گرما، انتقال نظیر زیادی کاربردی پژوهشهای در محققین و دانشمندان

کردند. پیدا نیاز معادلات این حل به غیره و نوترون پخش انتشار،
کرده جلب خود به را محققان توجه اخير سالهای در که جالبی مسائل از يکی
انتگرالی شرايط با انتگرال-ديفرانسيل نيز و ديفرانسيل و انتگرال معادلات است
با خطی شبه گرمای معادله هوك وندر و كانن ،[٣٠] در مثال عنوان به است.
ديريكله، مساله جواب از استفاده با و دادند قرار بررس�ی مورد را انتگرالی شرايط
بررسی مورد را موضعی غير شرايط با خطی شبه گرمای معادله وضعی، خوش

دادند. قرار
بردند. كار به گرما معادله حل برای را گالركين روش لين و كانن ،[٣٢] و [٣١] در
غيرخطی سهموی انتگرال-ديفرانسيل معادلات روی بوزاينی و مرازگا ،[٣۶] در
اين تقريبی حل برای راث روش از و كردند كار انتگرالی شرط و مرزی شرايط با

١V olterra
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كردند. استفاده معادلات نوع
انتشار معادله انتگرال شرايط با اوليه مقدار مساله بوزاينی و مرازگا ،[٣٨] در و
يك به را بعدی دو انتشار معادله آن در و دادند قرار بررسی مورد را بعدی دو
كردند. اثبات را دادهها به پيوسته وابستگی و يكتايی وجود، و كردند تبديل بعدی
جزئی انتگرال-ديفرانسيل معادلات از خاصی رده بررسی به نيز پاياننامه اين در
انتگرال معادلات مورد در مقدمهای ١ فصل در میپردازيم. انتگرالی شرط يك با
حل میآوريم. داريم نياز آنها به بعدی فصلهای در كه قضايايی و تعاريف نيز و
ارائه ٢ فصل در بعدی دو خطی ولترای انتگرال-دیفرانسیل معادلات عددی
انتگرال- معادله برای جواب وجود بررسی به ٣ فصل در و .[٢۶] است شده
معادله عددی حل به ۴ فصل در است. شده پرداخته انتگرالی شرایط با دیفرانسیل
و ٢ فصل پایان در پرداختيم. موضعی غير شرايط با خطی انتگرال-ديفرانسيل
کار به کامپیوتری برنامههای است. شده آورده روش از حاصل عددی نتایج ۴

است. شده آورده پیوست صورت به نامه پایان این معادلات حل برای رفته

د



١ فصل

مقدماتی مفاهیم

١



انتگرال معادلات معرفی ١.١

مقدمه ١.١.١

برای میکنیم. بیان اختصار به را انتگرال معادلات از مفاهیمی قسمت این در
کرد. مراجعه [٢] مرجع به میتوان کاملتر و بیشتر اطلاعات کسب

انتگرال علامت زیر y(x) مجهول تابع آن در كه است معادلهای انتگرال معادله یك
دارد. قرار

شود يافته باید و است مجهول تابع y(x) آن در كه انتگرال معادله یك از نمونهای
است زیر صورت به

y(x) = f(x) +
∫ β(x)

α(x)
K(x, t)y(t)dt (١.١)

حدود β(x) و α(x) میشود. نامیده انتگرال معادله هسته K(x, t) آن در كه
معلوم قبل از f(x) تابع و معادله هسته كه است توجه شايان هستند. انتگرال
است y(x) یعنی مجهول تابع تعیین انتگرال معادلات بررسی از هدف هستند.

كند. صدق (١.١) معادله در كه

انتگرال معادلات انواع ٢.١.١

صورت به y(x) مجهول تابع كه (١.١) معادله نظیر معادلاتی به تعریف١.١.١.
توابعی با y(x) تابع گر ا اما میگویند. خطی انتگرال معادلات دارد، حضور خطی
را انتگرال معادله آنگاه شود، تعویض غیره و cos(y(x)) یا y2(x) نظیر غیرخطی

میگویند. غیرخطی

دستهبندی گروه چهار در میتوان را خطی انتگرال معادلات متداولترین
نمود.

فردهلم انتگرال معادلات .١

٢



ولترا انتگرال معادلات .٢
انتگرال-دیفرانسیل معادلات .٣

منفرد انتگرال معادلات .۴
معادلات به مجهول تابع متغیرهای تعداد به توجه با را انتگرال معادلات همچنین

میكنند. تقسیم متغیره چند یا یك انتگرال
میكنیم. بيان را بالا چهارگانه معادلات عمده خواص و تعاریف كنون ا

فردهلم انتگرالخطی معادلات

ترتیب به انتگرالگیری بالای حد و پایین حد فردهلم، خطی انتگرال معادلات در
هستند: b و a ثابت اعداد

ϕ(x)y(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t)y(t)dt, x ∈ [a, b], (٢.١)

هستند مشخص قبل از f(x) تابع و K(x, t) یعنی انتگرال معادله هسته آن در كه
است. معلوم پارامتر یك هم λ و

انتگرال معادلات كند انتخاب را زیر مقادیر از كدامیك ϕ(x) اینكه حسب بر
میشوند: تقسیم دسته دو به خطی فردهلم

میشود تبدیل زیر معادله به (٢.١) معادله باشد، ϕ(x) = 0 گر ا الف)

f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t)y(t)dt = 0 (٣.١)

مینامند. اول نوع فردهلم انتگرال معادله یك را معادله این
آمد. خواهد در زیر شكل به (٢.١) معادله باشد، ϕ(x) = 1 گر ا ب)

y(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t)y(t)dt x ∈ [a, b]. (۴.١)

٣



میگویند. دوم نوع فردهلم انتگرال معادله یك معادله، این به
وارد كلیت در خلل��ی اینكه بدون ،∀x ∈ [a, b] : ϕ(x) ̸= 0 گر ا كه است توجه قابل

.ϕ(x) = 1 كه كرد فرض میتوان شود
فردهلم انتگرال معادلات از برخی میتوان آنها توسط كه ساده تحلیلی روش چند

از: عبارتند كرد حل را
ادومیان تجزیه روش الف.
مستقیم محاسبه روش ب.

متوالی تقریبهای روش ج.
متوالی جایگذاریهای روش د.

مراجعه [٢٠ ،١٩] مراجع به میتوان روشها این بیشتر جزئیات از اطلاع برای
كرد.

ولترا انتگرالخطی معادلات

حد آنها در كه معادلاتی یعنی ولترا، خطی انتگرال معادلات استاندارد شكل
صورت به است x از تابعی باشد ثابتی عدد یك اینكه جای به انتگرالگیری بالای

میباشد: زیر

ϕ(x)y(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t)y(t)dt, x ∈ [a, b] (۵.١)

میباشد. خطی صورت به انتگرال علامت زیر y(x) یعنی مجهول تابع آن در كه
دستهبندی گروه دو به ϕ(x) مقدار به توجه با میتوان نیز را ولترا انتگرال معادلات

نمود:
خواهد تبدیل زیر صورت به (۵.١) معادله است، ϕ(x) = 0 حالتیكه در الف)

شد.

۴



f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t)y(t)dt = 0. (۶.١)

میگویند. اول نوع ولترای انتگرال معادله یك معادله، این به
آمد. خواهد در زیر شكل به (۵.١) معادله آنگاه است، ϕ(x) = 1 حالتیكه ب)در

y(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t)y(t)dt, (٧.١)

مینامند. دوم نوع ولترای انتگرال معادله را این
: كرد حل میتوان را ولترا انتگرال معادلات از برخی زیر تحلیلی روشهای با

ادومیان تجزیه روش الف.
سری جواب روش ب.

متوالی تقریبهای روش ج.
متوال�ی جایگذاریهای روش د.

مراجعه [٢٠ ،١٩] مراجع به میتوان ها روش این بیشتر جزئیات از اطلاع برای
كرد.

ولترای انتگرال و (۴.١) دوم نوع فردهلم انتگرال معادله در گر ا .٢.١.١ تذکر
انتگرال معادله یك را حاصل معادله آنگاه باشد، f(x) = 0 ، (٧.١) دوم نوع
غیرهمگن انتگرال معادله یك نظر مورد صورتمعادله این غیر در مینامند. همگن

میشود. نامیده

غیرخطی انتگرال معادلات

انتگرال معادلات در گر ا

y(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t, y(t))dt, (٨.١)

۵



و

y(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t, y(t))dt, (٩.١)

میشوند نامیده غیرخطی فوق معادلات آنگاه باشد غیرخطی y به نسبت K تابع
یك (٩.١) معادله و فردهلم غیرخطی انتگرال معادله (٨.١) معادله كه طوری به

میشود. گفته ولترا غیرخطی انتگرال معادله
هستند. غیرخطی انتگرال معادلات از مثالهایی زیر معادلات

y(x) = x +
∫ 1

0
xty3(t)dt, (١٠.١)

y(x) = x − 1
4
x4 +

∫ x

0
ty2(t)dt, (١١.١)

انتگرال معادله (١١.١) معادله و فردهلم غیرخطی انتگرال معادله (١٠.١) معادله
است. ولترا غیرخطی

حل میتوان را غیرخطی فردهلم انتگرال معادلات از دستهای زیر روشهای با
كرد:

مستقیم تجزیه روش الف.
ادومیان تجزیه روش ب.

غیرخطی ولترای انتگرال معادلات از بعضی میتوان زیر روشهای از استفاده با
كرد: حل را

سری جواب روش الف.
ادومیان تجزیه روش ب.

[٢٢ ،٢١ ،١٩] مراجع به میتوان روشها این بیشتر جزئیات از اطلاع برای
نمود. مراجعه

۶



انتگرال-دیفرانسیل معادلات

دیده معادله در y(x) مجهول تابع مشتقات از یكی حداقل معادلات گونه این در
میشود.

كاربردهای نیز و میشوند معادلاتظاهر گونه این كه مواردی درباره بیشتر جزئیات
مكانیك مهندسی شناسی، زیست فیزیك، مانند دیگر علوم در معادلات اینگونه

كرد. پیدا [٢۵ ،٢۴ ،٢٣ ،٢٢] مراجع در میتوان را غیره و
است. شده آورده انتگرال-دیفرانسیل معادلات از مثال چند زیر در

y′(x) = x −
∫ 1

0
ex−ty(t)dt, y(0) = 0, (١٢.١)

y′′(x) = ex − x +
∫ 1

0
xty′(t)dt, y(0) = 0, y′(0) = 1, (١٣.١)

y′(x) = x −
∫ x

0
(x − t)y(t)dt, y(0) = 0, (١۴.١)

y′′(x) = −x +
∫ x

0
(x − t)y(t)dt, y(0) = 0, y′(0) = −1. (١۵.١)

انتگرال- معادلات (١٣.١) و معادلات(١٢.١) انتگرالگیری، حدود به توجه با
انتگرال-دیفرانسیل معادلات (١۵.١) و معادلات(١.١۴) و فردهلم دیفرانسیل
انتگرال-دیفرانسیل معادلات معادلات(١٢.١)-(١.١۵) علاوه به هستند. ولترا
در آن مشتقات و y(x) یعنی مجهول تابع كه است دلیل آن به این و هستند خطی

كردهاند. پیدا حضور خطی صورت به مذكور معادله
حل میتوان را فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات از دستهای زیر روشهای با

كرد:
مستقیم تجزیه روش الف.
ادومیان تجزیه روش ب.

را ولترا انتگرال-دیفرانسیل معادلات از بعضی میتوان زیر روشهای توسط

٧



كرد: حل
سری جواب روش الف.
ادومیان تجزیه روش ب.

منفرد انتگرال معادلات

اول نوع انتگرال معادله

f(x) = λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, t)y(t)dt, (١۶.١)

دوم نوع یا

y(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, t)y(t)dt, (١٧.١)

باشند، نامتناهی انتگرالگیری حدود دو هر یا بالا حد پایین، حد آنها در كه را
و انتگرال(١.١۶) معادلات هسته گر ا علاوه به مینامند. منفرد انتگرال معادله
گونه این هم باز نباشد، پیوسته انتگرالگیری بازه از نقطه چند یا یك در (١٧.١)

مینامند. منفرد انتگرال معادلات را معادلات

بعدی چند و بعدی یك انتگرال معادلات

مجهول تابع به مربوط دارد وجود انتگرال معادلات در دیگریكه بندی تقسیم
متغیره یك تابعی معادله، مجهول تابع گر ا كه طوری به است انتگرال معادلات
متغیره چند تابعی معادله مجهول تابع گر ا ولی گویند بعدی یك را معادله باشد

معادله مثال، عنوان به مینامند. بعدی چند را معادله باشد

y(x) −
∫ x

0
cos(x + t)y(t)dt = 2

√
x

٨



معادله و بعدی يك ولترای انتگرال معادله يك

u(x, t) −
∫ π

0

∫ π

0
(xy + tz)u(y, z)dydz =

xsin(t) − (
2
3
x +

1
2
t)π3, x, t ∈ [., π]

معادله بالاخره و خطی دوبعدی فردهلم انتگرال معادله يك

u(x, t) −
∫ t

0

∫ x

0
(xy + tz)u(y, z)dydz = sin(xt)−

6x3t + x3t5 + 6xt3 − 6x2sin(xt) + x5t3 − 6t2sin(xt)
6xt

, x, t ∈ (0, 1)

است. خطی بعدی دو ولترای انتگرال معادله يك

تعاریفمقدماتی ٢.١

میپردازیم. نامه پایان این در رفته کار به مفاهیم از بعضی بيان به بخش این در

هيلبرت فضای ١.٢.١

يك را زير خواص با تابع باشد حقيقی خطی فضای يك X .١.٢.١ تعریف
α هر و X در x, y, z هر ازای به هرگاه ناميم می اسكالر ضرب يا داخلی ضرب

باشيم داشته R در
(x + y, z) = (x, z) + (y, z) الف)

(x, y) = (y, x) ب)
(αx, y) = α(x, y) ج)

x = 0 گر ا فقط و گر ا (x, x) = 0,∀x ∈ X (x, x) ≥ 0 د)

يك را (X, (·, ·)) زوج باشد X روی داخلی ضرب يك (·, ·) گر ا تعریف٢.٢.١.

٩



ناميم. داخلی ضرب فضای

تعريف با آنگاه باشد X فضای روی داخلی ضرب يك (·, ·) گر ا .٣.٢.١ قضیه
را نرم اين كه است، نرمدار خطی فضای ،Xيك x ∈ X هر برای ∥x∥ = (x, x)

1
2

گويند. داخلی ضرب توسط شده توليد نرم

X هرگاه گويند هيلبرت فضای يك را X داخلی ضرب فضای تعریف٢.١.۴.
هر عبارتی به يا باشد، كامل فضای يك داخلی ضرب توسط شده توليد نرم با
X در همگرا دنباله يك داخلی ضرب توسط شده توليد نرم با X در كشی دنباله

باشد. X در آن حد ديگر عبارت به باشد.

.∫ b
a |g(t)|2dt < ∞ هرگاه گويند مربعی پذير انتگرال را g(t) تابع تعریف٢.١.۵.

گرانوال نامساوی ٢.٢.١

تابع همچنين باشند I، بسته بازه روی پيوسته تابعهای α(t) و h(t) كه كنيد فرض
گر ا است. نامنفی صحيح عدد k و I بازه روی نامنفی تابع α(t)

h(t) 6
∫ t

a
α(s)h(s)ds + k

آنگاه

h(t) 6 k · e
∫ t

a α(s)ds.

.[٨] گويند ١ گرانوال نامساوی نامساوی، اين به
١Gronwall
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