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Вپاس ऌاری...

و ندانند او نعمت های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس
نتوانند. گزاردن در را او حق کوشندگان،

که ͬ ام زندگ دوران اساتید از و اند داشته ͬ ام زندگ پیشرفت های در بسزایی سهم که عزیزم مادر و پدر از
دارم. را تشͺر کمال اند آموخته من به را زیستن بهتر مسیر و زندگͬ منش علم، آموزش بر علاوه

که اند شده متقبل را زحماتͬ رضائͬ دکتر آقای جناب بزرگوار، و عزیز استاد از ͬ دانم م لازم خود بر
روز توفیق و سعادت و سلامتͬ آرزوی ایشان برای بود. خواهد ما ذهن در همیشه یادشان و نامشان

دارم. را تشͺر کمال و خواستارم متعال خداوند از افزون
راهنمایی جهت ریاضͬ گروه گرامͬ اساتید از را سپاسͽزاری مراتب دانم مͬ خویش وظیفه هم چنین

نمایم. ابراز سال دو این مدت در هایشان

حسنوند زینب
١٣٩٣ مهر

پ



چͺیده

خواهیم را ضعیف ایزوتروپی طور به پرچمͬ انحنای با کروپینا مترهای از بندی دسته پایان نامه، این در
هدف باشند. زرملو ناوبری مسئله در ناوبری زوج (h,W ) و M منیفلد روی کروپینا متر F اگر داشت.
ͷی ،٣ بعد در کروپینا متر که کرد خواهیم ثابت نهایت در و است F و (h,W ) بین رابطه کردن پیدا ما

باشد. نامنفͬ ثابت پرچمͬ انحنای با اگر فقط و اگر است انیشتینͬ متر

ت
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پیشͽفتار

سال در شد. ارائه ریمانͬ هندسه طبیعͬ تعمیم عنوان به فینسلر توسط فینسلری هندسه ١٩١٨ سال در

و یافت گسترش ریمانͬ هندسه از تعمیمͬ عنوان به بروالد و تیلور چون هم دانانͬ ریاضͬ توسط ١٩٢٠

کسانͬ جمله از وی و داد ادامه را بود نموده ابداع فینسلر که را هندسه ای اصول کارتان ١٩٣٣ سال در

سراسری صورت به را فینسلری التصاق نظریه که کسͬ اولین و دادند گسترش را فینسلری هندسه که بود

شده بیان ریمانͬ متر مورد در نامه پایان این فصول در چه آن به توجه با بوده اکبرزاده پروفسور کرد بیان

حاصل جدیدی مترهای نماییم، حذف یا و داده تغییر را ریمانͬ متر تعریف در مذکور شرایط اگر است،

این به توجه با را پدیده ها از بسیاری مهندسͬ و ͷفیزی در و است داشته جالبی بسیار تعابیر که ͬ شود م

کرد. توجیه ͬ توان م مترها

نوع ͷی ͬ گردد. م ظاهر فینسلری متر برداریم، ریمانͬ متر از را بودن مربعͬ شرط اگر مثال عنوان به

با متری ,α)‐مترها، β) این از خاص نوع ͷی و هستند ,α)‐مترها β) فینسلری، مترهای از خاص

دارد. نام کروپینا متر که بود خواهد F = α٢

β
شͺل به F = αφ(s) نتیجه در و φ(s) = ١

s
فرض

مطالب بهتر فهم در مهمͬ نقش که منیفلدها به مربوط مقدماتͬ مفاهیم ابتدا نامه، پایان این اول فصل در

مقادیر چنین هم و لͬ مشتقات ,α)‐مترها، β) فینسلر، معرفͬ به دوم فصل در ͬ شویم. م یادآور را دارند،

انحنای و معیار انحراف نامه پایان این سوم فصل در ͬ کنیم. م بیان را پرچمͬ انحنای چون هم هندسͬ مهم

فصل در ͬ نماییم. م شرح را اسͺالر پرچمͬ انحنای با فینسلری مترهای و زرملو ناوبری مهم مسئله ،S

متر آوردن دست به و داده شرح را ضعیف ایزوتروپی طور به پرچمͬ انحنای از بندی دسته چهارم

،٣ بعد در کروپینا متر که ͬ شود م اثبات نهایت در و ͬ باشد م کروپینا متر از ناوبری معرف و انیشتینͬ

باشد. نامنفͬ ثابت پرچمͬ انحنای با اگر فقط اگرو است انیشتینͬ متر ͷی

است: گردیده تدوین زیر مقاله اساس بر نامه پایان این

Qiaoling, X. On Kropina metrics of scalar flag curvature, Differential Geometry and its

Applications, 31 (2013), 393-404.

١



١ فصل

اولیه ومفاهیم تعاریف

مقدمه ١ . ١

به بردن پی است. شده نهاده قراردادها و اصطلاحات تعاریف، اصول، سری ͷی بر علمͬ هر بنای

فصل این در است. تعاریف و مفاهیم درک لازمه اش دیͽر علوم سایر مانند نیز ریاضͬ موضوعات

ͬ های یͺریخت ریمانͬ، هندسه کلاف ها، نظریه تانسورها، ، دیفرانسیل منیفلدهای از قضایایی و تعاریف

ما فرض مͬشویم. یادآور دارند، مطالب بهتر فهم در مهمͬ نقش که را منیفلد روی التصاق موزیͺال،

قضایا اثبات مقدماتͬ، مطالب آوردن از لذا دارد. آشنایی هندسه اولیه مفاهیم با خواننده که است این بر

از استفاده و اصلͬ مقاله محوریت با شده آورده تعاریف است. شده خودداری ها آن به مربوط نتایج و

است. گردیده انتخاب مثال ها با همراه منابع، سایر

پذیر دیفرانسیل منیفلدهای ١ . ١ . ١

(X, τ) زوج و نامیده X روی توپولوژی ͷی باشد زیر خواص دارای که را τ ⊆ P(X) .١ . ١ . ١ تعریف

مͬنامیم. ١ توپولوژی فضای ͷی را

∅, X ∈ τ (١)

باشد. بسته دلخواه اجتماع تحت (٢)

باشد. بسته متناهͬ اشتراک (٣)تحت
١ topological space

٢



٣ اولیه ومفاهیم تعاریف .١ فصل

ͷی دارای هرگاه گوییم، اقلیدسͬ فضای را X باشد، برداری فضای ͷی X کنیم فرض .١ . ١ . ٢ تعریف

باشد. داخلͬ ضرب

اقلیدس١ͬ موضعاً Xرا باشد، ثابت عدد ͷی n و توپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض .١ . ١ . ٣ تعریف

Rnباشد. باز ͷی با همئومورف که باشد داشته وجود U باز ͬͽهمسای x ∈ Xهر ازای به هرگاه گوییم.

مͬنامیم. x نقطه در X توپولوژی فضای بعد را مذکور n

٢گوییم. همئومورفیسم را باشد پیوسته وارون دارای و پیوسته که ͬͺی به ͷی تناظر .۴ . ١ . ١ تعریف

گوییم. همئومورف توپولوژی فضاهای را Y Xو آن گاه باشد، f : X −→ Y هرگاه

هرگاه: توپولوژی٣گوییم منیفلد ͷی را ،X توپولوژی فضای .۵ . ١ . ١ تعریف

باشد. (١)هاسدروف۴

باشد. دوم۵ نوع شمارای پایه دارای (٢)

باشد. اقلیدسͬ موضعاً (٣)

پایه دارای منیفلد گوییم پوشاند، کارت ها از شمارا تعدادی توسط بتوان را منیفلد اگر .۶ . ١ . ١ تعریف

است. شمارا

x : u→ x(u) که را (x, U) زوج صورت این در باشد. توپولوژی Xمنیفلد کنیم فرض .١ . ١ . ٧ تعریف

مختصات۶ͬمͬنامیم. کارت ͷی مͬباشد همئومرفیسم ͷی

هرگاه گوییم، سازگار C∞ را توپولوژی منیفلد ͷی از (y, V و( (x, U) کارت دو .١ . ١ . ٨ تعریف

نگاشت های:

xoy−١ : y(U ∩ V ) −→ x(U ∩ V ),

yox−١ : x(U ∩ V ) −→ y(U ∩ V ).

باشد. C∞،Rn فضای از نگاشت هایی عنوان به

توپولوژی منیفلد ͷی برای ∞Cسازگار کارت های Aاز = {(xα, Uα)|α ∈ I} مجموعه .١ . ١ . ٩ تعریف

گوییم. آن برای ٧C∞ اطلس ͷی را باشند نیز آن برای پوشش Uα که طوری را
١locally euclidean
٢homeomorphism
٣ topological manifold
۴hauasdorff

۵ countable basis
۶ coordinate chart
٧atlas



۴ اولیه ومفاهیم تعاریف .١ فصل

M روی C∞ اطلس ͷی A و باشد n−بعدی توپولوژی منیفلد ͷی M کنیم فرض .١ . ١ . ١٠ تعریف

نامیم. C∞ رده از هموار منیفلد ͷی را (M,A) زوج صورت این در باشد،

است. هموار منیفلد ͷی کره١ .١ . ١ . ١١ مثال

توپولوژی فضای آن گاه باشند، پذیر دیفرانسیل منیفلدهای (Nm,AN) و (Mn,AM) اگر .١ . ١ . ١٢ تعریف

(m+ n) ٢ پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی را مͬشود تعریف زیر صورت به که AM×N اطلس با M ×N

مͬباشد. بعدی

AM = {(Uα, φα) | α ∈ I}, AN = {(Vβ, ψβ) | β ∈ J},

بود: خواهد زیر صورت به حاصلضرب اطلس آن گاه

AM×N = {(Uα × Vβ, φα × ψβ) | (Uα, φα) ∈ AM , (Vβ, ψβ) ∈ AN}.

هرگاه ،∞Cگوییم، p در را f باشد، نگاشت ͷی f :M −→ N و p ∈M کنیم فرض .١ . ١ . ١٣ تعریف

f(U) ⊆ V که طوری به N اطلس از (y, V ) مختصاتͬ کارت و Mاطلس از (x, U) مختصاتͬ کارت

باشد. C∞ ، x(p) در yofox−١ : x(U) −→ y(V ) که باشند داشته وجود

مشتق گیر ͷی صورت به p بر ٣ مماس بردار ͷی باشد، M از نقطه ͷی p کنیم فرض .١۴ . ١ . ١ تعریف

در M بر مماس فضای را p نقطه در M بر مماس بردارهای همه مجموعه مͬشود. تعریف p نقطه در

مͬدهیم. نشان TpM با و نامیده p نقطه

صورت این در p ∈M و f :M
C∞
−−→ N کنیم فرض .١۵ . ١ . ١ تعریف

f∗p : TpM −→ Tf(p)N

Xp −→ f∗p(Xp) : C
∞
f(p)(N)

١،٢ →−−−−−خواص R

g −→ (f∗p(Xp))g := Xp(gof),

است: زیر خواص دارای و مͬنامیم. p نقطه در f مشتق را f∗p مͬباشد. تعریف خوش فوق تعریف

١sphere
٢ differentible manifold

٣tangent vector



۵ اولیه ومفاهیم تعاریف .١ فصل

است. خطͬ f∗p(١

است. خطͬ ایزومورفیسم f∗p آن گاه باشد، دیفئومورفیسم f :M −→ N ٢)اگر

.(gof)∗p = g∗f (p)of∗p آن گاه M f−→ N
g−→ p ٣)اگر

هموار نگاشت از است عبارت M منیفلد روی C∞ منحنͬ ͷی :١C∞ منحنͬ .١۶ . ١ . ١ تعریف

. (a, b) ⊆ R که طوری به C : (a, b) −→M

خم ͷی TPM مماس فضای از X(p) بردار هر و M منیفلد از p نقطه هر ازای به .١ . ١ . ١٧ قضیه

. C ′(◦) = X(p) و C(◦) = p که طوری به C : (−ϵ, ϵ) C∞
−−→M هموار

شود. ]مراجعه (١۶·٨) گزاره ،[٢٠] ] به برهان.

این در .Xp ∈ TpM و p ∈M باشد، C∞ نگاشت ͷی f :M −→ N که کنیم فرض .١ . ١ . ١٨ قضیه

.f∗p(Xp) =
∂
∂t
(foC)t آن گاه باشد Xp سرعت بردار دارای p نقطه در که باشد خمͬ C اگر صورت

شود. مراجعه [(٨·١٨) گزاره ،[٢٠] ] به برهان.

کلاف٢ نظریه ١ . ٢

و داده نشان TM با را M ٣ مماس فضای است. مفروض M پذیر دیفرانسیل منیفلد .١ . ٢ . ١ تعریف

مͬکنیم: تعریف زیر صورت به

TM =
⊔
p∈M

TpM = ∪p∈M{p} × TpM = {(p,Xp)|p ∈M,Xp ∈ TpM},

مͬگردد: تعریف زیر صورت به M روی ۴ دوگان مماس فضای مشابه طور به

T ∗M =
⊔
p∈M

T ∗
pM = {(p, ωp)|p ∈M,ωp ∈ T ∗

pM}.

پوشا Cr ردۀ از نگاشت ͷی π : E
Cr

−→ B و Cr ردۀ از Eمنیفلدهای و B کنیم فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

حول U ͬͽهمسای b ∈ B هر ازای به هرگاه مͬنامیم تاری۵ کلاف ͷی را (E, π,B, F ) چهارتایی باشد،
١curve
٢bundle
٣ tangent space

۴dual tangent space
۵bundle fiber



۶ اولیه ومفاهیم تعاریف .١ فصل

شود: جابجایی زیر نمودار که باشد موجود φ : π−١(U) −→ U × F دیفئومورفیسم و b

E ⊆ π−١(U)
φ //

π

��

U × F

pr١
uukkkk

kkkk
kkkk

kkkk
kk

U

و بوده برداری فضای ͷی F هرگاه نامیم، برداری١ کلاف را (E, π,B, F ) تاری کلاف .١ . ٢ . ٣ تعریف

آن گاه باشند. خطͬ ͬ های یͺریخت نقطه هر در آن از گذر های نگاشت که باشد اطلسͬ دارای کلاف این

بود. خواهد برداری کلاف ͷی (E, π,B, F )

کلاف ͷی واقع در و تاری های کلاف از خاصͬ حالت منیفلد، ͷی روی مماس فضای .۴ . ١ . ٢ مثال

است. برداری

مماس کلاف مورد در مͬنامیم. p نقطه در کلاف تار را π−١({p}) گاه آن p ∈M اگر .۵ . ١ . ٢ تعریف

مͬباشند. p ∈M هر در TpM مماس فضاهای همان آن، تارهای

پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷیTM آن گاه باشد Ck پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی Mn اگر .۶ . ١ . ٢ قضیه

مͬباشد. Ck−١ ردۀ از و ٢n−بعدی

شود. رجوع [(٢·٢) قضیه ،[٢۵]] به برهان.

که طوری به را E به M از S نگاشت است. مفروض M روی E برداری کلاف .١ . ٢ . ٧ تعریف

نشان Γ(E) با را E کلاف بخش های مجموعه مͬنامیم. E کلاف ٢ بخش ͷی را πoS = IdM

مͬدهیم.

مͬنامیم. M روی برداری٣ میدان ͷی را کلاف این بخش ͷی گاه آن E = TM اگر .١ . ٢ . ٨ تعریف

مͬدهیم. نشان χ(M) با را M روی برداری میدان مجموعه

میدان مجموعه Mمͬنامیم. روی فرمͬ ͷی میدان، ͷی را T ∗M کلاف از بخش ͷی .١ . ٢ . ٩ تعریف

مͬدهیم. نشان Ω١(M) با را M روی ١‐فرمͬ های
١ bundle vector
٢section

٣field vector



٧ اولیه ومفاهیم تعاریف .١ فصل

هموار، نگاشت ͷی f :M −→ N و Mباشد روی برداری کلاف ͷیE کنیم فرض .١ . ٢ . ١٠ تعریف

مͬکنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان f ∗E با را M روی E برگردان کلاف صورت این در

f ∗E = {(x, v) |x ∈M, v ∈ E, f(x) = π(v)}.

خاصیت f ∗ چون مͬشود، Mساخته منیفلد روی E کلاف تارهای برگردان اجتماع توسط f ∗E واقع در

مͬتوان Eمͬباشند. کلاف تارهای پایه های از کپی ͷی برگردان کلاف تارهای پایه های پس دارد، خطͬ

برداری کلاف تارهای کپی آن تارهای که Nمͬباشد روی برداری کلاف ͷی (f ∗E, π,N) که کرد ثابت

مͬشود: تعریف زیر صورت به اول مؤلفه ی تصویر نگاشت مͬباشد. (E, π,M)

pr١ : f
∗E −→M

(x, v) ∈M × E 7−→ x ∈M,

شود: تعریف زیر صورت به دوم مؤلفه تصویر نگاشت واگر

pr٢ : f
∗E −→ E

(x, v) 7−→ v ∈ E,

بود: خواهد جایی جابه زیر، نمودار در کلاف ها بین نگاشت آن گاه

f ∗E
pr٢−→ Eypr١ yπ

M
f−→ N

مͬدهیم. نشان E با را (E, π,M, F ) تاری کلاف قرارداد:

دادن قرار با صورت این در باشند پذیر دیفرانسیل منیفلدهای B,F مͬکنیم فرض .١ . ٢ . ١١ تعریف
١ حاصلضرب کلاف نام به تاری کلاف ͷی اول مؤلفه روی تصویر با π : E −→ B و E = B × F

مͬشود. تعریف

B × F به E از φ مانند دیفئومورفیسمͬ هرگاه گوییم ٢ بدیهͬ کلاف را E کلاف .١ . ٢ . ١٢ تعریف

باشد. موجود
١ product bundle
٢ trivial bundle



٨ اولیه ومفاهیم تعاریف .١ فصل

Diff r(F ) Fیعنͬ روی Cr رده از های دیفئومورفیسم گروه از گروه زیر ͷی G اگر .١ . ٢ . ١٣ تعریف

‐G ͷی را ((E, π,M, F ), G) زوج، آن گاه باشد (E, π,M, F ) کلاف برای Cr اطلس ͷی A و باشد

باشیم داشته ،b ∈ Uα∩Uβ هر ازای به و φαβ مختصات تغییر نگاشت هر ازای به هرگاه مͬنامیم کلاف

مͬنامیم. (E, π,M, F ) کلاف ساختاری گروه را G . φαβ(b) ∈ G

هرگاه است، برداری کلاف ͷی را (E, π,M, F ) تاری کلاف که کرد ثابت ͬ توان م .١۴ . ١ . ٢ نتیجه

باشد. GL(F ) فوق، کلاف ساختاری گروه و بوده برداری فضای F

E ′
p هم چنین باشد. F برداری فضای زیر F ′ و بوده برداری کلاف ͷی E کنیم فرض .١۵ . ١ . ٢ تعریف

برداری کلاف١ زیر را E ′ =
⊔
p∈M

E ′
p صورت این در باشد. p ∈ M هر ازای به Ep برداری فضای زیر

،p ∈M هر ازای به که باشد داشته وجود (φ,U) کلافͬ کارت هرگاه مͬنامیم، E

φ(E ′
p) = F ′.

در . VξE = ker(π∗)ξ مͬدهیم قرار است. مفروض (E, π,M, F ) برداری کلاف .١۶ . ١ . ٢ تعریف

مͬباشد E روی برداری کلاف ͷی را (V E, π,E, F ) آن گاه باشد، V E =
⊔
ξ∈E

VξE اگر صورت این

مͬنامیم. عمودی٢ یا قائم کلاف آن را که

نیز E روی V E عمودی کلاف رتبه آن گاه باشد. m ،M روی E کلاف رتبه اگر که داشت توجه باید

مͬباشد. m

مͬتوان صورت این در باشد. TM منیفلد روی قائم برداری کلاف V TM کنیم فرض .١ . ٢ . ١٧ تعریف

روی V = yi ∂
∂xi صورت به سراسری برداری میدان ͷی TM برای (xi, yi) موضعͬ مختصات هر در

V TM قائم برداری کلاف روی موقعیت برداری میدان را برداری میدان این که کرد. تعریف TM

مͬنامیم.

E روی قائم برداری کلاف V E و باشد M روی برداری کلاف ͷی E کنیم فرض .١ . ٢ . ١٨ تعریف

نوشت E مانند دیͽر فضای ͷی و V E مستقیم جمع صورت به را TE بتوان اگر صورت، این در باشد.

نیست. یͺتا لزوماً HE مͬنامیم. E روی افق٣ͬ کلاف زیر را HE آن گاه

١sub bundle
٢ vertical bundle

٣ horizontal subbundle



٩ اولیه ومفاهیم تعاریف .١ فصل

این روی k−بعدی توزیع ͷی باشد. برداری کلاف ͷی (E, π,M, F ) کنیم فرض .١ . ٢ . ١٩ تعریف

فضای زیر ͷی ∆(p) ،p ∈M هر ازای به که طوری به ∆ :M −→ E نگاشت از است عبارت کلاف

باشد. Ep یعنͬ، p نقطه در کلاف تار از k−بعدی برداری

از کارت دو هر ازای به هرگاه گوییم پذیر جهت را (M,A)پذیر دیفرانسیل منیفلد .١ . ٢ . ٢٠ تعریف

باشد. مثبت همواره کارت تغییر نگاشت ژاکوبین A اطلس

است. پذیر جهت منیفلد کره .١ . ٢ . ٢١ مثال

از است Mعبارت روی التصاق١ ͷی Mباشد، روی برداری کلاف ͷیE کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٢ تعریف

نگاشت:

∇ : Γ(TM)× Γ(E) −→ Γ(E)

(X,S) −→ ∇XS,

باشد. زیر خواص دارای که

.∇fXS = f∇XS یعنͬ باشد. خطͬ C∞(M) ، X روی ∇ الف)

.∇XfS = f∇XS +X(f)S که باشد خاصیت این دارای S روی ∇ ب)

مͬنامیم. X بردار جهت در S ٢ هموردا مشتق را ∇XS

∇ التصاق باشد.) M روی التصاق ͷی) ∇ باشد. E در التصاق ͷی کنیم∇ فرض .١ . ٢ . ٢٣ تعریف

. E = TM هرگاه گوییم ٣ خطͬ را

این در باشد M روی ی نقطه p و باشد M روی E کلاف التصاق ͷی ∇ کنیم فرض .٢۴ . ١ . ٢ قضیه

معادل طور به دارد. بستگͬ p نقطه ͷکوچ ͬͽهمسای ͷی در X,S مقادیر به فقط ∇XS|p صورت

باشند، برابر یͺدیͽر با w و S باشند. برابر یͺدیͽر با U مانند p نقطه ͬͽهمسای در Y Xو اگر یعنͬ

آن گاه

∇XS|p = ∇Yw|p.

شود. رجوع [(١·۴) لم ،[١٠]] به برهان.
١connection
٢covariant derivative

٣linear connection



١٠ اولیه ومفاهیم تعاریف .١ فصل

صورت این در باشد. Γ(E) برای ای پایه موضعͬ صورت به {Ei} کنیم فرض .٢۵ . ١ . ٢ تعریف

ͬ نامیم. م ∇ ١ خطͬ التصاق ضرایب را ωjها
i .∇XEi := ωj

i (X)Ej ͬ دهیم م قرار . ∇XEi ∈ Γ(E)

Mبه دست روی هموار Xتابعͬ برداری میدان ͷی بر ها آن اثر با زیرا مͬباشند. ١‐فرمͬ واقع در ها ωj
i

مͬنامیم. نیز التصاق ١‐فرمͬ را ها ωj
i ͬ آید. م

لͬ مشتقات و شار ١ . ٣

کنیم فرض مͬگیریم، نظر در را C(t◦) = p آن در که C : (a, b) −→ M هموار خم .١ . ٣ . ١ تعریف

t ∈ (a, b) هر ازای به هرگاه گوییم p نقطه از گذرنده X میدان انتگرال خم را C خم ، X ∈ χ(M)

C ′(t) = XC(t).

φ : (−ϵ, ϵ)×W −→ U نگاشت از است عبارت M از p نقطه حول موضعͬ شار ͷی .١ . ٣ . ٢ تعریف

مͬکند: صدق زیر خواص در φ نگاشت و مͬباشد p نقطه برای ͬͽهمسای ͷی W ⊂ U آن در که

;φ(◦, q) = q (١

.φ(t, φ(s, q)) = φ(t+ s, q) | t+ s |< ε (٢

کرد: تعریف ͬ توان م را زیر ،C∞ نگاشت ،q ∈ W هر ازای به .١ . ٣ . ٣ تعریف

φ(q) : (−ε, ε) −→ W

t −→ (φ(q))(t) := φ(t, q),

گذرنده شار مدار را آن که مͬگذرد p نقطه از t = ◦ لحظه هر در که هموار است خمͬ φ(q) واقع در

مͬنامیم. q نقطه از

تعریف t ∈ R هر ازای به آن انتگرال خم های هرگاه گوییم کامل را X برداری میدان .۴ . ١ . ٣ تعریف

مͬباشد. ٢ سراسری آن، شار آن گاه باشد کامل برداری میدان ͷی X اگر . شود

: نگاشت هرگاه باشد برداری فضای ͷی V کنیم فرض .۵ . ١ . ٣ تعریف

١coefficient linear connection
٢globally



١١ اولیه ومفاهیم تعاریف .١ فصل

[ , ] : V × V −→ V

(u,w) −→ [u,w],

باشد: شده تعریف زیر خواص با

, [u,w] = −[w, u] •

, [u١ + u٢, w] = [u١, w] + [u٢, w], [u,w١ + w٢] = [v, w١] + [v, w٢] •

.[v, [u,w]] + [w, [v, u]] + [u, [w, v]] = ◦ •

گوییم. لͬ جبر ͷی را (V, [, ])

ͬ باشد. م لͬ جبر ͷی (R٣,×) فضای .۶ . ١ . ٣ مثال

از p و M روی C∞ تابع ͷی f و باشد M روی برداری میدان ͷی X کنیم فرض .١ . ٣ . ٧ تعریف

که مͬباشد. (X(f))(p) همان p نقطه هر در X برداری میدان به نسبت f مشتق مͬدانیم باشد، M

به fنسبت دلخواه تابع مشتق مفهوم این کرده ایم. تعریف (X(f))(p) := Xpf صورت به را آن قبلا́

مشتق تعریف مشابه واقع در کرد. تعریف نیز دیͽر صورت به مͬتوان را p نقطه هر در X برداری میدان

لحظه در p نقطه از گذرنده X برداری میدان به وابسته شار φt کنیم فرض دیفرانسیل، حساب در تابع

با واقع در که شار این fروی متغیرتابع تغییرات نظرگرفتن در با مͬتوان صورت این در باشد t = ◦

زیر صورت به p نقطه در X میدان به نسبت را f تابع مشتق است معادل شار دامنه از t پارامتر تغییر

کرد: تعریف

limt→◦
f(φt(p))−f(φ◦(p))

t
= limt→◦

f(φt(p))−f(p)
t

,

LXf := یعنͬ مͬکنیم استفاده p نقطه Xدر میدان به نسبت f مشتق دادن نمایش برای (LXf)p نماد از

تحت برداری میدان ͷی ͷفیزی در که جا آن از مͬنامیم. X میدان به نسبت f ١ لͬ مشتق را آن و X(f)

میدان به نسبت میدان آن تغییرات آهنگ مفهوم مͬتوان بنابراین ͬ کند تغییرم دیͽر برداری میدان ͷی تأثیر

همان از کار این برای کرد. تعریف را دیͽر برداری میدان به نسبت برداری میدان مشتق یعنͬ مفروض

نقطه دو در Y میدان مقادیر چون که تفاوت این با مͬکنیم استفاده X میدان به نسبت f مشتق تعریف

و کرده استفاده φt∗
ایزومرفیسم٢ نگاشت از دارد، تعلق متفاوت برداری فضای دو Xبه شار از متفاوت

١Lie derivative
٢isomorphism



١٢ اولیه ومفاهیم تعاریف .١ فصل

زیر صورت به مͬدهیم نشان (LXY )p با که را p نقطه در X میدان به نسبت Y میدان مشتق نتیجه در

ͬ کنیم: م تعریف

(LXY )p = lim
t→◦

Y (φt(p))− Y (φ◦(p))

t

= lim
t→◦

φ−١
t∗p

(Yφt(p))− Yp

t

= lim
t→◦

Y (φt(p))− φt∗p (Yp)

t
,

p ∈M هر ازای به آن در که

φt∗p : TpM
iso−→ Tφt(p)M.

تانسورها١ ۴ . ١

مͬگیریم: نظر در را زیر k−خطͬ نگاشت باشد R روی برداری فضای ͷی V کنیم فرض .١ . ۴ . ١ تعریف

t : V × V × V × . . .× V −→ R

(v١, v٢, . . . , vk) −→ t(v١, . . . , vk),

نگاشت هایی چنین مجموعه گوییم، k مرتبه از خلاصه طور به یا
(◦
k

)
مرتبه از تانسور ͷی را t نگاشت

مͬدهیم. نشان Lk(V ) با را

:i, j هر ازای به هرگاه گوییم ٢ متقارن را k مرتبه از t تانسور .٢ . ۴ . ١ تعریف

t(v١, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vk) = t(v١, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vk)

:i, j هر ازای به هرگاه گوییم متناوب آن را و

t(v١, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vk) = −t(v١, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vk)

باشد {١,٢, . . . , k} متناهͬ مجموعه روی σk های جایͽشت گروه از عضو ͷی σ اگر کلͬ حالت در

آن گاه:

.t(v١, . . . , vk) = t(vσ(١), . . . , vσ(k)) هرگاه: است متقارن t الف)

.t(v١, . . . , vk) = sgnσ · t(vσ(١), . . . , vσ(k)) هرگاه: است متناوب t ب)
١tensor
٢symmetric



١٣ اولیه ومفاهیم تعاریف .١ فصل

١ فرم k ͷی را t صورت این در باشد متناوب و k مرتبه از تانسور ͷی t کنیم فرض .٣ . ۴ . ١ تعریف

مͬدهیم. نشان Ak(V ) با را نگاشتهایی چنین مجموعه Vمͬنامیم. روی

در باشند V روی فرم ها k و k مرتبه از تانسورها ترتیب به Ak(V ) Lk(Vو ) کنیم فرض .۴ . ۴ . ١ تعریف

صورت: این

Alt : Lk(V ) −→ Ak(V )

t −→ Alt(t),

آن: در که

((Alt)(t))(v١, . . . , vk) :=
∑
σ∈δk

sgnσ · t(vσ(١), . . . , vσ(k)). (١ . ١)

t ∧ s با را t, s ٢ خارجͬ ضرب صورت این در s ∈ Al(V ) و t ∈ Ak(V ) کنیم فرض .۵ . ۴ . ١ تعریف

مͬکنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان

t ∧ s ∈ Ak+l(V )

t ∧ s := ١
k!l!
Alt(t⊗ s),

دوگان پایه {βj}nj=١ و آن پایه {αi}ni=١ و بعدی n برداری فضای ͷی V کنیم فرض .۶ . ۴ . ١ قضیه

صورت این در باشد. آن به وابسته

{βj١ ⊗ βj٢ ⊗ . . .⊗ βjk}١⩽j١,j٢,...,jk⩽n,

.nk = dim(Lk(V )) نتیجه در ͬ باشد. م Lk(V ) برداری فضای برای پایه ͷی

شود. رجوع [١۶٢ صفحه ،[٢۵]] به برهان.

صورت این در باشد آن ای نقطه p و بوده پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی M کنیم فرض .٧ . ۴ . ١ تعریف

زیر: κ−خطͬ نگاشت از است عبارت p نقطه در κ مرتبه از تانسور ͷی

tp : TpM × . . .× TpM
خطͬ −κ−−−−→ R,

١k-form
٢wedge product


