
�������	 
���  ���� � �������

��� ���� � ���� �� ���� �������	 � ��!"�� �� #��$ ���� %���&
�' (���)

���� ���	
�� �� ����� �� �� ���� ��� �����
� ������

������ ��	
�

���*� ����+, ��	�
���� ��	
�

�*�*- .��/ 0��1$ ��	�

��������

2�	�� �3�1"

���� ��



������ �� ! ���"��� #���$�%&'��� �%�� ()���

����� �� ������ ���� ��� ��! � "�# �����! $�� ��

����� � ��	� �	
 ��	�� � ���	��� ���� �� ��� ��� � ���� ���� ��	�  	�!�"# $���� �� �� %���
��� 	� ��  � �� &�� '� �	� !����( )� !���!� �	*+��  � �,� �� �#�� �� ����� �� �� ���- �,�� � �� .��
��/	0 *�� � �	��1+��� ���!
	� 	2� �( )� !���!� 3, ��� ,	�$� ��$�� �� � � ��2
 ���������
4�
 �� � ,�� ��� ���� �	
��5�6� ��� ��� ���- ����� �2
�� �� ,�� '� ���� .��� '�� ��� ����7 �� � 
� '�	6�� $��� � ��2
 �� ,!�� '� �	2�� 3,� �� 8� � �.�6�� ��� ��� '�	9 �� �	�9 :�!;- ��� '+���
 � �� , �� '� !���� 3&
� � 	� �	<�� !0 � 	- �	<� � �	�� 
  � � ��� �	7��2
 � &�	� ����� =�  �
�� ���	�� '>?�� @�A� � $"�� �� 	�)�
� .��# �'�	6�� &� � �� 	� �� � 	� �� ���� ���� ��� 	� ��
'�	6�� @�2� �	�9 @�A� ��	�  � .��B2
 3,�	�� $�� � �� $��	;� �,?�� .�;� .�� �C�� �� �'�D� ( )� �	���
!���!� � &�<� � �E��" &�	���� &
 � .��� ���"�� � '���	�# ��� '+��� 4�
 �� ,!�� '� �	2�� �'�?�� �
!�� 	- �	2�� .�� � ���"�� $F� � ����  �!�� ��!9� ���  � � �� �	*+��  � � ��2
 	- &;FG � 	� �� � ( )�

3&�	2�  �����

%� �& ��'�( �)*��+��! $�� � $��
��,� � -����



(*�� +��)*��	 �%�� #�,�- .� /�0� ��12����

).��� �	&� /+0���� 2�	�� �3�1" 1��!2 /�34 ��� "���� 5� 6�(� �78# �'0 999� $: 5� ��; )���4 <�:� ��
�"�+�= �� �����>�?�@ )�+0���� A���& ��BC

#� �4�'�� 5�67 ���	8�� #�9 :�;�� �$ �9 ��) :�� <�=��

�D��� E���* 6��	
� 5� F� 9 ����* G'H�� ��+'I� $+8= � ).��� A�H���� A�H���� GC �� �!�+ J=�
 ��
6�(� �� %� �& ��'�( 1��! 2 /�34 � K�L �� )�M�+N
 "��.�O � "����� <�'� ������ ��	
� � +0���� P
+� A�&
J(�* ���3 )��'&5�� ��+ "����� <�'� P
+� ��� "����FI
 9JQ* -
�� ���4 <M�+N
 ���J!���� 6+.+ 5�

9 ����* �''R� "4 /��� �#�� ����� A��� �
�&�� S��&�� "�+�= �� %� �& ��'�( 1��! 2/�34 -���� ��� 5� �+�� ��� "���� T�+U� ��.T'��� ��� ��

9 �+& ) �	!��&BC ).��� �	&� ��

�VVVVVVVVVVVVV,� �W��
)�������

)*��+��! $�� � $�� J�
 X���

�����	
� )
�Y �.�:Z �	 � ������ ��	
� �
�����	
� )Y'YO 6+8[ 5���� �	 � ���� ��	
� >
��'���� )��5�'�+� 1\=� �	 � ���� ��	
� ]

��� ��	
� /�[�& GR^ �W'[ �	 � A������
)8'�H� <:'UC�

_

)Y'YO 6+8[ 5���� �	 � �A��* ��� /�,�� )*��+��! $�� � $��

�J&+���

6:[� J�# A������ )8'�H� <:'UC� � )&5+4 J���R `

6:[� J�# A������ )����� J���R `

+0���� A����� �� a�� J�# A�H���� E5+4 `
+0���� `



3,��� 4���� � 45� �,(�,6�

)^�R� ��
��

'F�HI-JKL�MI�'/	� ��� ��1+���NOOPOQPROS'��1+��� � 	2� �� T	�� �2��"U�	1���
:�� ����
 ��!� � U�	1���  	� :A	0 ��	� �	�	� .�� V�	�� � ��F� �� &�	2� '� !��W- !� � '�	�� 	�
3,� ��� �X J;�� Y	HZ+� :�	� �X 	� � ��*��  	[# �� �!� � ��� �Z6� � ��� � $�� \H- �
���	> ] &�	0 Y� L� � ^���/ 	� _�	K� �	*+��� `�Z+- �� �a�" Y	9 !�� \?� Y	;[� Y �A �
Y� L� �^���/ �'-�A  	[# �Y	�+� �U�� �b<- � �29- ���	> � �	c�H� � �	cDd�a�L0 ��$�	20
a	L0�e�H� �f��7� ����
_0 �!�!
���  	�" U�	1��� 	� g 333 'G	;h�� �'+
�C� �'����#
$�D�d6� �.2/  � 3&�	2� '�UF����� �� � Y��	1� �iFZ- .���- �`�Z+- �U6�<� a�L0
�� g'�	h> � � ��� �� &7�] j?A �X J9�� � '>�L0 � 'L�L0 �� &7� e	Z�� �� '��*Z�	� ����


3$��� !
��Z� e�H� .��  � '��D�d6� ���� 4�
 �	*+��� � ��� !
��� U�	1��� � �!�7

%� �& ��'�( �)*��+��! $�� � $��
��,� � -����



�%�� #�,�- .� ����� ��7� .�2%

������ ��	
� P
+� � )	����C �� �#+� �� � ���b��	 <���Y c+;���; �� ��� "���� ��� 5� /����� A���
�J
� d��:� e�+& ) �''R� ��5 K�& ��

9J
� d��:� "���� /��� ��� "���� ��� 5� /����� A����
9J
� d��:� e������ ��	
� 5� 5+0 �!� �� ��� "���� ��� 5� /����� A����

9J
� 6+�� 999999999999999999999999999999999999 -���� �� ��� "���� ��� 5� /����� A����

)
�Y �.�:Z �	 � ������� ��	
�
�-����
��,�



��� 1��Y�

)����� e��� 91��� ) "4 J(+L= � �� "+�� �� 1'*��5 � 1����� ��� e1^� ��� Jf^ �� �� Ag�� ���	
�Y
� )��'�� "������ 1�����+! � ����� 9J
� � )*��5 �� )�^� XL^ ����� � $�7�� 9)�O � ������ ehQ�

1'*��5 /�� ���+	��



������>

5� 1��� ) �+! �Q'i� 5�Z4 �� 9J
��4 GY= �+�5 �� )�4 e�+! "�� )� XL^ �� � �� 1'HO ��*�����!S�I

"��� j�RL3 � 1� )�����3 � �H�� ����'�k e)
�Y �.�:Z �	 � /�34 e�+! /������ ��	
� l��� )� <��O5

9�'
� )�� $�0�� �� �=+�0 ��� e"���� A��5�� /�� )�������
��� /5�
 A��4 �� � ���+�( GWY� �� �^�
� ��� A���� � �R^�LJ�O5 � )Y'YO 6+8[ 5���� �	 � 1��! 5�

9$��� �� "��	� m�� e����� ���3 )������� ��+ �� T��0��� �7O� +C� �� e�^�
�
91&�� �	&�� �� )�����3 m�� "����� <:H� �� )�+�b
�� ��n�M)
��� A��* 5� 1��� ) $5M�'�o��
1� p)q��	
 e��! 5� �R� � $���= ��� � ��� e)����� � �� "���*�����! "�	
� �� 1�5 ) �
+� e"���� ��
� e "�&�+#�qb��'� /��* � ��&�
 �Q[�=S�� �� $���= "����+! 5� 1� p) �H�� � �� "�&S�Y �+#�

9���+� � "�W'	�� ���	��

%� �& ��'�(
���� ��



)8'�H� <:'UC� / A��� / ��� "���� / A�'H; $�(
)8'�H� <:'UC� J����

�����>�?�@�)�+0���� 9E ��'�(�$�� %� �&�+0���� )*��+��! $��
)
�Y �.�:Z �	 � ������� ��	
�
)Y'YO 6+8[ 5���� �	 � ����� ��	
�

�W#�q���* BC ).��� ��	&� ��+'I� $+8= � ).��� A�H����
@] �<�CQk ���R� ���� ���6�(� -���� �&�� )
��&�� �dLY

/� �^�W�� m��; +'	 ��� /�� 1	7'
 �� �� A��* 1'� X'k+� ���� "���� "�+�=
+'	 ���rM m� A��� eX'R. +'	 ���rM e+'	 ���rM e/� �^�W�� m��;e /� �^�W�� m��; +'	 ������ Ag�� �'8 

/�� 1	7'
� /� �^�W�� m��; +'	 ��� /�� 1	7'
 �� �� A��* 1'� X'k+� ��� "���� ��� 5� s�� �A�'H;
) ���3 �R^�L ��+ �� ���4 /+'	 ��� c�. � c�. 1� ec�. e/+'	 ��� 1'��Q ��	(� 9�&�� ) +'	 ���rM

91'�� ) ���3 tC� ��+ �� �� A��* 1'� ��� 5� A�� ��;S�
� ��� �� � 1'��



?4�@�!��1"

A #��B�C� :D+�!��1"

E ���F)(�&

G �90���(�& HE IB"
> 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 1	7'
 r S� A��* 1'� e�	
� �r�

EJ �9 :�;��KS #� �1�L M�$ N$��  #� �4�'�� 5�67 ���	8�� HG IB"

OE �9 :�;��KS #� �1�L M�$ N$��  #���	8��KM HP IB"

QJ R ���

QS �;��6�� �$ ����" ���� �T�

JE ����" �$ �;��6�� ���� �T�

X^�



#��B�C� :D+�!��1"

Act− S 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 "���'� /�� )	b����� J
�� /�� 1	7'
rS $��� �	
�
S − Act 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 "���'� /�� )	b����� u; /�� 1	7'
rS $��� �	
�
MorC(A,B) 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 C �	
� ��B ��A5� �� Jb�� $��� �=+�0
HomS(A,B) 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 B ��A 5� �� )	b����rS $��� �=+�0
∅ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 )�� / �=+�0
N 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 )R'W[���=� �=+�0
⊆ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 �=+�0��5
⊂ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 �' � �=+�0��5
⊆ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 1	7'
 ��5
� 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9Jb��H�
≈ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 /5�� 1� �L���
∀ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 �� /�5� ��
⇒ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ��� ) �0'	�
⇔ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 � � ����� �*�
:= 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 1'�� ) ���3
E(A) 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 +'	 ��� q&+�
⋃ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 6��	#�
⋂ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 v��	&�
F |A 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 A �� F J&��� ���C�
∏

i∈I Ai 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 �� 1	7'
rs 5� ��Ai A��+��! c�.
∐

i∈I Ai 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 �� 1	7'
rs 5� ��Ai A��+��! c�. 1�

c



∃ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 �+#�
⊕

i∈I Ai 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 �� 1	7'
rs 5� ��Ai 1'Y	7 6+�0
B(X) 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9X�=+�0 /�� )��� �� P���� $��� �=+�0
ρ(x, y) 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 y � xP
+� A�& �'^+� )	�����
B \ A 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9B 5�A/ �=+�0 G.�Q�
N

∞ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 N/ �=+�0 ��∞ �U�= w�C^�

a



���F)(�&

xN∞,miny A��+H� /�� �� 1	7'
/���� )^�g P
+� ��� �'^�� /+'	 ��� � /� �^�W�� m��;/��)	b��H� $+�Q
e/+'	 ��� 1'��Q ��	(� 9�+&) A��� �R
+� A�+b^� A��* 1'�n�/�� �� $+�Q��� ��� "���� ��� �� 9����*)(�R
� �'^�� 1'��Q � X���R� "�'� 5� F� 91'�� ) ���3 �R^�L ��+ �� �� "4 /+'	 ��� c�. � c�. 1� ec�.
A�� )(�R �� h8L �� "���rS e+'	 ���rS e /� �^�W�� m��;rS e$�� GU( �� ����z�U	!� "4 �� m�� GU(
+'	 ��� � +'	 ��� m� A��� eG� rS )(�R �� �'�o�� 91'� ) )
��� �� �� "4 �� {+�� /���,3 ���� �� �
rSe����& +'	 ���rSrΣ 1'��Q GU( ��� "���� �� � 1'� ) )
��� �� ���4 �'� P���� � 1�5���� ) X'R.
/���,3 )
��� �� $�0���
 91'� ) )(�R �� +'	 ���rΣ � X'R. +'	 ���rS e+'	 ���rSrF e)���	 +'	 ���
e+'	 ���rM e $+
 GU( �� 9�&�� ) $+
 GU( �� ���� ��Y GU( ��� d3�� �� 91�5���� ) ���4 �� {+��
� 1�5���� ) ���4 �'� P���� �� FI
 1'� ) )(�R �� +'	 ���rM eX'R. +'	 ���rM e+'	 ���rM m4 A���
���3 �R^�L ��+ ���4 ��+ �� �� c�. 1� � c�. � 1'� ) )(�R �� /��+�rM � |��� +'	 ���rM "���� ��

91'�� )

� �����

�



E IB"

�90���(�&

) ���3 A��Q	
� ��+ �R� /�� GU( �� � 5�'� ��+ )���Y /���,3 � X���R� e1'��Q "�'� �� GU( ��� ��
91�5���� ) e���'*

:�;�� K S ��) :�� U���� EKE
/ �R^�L /��� 5�'� ��+ �'^�� /���,3 � X���R� 91�5���� ) 1	7'
 r S � �	
� $+�Q "�'� �� qb� ��� ��
�	!���� /��� )+�= /� ��'5 � J
� /���+
 "��5 �	
� 9J
� A�& A���0�*qb� ��� �� /�R� /�� GU(
G} ).��� %)& ��; � J
� ��� �	
� X��R� �� /�+�& A��� 9�� ) 1���( �� ).��� X8	b <M�O ��
A��* /��� )	b���� e�� �=+�0 /��� d��+� y �'&� ��� 5� )W
�� /�� J&��� A���� 999 e�� A��* e�� �=+�0

9�+& ) A��&� �� "4 �� �	
�X��R� �� � ������+!�� ) �	�z�+! 5� x A�'Z � ��

)*��� ��� �� ex��+& ) A��� q����A,B,C, ... �� � y %�'&� 5� J
� /� A�� C ����� �� VEKEKE<��W�
�� ��

�� � 1'�� ) "���MorC(A,B) �� � �+& ) �i��	 /� �=+�0 eB �A ���� )& �� �� /�5� �� 9�
D�C�B�A)& ���; �� /�5� �� � J
�J'k�! ��� /���� A�:= �� 91'�� )>!X�� �� "4 +,=

� (A,B) �= (C,D) � 

MorC(A,B) ∩MorC(C,D) = ∅
����	
��
>��������

>



d��� �C�B�A %)& �
 �� /�5� �� 9>

MorA(B,C)×MorC(A,B) −→MorC(A,C)

� J
� �+#+ (g, f) �−→ gof �L��. ��

g ∈ MorC(B,C) � f ∈ MorC(A,B) �*� D � C � B � A %)& ���; �� /�5� �� 4
ho(gof) = (hog)of A���4 eh ∈MorC(C,D)�

5� +,= �� /�5� �� � J
� �+#+ �B G}MorC(B,B) 5� /+,=B���� %)& �� /�5� �� c
1'&�� �	&�� eg G}MorC(B,C) 5� +,= �� � f G}MorC(A,B)

.go�B = g��Bof = f

5� /�� Jb�� � �=+�0 e"4 %�'&� / ��� A�*�� 1'�� ) �Y�3�� / �	
� �� C / �	
� VGKEKE<��W�
�� J&��� )���� e�� Jb�� )���� � �� J&��� T' �� e�� Jb�� T' �� �B ��A 5� /�� J&��� eB ��A

9��&��

P���& �*� �+&) A�'�� C �	
� ��5B �	
� e�&�� C �	
� %�'&�S: A���� "��� obC �*� VPKEKE<��W�
9�&�� ���3�� ��5

obB ⊆ obC 9�

9MorB(A,B) ⊆MorC(A,B) 1'&�� �	&�� obB �� h8R	B �A �� /��� 9>

9�&�� C �� �� Jb�� T' �� 5� /���C� B �� �� Jb�� T' �� 9�

1'&�� �	&�� eobB �� h8R	B �A �� /��� �*� e�&�� C �	
� 5� �	
� ��5 B �'� ~�(

MorB(A,B) =MorC(A,B),

9���+* ) G� �	
� ��5 �� C A�* "4

g : B −→ A ���� )	b�� A�*�� ���� ) m��R�n� �� f : A −→ BJb�� eC �	
� �� VOKEKE<��W�
9fog = �B � gof = �A � /�+[ �� �&�� �+#+ C ��

9J
� m��R� n� �&�� A�&X��R� )	3� em��R� �� T' ��
9��&�� ) m��RB �A 1'�+* ) �&�� m��R� f : A −→ B �*�

������	�	

�



Mor(A,B) eC �� h8R	 B � A �� /�5� �� 9�&�� �� �=+�0 $��� �	
� C 1'� ~�( VZKEKE 5�[�
9�&�� ) f : A −→ B d��+� $��� �=+�0

9�&�� )�+
�� ef �*� J
� m��R� n�A �	
� 5� f Jb��

�=+�0Mor(A,B) eB �� h8R	B �A �� /�5� �� 9�&�� �� A��* $��� �	
�B 1'� ~�( VQKEKE 5�[�
9�&�� ) g : A −→ B A��* /�� )	b���� $���

9�&�� )	b��H� ef �*� ����� �*� J
� m��R� n� B 5� gJb��

q����T : A −→ B �� � B ��A 5�T ��� 1� ]�6W$�� e��&�� �	
� ��B �A 1'� ~�( VJKEKE<��W�
f : C −→ C ′ Jb�� � ���)JW7� ��B 5�T (C) ���� )'&A 5�C %)& �� � J
� )R��� e�+&) A���

e� /�+[ �� ��� ) JW7� �� C 5� T (f) : T (C) −→ T (C ′) ���� )	b�� C 5�

1'&�� �	&�� eA 5� idC )���� Jb�� �� /�5� �� 9�

T (idC) = idT (C).

9T (gof) = T (g)oT (f)�&�� A�&X��R� �� "4 g � f T' �� � A 5� g � f Jb�� �� �� /�5� �� 9>

9��� )JW7�E�+! �� ��A �	
� �� Jb�� �� � %)& �� IA : A −→ A )���� ��R��� VSKEKE 5�[�

X��R� ��5 <�+k �� e���� ) "���Aop �� � A �I$�*�� ���� A�* "4 e�&�� �	
�A �*� V\KEKE<��W�
9�+& )

obAop = obA 9�

MorAop(A,B) =MorA(A,B) 9>

) "��� f op �� �� "4 e�+& �	(�* �\� ��MorAop(A,B) �� Jb�� n� f ∈ MorA(B,A)Jb�� )	3�
9�+& )X��R� gopof op = (fog)op<�+k ��Aop �� �� Jb�� T' �� 91'��

e� J
�A× B �	
� e�� "4 c�. Gk�O e��&�� �	
� �� B �A �*� VE]KEKE<��W�

B ∈ B. �A ∈ A � ��	7� (A,B)/��JQ#A× B %�'&� 9�

9�&�� ) g ∈MorB(B,B′)} � f ∈MorA(A,A′) � MorA×B((A,B), (A′, B′)) = {(f, g)} 9>
]�������
�������	 ���	
��

]



�'�� �� �	
� �� 5� q'� c�. Gk�O 9�+& )X��f� (f ′, g′)o(f, g) = (f ′of, g′og)<�+k �� T' �� 9�
9�+& )X��R� +C�

/��� _A��n� 9�&�� C %�'&� 5� /� A��+��! {Ai|i ∈ I} � �	
� n� C �'� ~�( VEEKEKE <��W�
J
� {pi : P −→ Ai | i ∈ I} ���� �� Jb�� 5� /� A��+��! �� A���� C 5� P %)& {Ai|i ∈ I} A��+��!
/��( �� �UC� Jb�� e�� Jb�� 5� {ψi : B −→ Ai | i ∈ I} A��+��! �B %)& �� /�5� �� � /�+[ ��
���+�� )�R� .piψ = ψi �1'&�� �	&�� i ∈ I �� /�5� �� � /�+[ �� �&�� �	&�� �+#� ψ : B −→ P ����

9�&�� )��# ���# ��5

B Ai

P

ψi

∃!ψ pi

/��� @A�� :9n� 9�&�� C %�'&� 5� /� A��+��! {Ai|i ∈ I} � �	
�n� C �'� ~�( VEGKEKE<��W�
�� J
� {si : Ai −→ S | i ∈ I} ���� �� Jb�� 5� /� A��+��! �� A���� C 5� S %)& {Ai ∈ I} A��+��!
/��( �� �UC� Jb�� e�� Jb�� 5� {ϕi : Ai −→ B | i ∈ I} A��+��! � B %)& �� /�5� �� � /�+[
���+�� )�R� .ϕsi = ϕi �1'&�� �	&�� i ∈ I �� /�5� �� � /�+[ �� �&�� �	&�� �+#� ϕ : S −→ B ����

9�&�� )��# ���# ��5

Ai B

S

ϕi

si ∃!ϕ

�B %�'&� d'�# /�5� �� A�*�� 1'�� ) ���X���� �� C �	
� 5� f : C −→ DJb�� VEPKEKE<��W�
.g = h � �+& �0'	� fg = fh 5� g, h ∈MorC(B,C)/��Jb��

�E %�'&� d'�# /�5� �� A�*�� 1'�� ) ���X���$ �� C �	
� 5� f : C −→ DJb�� VEOKEKE<��W�
.k = t � �+& �0'	� kf = tf 5� k, t ∈MorC(D,E)/��Jb��

PY( �n� C 5�C %)& �� /�5� �� A�*�� 1'�� ) �?��4� �� ���3� �� C �	
� �� I %)& VEZKEKE<��W�
9�&�� �	&�� �+#� I −→ C ���� Jb��n�
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@���������
�������������
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n� C 5� C %)& �� /�5� �� A�*�� 1'�� ) �����1� �� ���3� :9 �� C �	
� �� T %)& VEQKEKE<��W�
9�&�� �	&�� �+#�C −→ T ���� Jb��n� PY( �

) �>#�'��� �� f <�+k ��� �� 9�&�� C �	
� 5� )	b�� f : A −→ B �'� ~�( VEJKEKE<��W�
� /�+[ �� �&�� �	&�� �+#� g ∈ MorC(B,A) ���� <��W= �� 9�&�� J
�� S+HR /���� f A�*�� 1'��

91'�� )A �� �$ %�� ��BJ^�O ��� �� � fg = idB

�]#�$ %�� :9 �� f <�+k ��� �� 9�&�� C �	
� 5� )	b�� f : A −→ B �'� ~�( VESKEKE<��W�
� /�+[ �� �&�� �	&�� �+#� g ∈ MorC(B,A) ���� <��W= �� 9�&�� u;S+HR /���� f �*� 1'�� )

91'�� )B �� �$ %�� :9 ��AJ^�O ��� �� � gf = idA

9��&�� Jb�� �� f� : X −→ Y� � f� : X −→ Y� � �	
�n� C �'� ~�( VE\KEKE<��W�

X
f� ��

f�
��

Y�

Y�

�*� �+& ) A�'�� (f�, f�)JQ#�_�$�� xi = �,�y qi : Yi −→ Q � ((q�, q�), Q)JQ#

q�f� = q�f� 9�

q : Q −→ Q′��( �� �UC� Jb�� eq′�f� = q′�f� � q′i : Yi −→ Q′ � ((q′�, q′�), Q′)JQ# �� /��� 9>
xi = �,�y qqi = q′i � /�+[ �� �&�� �	&�� �+#�

X
f� ��

f�

��

Y�

q�

��
q
′
�
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Y�
q� ��

q
′
�
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Q

q ���
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)�	(���( / ���� 1�yA)&n�G�& ((fii∈I), A)a�5 5�J7���W= �@�6�"��"n� VG]KEKE<��W�
(Ai)i∈I / A��+��! 9J
� A�&/���*F���� IS: n� �� � fi : A −→ A/��Jb�� 5� A��+��!n� � x

9�+& ) A�'�� )�	(� ��( / ����

/ ���� 9J
� C / ���� 1� ��D : I −→ C ��R��� n� eC / �	
� �� �� 
��)���n� VGEKEKE<��W�
9�+& ) A�'�� �� ^�/ eI

� D/���Dd : Di −→ Dj )�	(���(rC n� 9�&�� $��*���n�D −→ C �'� ~�( VGGKEKE<��W�
)��# ���# ��5 $��*��� d : i −→ j Jb�� I �� /��� A�*�� �+& ) A�'�� >? �W�'/ e�&�� ) I �� h8R	 i

9�&��

Di
Dd ��

fi
��

Dj

fj��
A

/��� e�&�� ) I �� h8R	 i � li : Di −→ k )R'W[ )�	(���(n�D 5� >��- :9n� VGPKEKE<��W�
�+#+ f : A −→ K ���� ��( �� �UC� Jb��n� e)�	(���( �� /��� � J
� ��5 )���#J'k�! ��D

9fofi = li 1'&�� �	&�� I �� h8R	 i �� /��� � /�+[ �� �&��

Di
li ��

fi
��

A

f��
K

)��+k �� 1'�� ) >>���	8�� ��Q ∈ C )&<�+k ��� �� 9�&�� �	
�n� C�'� ~�( VGOKEKE<��W�
Jb�� �� /��� � 

�&�� �	&�� �+#� g ∈Mor(Y,Q)C Jb�� ei ∈Mor(X, Y )C )	b��H� �� � f ∈Mor(X,Q)C

.gi = f � /�+[ ��
�@����
�����
���
�������	
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X
i ��

f
��

Y

g
��

Q

+'	 ��� )&n�A ∈ C )& ��/�5� �� A�*�� ���� +'	 ��� )(� A5���� �� C / �	
� 1'�+* ) VGZKEKE<��W�
9�&�� �+#+B ��A 5� )	b��H� n� �B ∈ C ����

e<�+k ��� �� 9�&�� >� ��) :��n� S �'� ~�( VGQKEKE<��W�

.es = s �1'&�� �	&�� s ∈ S �� /��� A�*�� 1'�� ) >]_7���39 �� e ∈ S +,= 9�

.se = s �1'&�� �	&�� s ∈ S �� /��� A�*�� 1'�� ) >�!��� ���39 �� e ∈ S +,= 9>

.se = es = s �1'&�� �	&�� s ∈ S �� /��� A�*�� 1'�� ) >_ ���39 �� e ∈ S +,= 9�
9�+& ) A��� q���� �s �� M+�R eS A����'� )���� +,=

9�&�� )���� +,= /���� A�*�� 1'�� ) >@������ �� eS A��* 1'� VGJKEKE<��W�

n� �� S A����'� 5�K )���� / �=+�0 ��5 VGSKEKE<��W�

SK ⊆ K A�*�� 1'�� ) >�_75L ���� 9�

KS ⊆ K A�*�� 1'�� )>�!��� 5L ���� 9>

KS ⊆ K � SK ⊆ K A�*�� 1'�� ) �?5L ���� 9�

9�&�� A�& �'^+� +,=n� P
+� A�*�� 1'�� ) ����=� �� I m4 A��� VG\KEKE<��W�

)���	 "4 /�� m4 A��� / ��� A�*�� 1'�� )�>��=� 5L ���� ��) :�� �� S A��* 1'� VP]KEKE <��W�
9��&�� A�& �'^+�

a ∈ S G�& � S 5� m4 A��� ���	H;+ <�+k ��� �� 9�&�� A��* 1'� n� S 1'� ~�( VPEKEKE<��W�
���� � 1'�� ) a P
+� A�& �'^+� ����=� _7 5L ���� �� "4 � Sa ∪ {a} = S�a 5� J
� <��W= �&��

9�+& )X��R� ����E�� �� aP
+� A�& �'^+� �]��=�!��� 5L
>��	��
����
>]#	$� ��	����
>���
�� ��	����
>_��	����
>@������
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>� ��
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9�+& ) A�'�� aP
+� A�& �'^+� ����=� 5L ���� SaS ∪ aS ∪ Sa ∪ {a}

<�+k��� �� 9�&��S /��/5�� 1� �L���n� ρ ⊆ S×S � A��* 1'�n�S 1'� ~�( VPGKEKE<��W�

9(us)ρ(ut) A�* "4 sρt eS �� h8R	 u� t� s �� /��� �*� J
� S /�� �__7#��)0�� / �L��� ρ 9�

9(su)ρ(tu) A�* "4 sρt eS �� h8R	 u� t� s �� /��� �*� J
� S /�� �@!��� #��)0�� / �L��� ρ 9>

9(us)ρ(ut) � (su)ρ(tu) A�* "4 sρt eS �� h8R	 u� t� s �� /��� �*� J
� S /�� �� #��)0�� / �L��� ρ 9�
�L��� n� ρ �*� 91'�� ) "��� [a] �� [a]ρ �� ρ(a) �� �� ρ /5�� 1� / �L��� �� JW7� a ∈ S S: �'�o��
�+& ) A��* 1'� n� S �� h8R	 t � s �� /��� [s]ρ [t]ρ = [st]ρ c�.X��R� �� e�&�� S /�� /��*5�
 /

9�+& ) A�'�� )	�73 a��! A��* 1'� � 

�L��. �� e π : S −→ S
ρ
)�+�� J&��� e�&�� S A��* 1'� /�� /��*5�
 / �L��� ρ �*� VPPKEKE<��W�

9���+* ) s��R	 )	b����� �� π(x) = [x]ρ /

�� P (A) �� ��A/�� �=+�0 ��5 ��� 5� GH�	 /� �=+�0 e�&�� �=+�0n�A �*� VPOKEKE<��W�
9���� ) "��� Su(A)

d��� <�+k ��� �� 9�&�� �=+�0n�A �'� ~�( VPZKEKE<��W�

C : Su(A) −→ Su(A)

9�&�� ���3�� ��5 {�& �
 e Y ⊆ A �X ⊆ A �� /��� A�*�� e1'�� ) ��#���;$ �6�3� ��

X ⊆ C(X) 9�

C(C(X)) = C(X) 9>

X ⊆ Y ⇒ C(X) ⊆ C(Y ) 9�

1'&�� �	&�� A�*�� 1'�� ) ]?#�� �� S A��* 1'� VPQKEKE<��W�

S = {a, a�, a�, ...}

�� /��� )�R� 91'�� ) ]��F= ��) :�� �� e�&�� A��� �QkE+,= �� � )���* 1'� VPJKEKE<��W�
9J
� S �Qk +,= s� � st = s� 1���� S �� h8R	 t � s
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