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باراਙঀی
در ما بر را ͳنیست بنمای، ما به هست چنان�که را چیز هر و بΎشای ما بصیرت بصر از غفلت غشاوه
خود تجلیات آیینه را خیال صور این منه، پرده ͳهست جمال بر ͳنیست از مده، جلوه ͳهست صورت
جهالت آلت نه گردان، ما ͳبینای و ͳدانای سرمایه را ͳوهم نقوش این و دوری و حجاب علت نه گردان،
ͳآشنای خود با و کن کرامت ͳرهای ما از را ما مΎذار، ما به را ما ماست، از همه محجوری و ͳمحروم و

دار.
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චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را ح΋یم خداوندگار سپاس
احد دکتر آقای جناب خوبم، راهنمای استاد ب�ͳدری΅ زحمت�های از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای بدون قطعا که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه ͳرحیم
که رسولیار سیروس دکتر و ͳماف امیر دکتر آقایان جناب گرانقدر اساتید از همچنین، نم�ͳرسید. انجام
دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در م�ͳکنم. سپاس�گذاری داشتند، عهده بر را پایان�نامه داوری زحمت
که را مقدس�شان وجود م�ͳکنم ستایش خدا از بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران

هستند. من پشتیبانان بهترین

حسین�آبادی ͳعبدل نسرین
١٣٩١ اسفند ଘم৤قدৎ

৮دروماतభداکارم



چ΋یده
همچنین داریم. مدول Έی عمق با آن�ها رابطه و ͳاستنل تجزیه�های به ͳکل نΎاه Έی پایان�نامه این در
ایده�آل�های J ⊆ I فرضکنید م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را م�ͳکند اشاره رابطه این به که ͳاستنل حدس
همچنین م��ͳشود. محاسبه مرحله ͳمتناه تعداد با I/J ͳاستنل عمق م�ͳدهیم نشان باشند. ت�Έجمله�ای
نشان و م�ͳشود تعریف اول ͳصاف به�وسیله که م�ͳکنیم ͳمعرف را ت�Έجمله�ای ایده�آل Έی ͳصاف عمق
داده نشان مورد دو هر در م�ͳشود. محاسبه مرحله ͳمتناه تعداد با نیز ایده�آل Έی ͳصاف عمق م�ͳدهیم
مرتب جزئا مجموعه�های روی ͳمتناه و مناسب ͳافرازهای گرفتن نظر در به�وسیله متغیرها این که م�ͳشود

م�ͳشوند. مشخص بازه�ها از
کلماتکلیدی:

عمق. ،ͳاستنل حدس ،ͳاستنل تجزیه ت�Έجمله�ای، ایده�آل ،ͳاستنل عمق ،ͳسادک مجتم΄
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پیشΎفتار

میدان روی چند�جمله�ای حلقه S = K[x۱, . . . , xn] و میدان Έی K از منظور پایان�نامه این سراسر در

م�ͳباشد. مولد ͳمتناه Zn-مدرج S-مدول Έی M و K

توسط که M از ͳفضای K-زیر باشد. Z ⊆ {x۱, . . . , xn} و همΎن عنصری m ∈ M کنید فرض

mK[Z] با را است، K[Z] در ت�Έجمله�ای Έی v به�طوری�که م�ͳشود، تولید mv عنصر�های همه�ی

اگر م�ͳشود، نامیده |Z| بعد از ͳاستنل فضای Έی mK[Z] Zn-مدرج فضای K-زیر م�ͳدهند. نشان

M برداری K-فضای از است ͳنمایش D ͳاستنل تجزیه Έی باشد. آزاد K[Z]-مدول Έی mK[Z]

به�صورت ͳاستنل فضاهای از ͳمتناه مستقیم جم΄ Έی ش΋ل به

D : M =
r⊕

j=۱

mjK[Zj]

دهید قرار است. M ͳاستنل فضای Έی mjK[Zj] هر آن در که

sdepth(D) = min{|Zj| : j = ۱, . . . , r}.

این�صورت در

sdepth(M) = max{sdepth(D) : است. M ͳاستنل تجزیه Έی D}

و ͳخط سیاله معادله�های خود، مشهور مقاله در ١ͳاستنل ریچارد م�ͳشود. نامیده M ͳاستنل عمق

حدس این کرد. بیان ͳحدس رسید، چاپ ١٩٨٢به سال در که ([٢٨] (مرج΄ ͳموضع کوهومولوژی

م�ͳشود. بیان زیر به�صورت و است باز مساله Έی هنوز مدول�ها از بسیاری برای

.depth(M) ≤ sdepth(M) آنΎاه باشد، Zn-مدرج S-مدول Έی M اگر :(ͳحدساستنل)

عمق بالا، کران این م�ͳکرد. ͳپیش�بین Zn-مدرج مدول Έی عمق برای را ͳبالای استنلͳ،کران حدس

Έی عمق حال�ͳکه در است، ͳترکیبیات یΈمفهوم مدول ͳاستنل عمق م�ͳشود. نامیده یΈمدول ͳاستنل

دو حدس این زیرا بوده، توجه مورد ͳاستنل حدس تاکنون گذشته از است. ͳ΋همولوژی ثابت مدول،

ͳارتباط Ϳهی اول نΎاه در اگرچه، م�ͳکند. مقایسه هم با را متفاوت بسیار ماهیت با مدول Έی ثابت

نم�ͳشود. دیده ثابت دو این بین

[٣] و [٢] در را آن از ͳخاص حالت�های و داد قرار مطالعه مورد را حدس این که بود ͳکس اولین اپل٢

در پوپس΋و۴ و هرزوگ٣ ٢٠٠۶ سال در رسیدند. چاپ به ٢٠٠٣ سال در مقاله�ها این کرد، اثبات

١Richard Stanley
٢Apel
٣Herzog
۴Popescu
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موضوع این بعد به زمان آن از و دادند قرار ͳبررس مورد را ͳاستنل تجزیه�های موضوع دیΎر، بار [١۴]

صورت ͳاستنل حدس رد یا و اثبات برای زیادی تلاش�های اگرچه، گرفت. قرار محققین توجه مورد

است. باز مساله Έی هنوز حدس این اما است گرفته

برقرار حدس این که است ͳحالت�های از ͳبرخ ͳبررس و ͳاستنل حدس مطالعه پایان�نامه، این از هدف

است.

فصل�های در که است شده داده اختصاص ͳقضایای و مفاهیم تعاریف، بیان به پایان�نامه این اول فصل

م�ͳگیرند. قرار استفاده مورد بعد

همچنین و ͳاستنل عمق و ͳاستنل تجزیه ،ͳاستنل فضای مفاهیم متنوع مثال چند بیان با دوم، فصل در

م�ͳشود پرداخته ͳوریتمΎال ͳمعرف به فصل، این ادامه در م�ͳشوند. ͳمعرف کامل به�طور ،ͳاستنل حدس

ایده�آل�های روی الΎوریتم این است. شده داده نسبت فرانسوی ریاضیدان جانت١ ماوریس به که

این از که ͳاستنل تجزیه به م�ͳدهد. ایده�آل�ها این از ͳاستنل تجزیه Έی و م�ͳشود اعمال ت�Έجمله�ای

م�ͳشود. گفته ت�Έجمله�ای ایده�آل جانت تجزیه م�ͳآید، به�دست راه

نشان ١.١.٣ قضیه م�ͳشود. ͳمعرف Zn-مدرج S-مدول Έی برای اول ͳصاف مفهوم سوم، فصل در

نشان ١.٢.٣ قضیه سپس، دارد. وجود اول ͳصاف Έی Zn-مدرج S-مدول هر برای که م�ͳدهد

S-مدول هر برای م�ͳشود ثابت این�رو، از م�ͳآید. به�دست ͳاستنل تجزیه Έی اول، ͳصاف هر از م�ͳدهد

تجزیه Έی این�که برای ͳکاف و لازم شرط ۴.٢.٣ گزاره در دارد. وجود ͳاستنل تجزیه Έی Zn-مدرج

S-مدول Έی برای ͳصاف عمق مفهوم آن، از پس م�ͳشود. بیان شود، القا اول ͳصاف Έی از ͳاستنل

م�ͳشود. داده نشان fdepth(M) نماد با و مطرح Zn-مدرج

Zn-مدرج S-مدول Έی ͳاستنل عمق برای ͳپایین و بالا کران�های ١.١.۴ قضیه در چهارم، فصل در

نیز و پرداخته ͳال΋کوهن-م شبه مدول�های ͳمعرف به فصل این در همچنین، م�ͳشود. اثبات و بیان

است. برقرار ͳال΋کوهن-م شبه مدول�های برای ͳاستنل حدس م�ͳشود، داده نشان

سپس م�ͳشود. بیان آن�ها ویژگ�ͳهای از ͳبرخ و شده ͳمعرف تمیز نسبتا و تمیز مدول�های پنجم، فصل در

بورل نوع از ایده�آل�های فصل این در است. برقرار مدول�ها این برای ͳاستنل حدس م�ͳشود، داده نشان

است. برقرار آن�ها برای ͳاستنل حدس م�ͳشود، داده نشان به�علاوه م�ͳشوند. ͳمعرف

داده نشان است. شده ثابت رئوف٢ آسیه توسط [٢٣] مرج΄ در که ١.١.۶ قضیه در ششم، فصل در

آنΎاه باشد، M در منظم عنصری xk اگر م�ͳشود

sdepth(M) ≥ sdepth(M/xkM) + ۱.

١Maurice Janet
٢Asia Rauf
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برای حدس این آنΎاه باشد، برقرار M/xkM برای ͳاستنل حدس اگر قضیه، این از نتیجه�ای به�عنوان

است. برقرار نیز M

اگر م�ͳشود داده نشان ٣.١.۶ لم در

o → U → M → N → o

آنΎاه باشد، مولد ͳمتناه Zn-مدرج S-مدول�های از دقیق دنباله Έی

sdepth(M) ≥ min{sdepth(U), sdepth(N)}.

مدول آن ͳاستنل تجزیه برای مم΋ن حالت�های تمام است، لازم مدول Έی ͳاستنل عمق محاسبه برای

م�ͳشود مطرح اینجا در که ͳسوال بنابراین، است. ͳنامتناه حالت�ها این تعداد البته که شود ͳبررس

ͳوریتمΎال Ϳهی تاکنون، است. محاسبه قابل دقیق، به�طور مدول Έی ͳاستنل عمق آیا که است این

به پایان�نامه این هفتم فصل است. نشده شناخته Zn-مدرج مدول Έی ͳاستنل عمق محاسبه برای

برای الΎوریتم این است. شده ͳمعرف کامل به�طور [١٨] در که شده داده اختصاص ͳوریتمΎال شرح

ایده�آل�های J ⊆ I آن در که م�ͳرود، به�کار I/J به�ش΋ل ͳمدرج-Zn S-مدول�های ͳاستنل عمق محاسبه

ͳط sdepth(I/J) شود داده نشان که است این فصل، این اهداف از ͳ΋ی هستند. S از ت�Έجمله�ای

م�ͳشود. محاسبه مرحله ͳمتناه تعداد

م�ͳشود. تعریف زیر به�صورت g به نسبت مرتب جزئا مجموعه مشخصه مفهوم ابتدا منظور، این برای

که کنید انتخاب طوری را g ∈ Nn عنصر .J = (xb۱ , . . . , xbs) و I = (xa۱ , . . . , xar) کنید فرض

دهید قرار .bj ≤ g و ai ≤ g i, j هر برای

Pg
I/J = {c ∈ Nn : c ≤ g و iای برای ai ≤ c و c ≱ bj ،j هر .{برای

جزئا مجموعه مشخصه Pg
I/J مجموعه�ی .P

g
I/J = {c ∈ Nn : c ≤ g, xc ∈ I \ J} معادل، به�طور

بازه�های به Pg
I/J از افراز هر م�ͳشود، داده نشان ٣.٢.٧ قضیه در م�ͳشود. نامیده g به نسبت I/J مرتب

با م�ͳتوان را I/J ͳاستنل عمق م�ͳشود، ثابت آن از پس م�ͳکند. القا I/J از ͳاستنل تجزیه Έی مجزا

آورد. به�دست Pg
I/J افراز�های از شده القا ͳاستنل تجزیه�های مم΋ن ͳمتناه حالت�های تعداد ͳبررس

ͳحالت�های در ͳاستنل عمق مثال، چند ارائه�ی با شده، بیان قضیه�های از استفاده با فصل، این ادامه در

م�ͳشود. محاسبه خاص

به�عنوان است. ͳفارس نΎارش شیوه به پایان�نامه متن در مندرج مطالب به ارجاع Έسب که کنید توجه

مراج΄ به ارجاع شیوه اما کرد. رجوع دوم بخش اول، فصل به باید ٣.٢.١ قضیه ملاحظه برای مثال

است. شده داده ارجاع کتاب همان Έسب به لاتین

ث



نمادها و نشانه�ها فهرست

M R-مدول پوچ�ساز AnnR(M)

M R-مدول به وابسته ایده�آل�های مجموعه AssR(M)

K میدان مشخصه CharK

x همΎن عنصر درجه�ی deg(x)

m ماکسیمال ایده�آل در ماکسیمال منظم M-رشته طول depthR(M)

R حلقه بعد dimR

M R-مدول کرول بعد dimR(M)

∆ ͳسادک مجتم΄ بعد dim(∆)

M ͳصاف عمق fdepth(M)

∆ ͳسادک مجتم΄ رویه�های مجموعه F(∆)

I در ماکسیمال منظم M-رشته طول gradeR(I,M)

ͳموضع کوهمولوژی i-امین H i
m(−)

∆ ͳسادک مجتم΄ استنلͳ-رایزنر ایده�آل I∆

∆ ͳسادک مجتم΄ استنلͳ-رایزنر حلقه K[∆]

R حلقه ماکسیمال ایده�آل�های مجموعه Max(R)

M مدول م�ͳنیمال ایده�آل�های مجموعه Min(M)

S ت�Έجمله��ای�های تمام مجموعه�ی Mon(S)

S چندجمله�ای حلقه ماکسیمال همΎن ایده�آل m = (x۱, . . . , xn)

R حلقه روی چندجمله�ای حلقه S = R[x۱, . . . , xn]

M ͳاستنل عمق sdepth(M)

R حلقه اول ایده�آل�های مجموعه Spec(R)

M R-مدول ت΋یه�گاه SuppR(M)

F ͳصاف ت΋یه�گاه Supp(F)

M R-مدول صفر مقسوم�علیه�های مجموعه ZR(M)

ج



١ فصل

نیازها پیش



�

�

�

بر ما فرض دارند. مطالب بهتر فهم در ͳمهم نقش که م�ͳشود آورده ͳقضایای و تعاریف فصل، اين در

ازحلقه�ی منظور پايان�نامه، اين سرتاسر در دارد. ͳآشنای پیشرفته جبر مفاهیم با خواننده که، است این

است. ي΋دار و ͳجابجای حلقه�ای R

ͳجابه�جای جبر از ͳقضایای و مفاهیم ١.١

Έی S) باشد S = R \ {o} و ΀صحی حوزه Έی R کنید فرض کسرها١). (میدان تعریف١.١.١

م�ͳشود. نامیده R کسرهای میدان S−۱R این�صورت در است). R از ͳضرب بسته زیر�مجموعه

م�ͳدهند. نمایش Rp با را S−۱R این�صورت در باشد، p ∈ Spec(R) و S = R \ p اگر

R-مدول�هاست. کتΎوری روی دقیق فان΋تور Έی S−۱ به�علاوه

دهنده نشان Supp(M) نماد باشد. R-مدول Έی M کنید فرض (ت΋یه�گاه٢). ٢.١.١ تعریف

م�ͳشود. تعریف زیر به�صورت و است M ت΋یه�گاه

Supp(M) =
{
p ∈ Spec(R) : Mp ̸= o

}
.

معادل�اند. زیر شرایط این�صورت در باشد، R-مدول Έی M کنید فرض .٣.١.١ لم

،M = o .١

،Supp(M) = ∅ ͳیعن .Mp = o ،p ∈ Spec(R) هر به�ازای .٢

.Mm = o ،m ∈ Max(R) هر به�ازای .٣

.[٢۵] در ٩.١۵ لم به شود رجوع برهان.

ایده�آل�های مجموعه باشد. MیRΈ-مدول فرضکنید تعریف۴.١.١(ایده�آل�هایاولوابسته٣).

از است عبارت و داده نشان Ass(M) علامت با را M به وابسته اول

Ass(M) =
{
p ∈ Spec(R) : p = AnnR(x) ،x ∈ M مانند ناصفری عنصر به�ازای

}
.

١Field of fractions
٢Support
٣Associated prime ideal

٢



این�صورت در باشد، �R-�مدول Έی M کنید فرض .۵.١.١ لم

.SuppR(M) = {p ∈ Spec(R) : AnnR(x) ⊆ p ،x ∈ M مانند ناصفری عنصر {به�ازای .١

.SuppR(M) ̸= ∅ اگر تنها و اگر M ̸= o .٢

.[۴] در ٣ فصل از ١٩ تمرین و [٢٧] در ٩.٢٠ لم به شود رجوع برهان.

این�صورت در باشند، R-مدول دو N و M و نوتری حلقه Έی R کنید فرض .۶.١.١ ن΋ته

.Ass(R/p) = p آنΎاه p ∈ Spec(R) اگر .١

.Ass(M) = ∅ ⇐⇒ M = o .٢

.Ass(M) = Ass(N) آنΎاه M ∼= N اگر .٣

.[٢٧] در ٩.۴١ تمرین به شود رجوع برهان.

نماد باشد. ناصفر مولد ͳمتناه R-مدول Έی M و نوتری حلقه�ای R کنید فرض .٧.١.١ تعریف

م�ͳشود. Mنامیده م�ͳنیمال اول�های مجموعه که است Ass(M) م�ͳنیمال عناصر دهنده Min(M)نشان

به متعلق که هستند Ass(M) در ͳایده�آل�های M R-مدول شده١ نشانده اول ایده�آل�های مجموعه

نیستند. Min(M)

و o /∈ S به�طوری�که R از ͳضرب بسته مجموعه زیر Έی S و نوتری حلقه Έی R اگر .٨.١.١ گزاره

آنΎاه باشد، R-مدول Έی M

AssS−۱R(S
−۱M) = {S−۱q : q ∈ Ass(M), q ∩ S = ∅}.

آنΎاه باشد، p ∈ Spec(R) به�طوری�که S = R \ p اگر خاص، حالت در

AssRp(Mp) = {qRp : q ∈ Ass(M), q ⊆ p}.

به�علاوه

p ∈ Ass(M) ⇐⇒ pRp ∈ AssRp(Mp).

.[٢٧] در ٩.٢۴ تمرین به شود رجوع برهان.
١Embedded prime

٣



است M به وابسته اول Έی p باشد. p ∈ Spec(R) و R-مدول Έی M کنید فرض .٩.١.١ تذکر

وابسته اول p دیΎر به�عبارت باشد. داشته وجود R/p ↪→ M Έی به Έی ͳهمریخت-R اگر تنها و اگر

باشد. داشته N ∼= R/p مانند ͳمدول زیر M اگر تنها و اگر است M به

R و R-مدول�ها از دقیق دنباله�ای o → M ′ → M → M ′′ → o کنید فرض .١٠.١.١ گزاره

این�صورت در باشد، نوتری حلقه�ای

.SuppR(M) = SuppR(M
′) ∪ SuppR(M

′′) .١

.AssR(M ′) ⊆ AssR(M) ⊆ AssR(M
′) ∪ AssR(M

′′) .٢

.[٢۶] در ٢.١٣ گزاره به شود رجوع برهان.

واریته دهنده نشان V (I) باشد. R حلقه از سره ͳایده�آل I کنید فرض (واریته١). تعریف١١.١.١

م�ͳشود. تعریف زیر به�صورت و است I ایده�آل

V (I) =
{
p ∈ Spec(R) : I ⊆ p

}
.

زنجیر بلندترین طول p ارتفاع باشد. R از اول ͳایده�آل p کنید فرض (ارتفاع٢). تعریف١٢.١.١

م�ͳشود. داده نمایش ht p نماد با و است po ⊊ p۱ ⊊ · · · ⊊ pn = p به�صورت R اول ایده�آل�های از

I دلخواه ایده�آل برای باشد نوتری R اگر همچنین،

ht I = min
{
ht p : p ∈ V (I)

}
.

م�ͳشود. تعریف زیر به�صورت و داده نشان dim(R) با R حلقه بعد حلقه). (بعد٣ تعریف١٣.١.١

dim(R) = sup
{
n ∈ No : po ⊊ p۱ ⊊ · · · ⊊ pn , pi ∈ Spec(R) , i = o, . . . , n

}
.

با را M کرول بعد باشد. R-مدول Έی M کنید فرض مدول۴). کرول (بعد ١۴.١.١ تعریف

از است عبارت و داده نشان dimR(M)

dimR(M) = sup
{
n ∈ No : po ⊊ p۱ ⊊ · · · ⊊ pn , pi ∈ Supp(M)

}
.

١Variety
٢Height
٣Dimension
۴Krull dimension of module

۴



داد نشان م�ͳتوان همچنین،

dimR(M) = sup
{
dim(R/p) : p ∈ Supp(M)

}
(١.١)

= sup
{
dim(R/p) : p ∈ Ass(M)

}
= sup

{
dim(R/p) : p ∈ Min(M)

}
.

.[٢۶] در ۵ فصل از ٣.٩ قضیه به شود رجوع برهان.

در باشد، R-مدول�ها از دقیق دنباله�ای o → M ′ → M → M ′′ → o کنید فرض .١۵.١.١ قضیه

این�صورت

dimR(M) = sup{dimR(M
′), dimR(M

′′)}.

.[٢۶] در ٧ فصل از ٢.٩ تمرین به شود رجوع برهان.

مقسوم�علیه�های مجموعه دهنده نشان Z(M) نماد باشد. MیRΈ-مدول فرضکنید تعریف١.١.١۶.

م�ͳشود. تعریف زیر به�صورت که است M به نسبت R صفر

Z(M) =
{
x ∈ R : xm = o ،m ∈ M مانند ناصفری عنصر به�ازای

}
.

آنΎاه باشد، نوتری حلقه Έی R اگر

Z(M) =
∪

p∈Ass(M)

p.

.[٢٧] در ٩.٣۶ نتیجه به شود رجوع برهان.

-M ،r ∈ R عنصر باشد. R-مدول Έی M و نوتری حلقه Έی R کنید فرض تعریف١٧.١.١.

دیΎر به�عبارت باشد. rx ̸= o ،M به متعلق x صفر غیر عنصر هر برای هرگاه م�ͳشود، نامیده منظم١

.r /∈ Z(M)

است. منظم R روی x این�صورت در باشد، R = K[x] و میدان Έی K کنید فرض .١٨.١.١ مثال

MیRΈ-مدول و آن از ͳایده�آل I نوتری حلقه�ای R فرضکنید منظم٢). تعریف١٩.١.١(رشته

هرگاه م�ͳشود، نامیده I در منظم M-رشته Έی I عناصر از x۱, . . . , xn دنباله باشد. مولد ͳمتناه

.M ̸= (x۱, . . . , xn)M .١

١M-regular
٢Regular sequence

۵



.xi /∈ Z
(
M/(x۱, . . . , xi−۱)M

)
باشیم داشته i = ۱, . . . , n هر به�ازای .٢

عنصری نتوان هرگاه م�ͳشود، نامیده ماکسیمال I در x۱, . . . , xn مانند منظم M-رشته Έی همچنین،

باشد. منظم M-رشته Έی x۱, . . . , xn, xn+۱ که کرد پیدا xn+۱ ∈ I چون

دهید قرار باشد. K روی مستقل متغیر�های x۱, . . . , xn و میدان Έی K کنید فرض .٢٠.١.١ مثال

است. منظم R-رشته Έی x۱, . . . , xn این�صورت در .R = K[x۱, . . . , xn]

مولد ͳمتناه MیRΈ-مدول و نوتری حلقه�ای R فرضکنید (نورس΋ات-ریس١) .٢١.١.١ قضیه

دارای I در ماکسیمال رشته M دو هر این�صورت، در .IM ̸= M که باشد R از ͳایده�آل I و ناصفر

هستند. ی΋سان طول

ناصفر مولد ͳمتناه R-مدول Έی M و نوتری حلقه�ای R کنید فرض (عمق٢). تعریف٢٢.١.١

نماد با و نامیده M Iدر عمق I در ماکسیمال رشته M طول .IM ̸= M که باشد R از ͳایده�آل I و

م�ͳشود. داده نشان grade(I,M)

م�ͳشود. داده نشان grade(I) نماد با grade(I, R) باشد، M = R فوق تعریف در اگر

نماد با و نامیده M عمق grade(m,M) باشد، ͳموضع حلقه�ای (R,m) اگر .٢٣.١.١ تعریف

ماکسیمال M-رشته�های طول با برابر depth(M) دیΎر، به�عبارت م�ͳشود. داده نشان depth(M)

است. m در

ͳکوتاه دقیق رشته همچنین، باشد. R از ͳایده�آل I و نوتری یΈحلقه R فرضکنید .٢۴.١.١ گزاره

این�صورت در باشد. داشته وجود o → U → M → N → o صورت به R-مدول�ها از

depth(M) ≥ min{depth(U), depth(N)},

depth(U) ≥ min{depth(M), depth(N) + ۱ },

depth(N) ≥ min{depth(U)− ۱ , depth(M)}.

.I = m دهید قرار [٨] در ١.٢.٩ گزاره در برهان.

مولد ͳمتناه R-مدول Έی M و آن از ͳایده�آل I نوتری، حلقه Έی R کنید فرض .٢۵.١.١ گزاره

این�صورت در

١Northcott-Ress
٢Depth

۶



. depth(M) = inf{depth(Mp) : p ∈ V (I)} .١

آنΎاه باشد، I در M-رشته Έی x = x۱, x۲, . . . , xr اگر .٢

depth(M/xM) = depth(M)− r.

.I = m دهید قرار [٨] در ١.٢.١٠ گزاره در برهان.

آنΎاه باشد. مولد ͳمتناه و ناصفر MیRΈ-مدول و نوتری حلقه�ای R فرضکنید .٢۶.١.١ گزاره

خاص حالت در .I ⊆ p که باشد داشته وجود pای ∈ Ass(M) اگر تنها و اگر grade(I,M) = o

.m ∈ Ass(M) اگر تنها و اگر depth(M) = o آنΎاه باشد، ͳموضع حلقه�ای (R,m) اگر

.[٨] در ٩.١.۴ گزاره به شود رجوع برهان.

و مولد ͳمتناه R-مدول Έی M و نوتری و ͳموضع حلقه Έی (R,m) کنید فرض .٢٧.١.١ گزاره

.p ∈ Ass(M) هر برای depth(M) ≤ dim(R/p) این�صورت در باشد، ناصفر

.[٨] در ١.٢.١٣ گزاره به شود رجوع برهان.

١۴.١.١ تعریف و قبل قضیه به توجه با .٢٨.١.١ ن΋ته

depth(M) ≤ dim(M).

Έی M نوتری و ͳموضع حلقه�ای (R,m) کنید فرض .(١ͳال΋کوهن-م (مدول تعریف٢٩.١.١

هرگاه م�ͳشود، نامیده ͳال΋کوهن-م M R-مدول باشد. ناصفر مولد ͳمتناه R-مدول

depth(M) = dim(M).

باشد. ͳال΋کوهن-م R-مدول به�عنوان هرگاه م�ͳشود، نامیده ͳال΋کوهن-م حلقه Έی R

آنΎاه باشد، آن از سره ͳایده�آل I و ͳال΋کوهن-م و ͳموضع حلقه Έی R اگر .٣٠.١.١ قضیه

ht I + dimR/I = dimR.

.[٨] در ٢.١.۴ نتیجه به شود رجوع برهان.

است برابر و داده نشان pdR(M) با Mرا R-مدول پروژکتیو بعد پروژکتیو). تعریف٣١.١.١(بعد

به�صورت پروژکتیو تحلیل Έی به�طوری�که n ∈ No کمترین از

١Cohen-Macauly

٧



· · · −→ Pn
dn−→ Pn−۱

dn−۱−→ · · · d۲−→ P۱
d۱−→ Po −→ o

.pdR(M) = ∞ م�ͳکنیم قرارداد نباشد، موجود nای چنین صورت�ͳکه در باشد. موجود M برای

R-مدول Έی M و ͳموضع حلقه�ای (R,m) کنید فرض (اوسلندر-بوکسبام١). ٣٢.١.١ قضیه

این�صورت در .pdR(M) < ∞ به�طوری�که باشد، مولد ͳمتناه

pdR(M) + depthR(M) = depthR(R).

.[٨] در ١.٣.٣ قضیه به شود رجوع برهان.

نامیده R اولیه٢ ایده�آل Έی q باشد. R ͳجابجای حلقه از ایده�آل Έی q فرضکنید تعریف٣٣.١.١.

هرگاه م�ͳشود،

.q ⊊ R .١

.b ∈ √
q آنΎاه a /∈ q اگر ab ∈ q و aوb ∈ R کنید فرض .٢

به�صورت I از ͳنمایش I از اولیه٣ تجزیه Έی .I ⊊ R کنید فرض تعریف١.١.٣۴.

I = q۱ ∩ q۲ ∩ . . . ∩ qn

.√q
i
= pi باشیم داشته i = ۱, . . . , n هر برای و R از اولیه ایده�آل�های qiها آن در که است،

هرگاه م�ͳشود، نامیده م�ͳنیمال اولیه تجزیه Έی I از اولیه تجزیه Έی

باشند. R در ͳمتفاوت اول ایده�آل�های p۱, . . . , pn .١

.I =
n∩

i=۱,j ̸=i

qi دیΎر به�عبارت .qj ⊉
n∩

i=۱,j ̸=i

qi باشیم داشته j = ۱, . . . , n هر برای .٢

I برای م�ͳنیمال اولیه تجزیه Έی I =
n∩
i=۱

qi و نوتری حلقه Έی R کنید فرض .٣۵.١.١ گزاره

.Ass(R/I) = {p۱, . . . , pn} دراین�صورت .√q
i
= pi باشیم داشته i = ۱, . . . , n برای به�طوری�که

.[٢٧] در ۴.١٧ گزاره به شود رجوع برهان.
١Auslander-Buchsbaum
٢Primary ideal
٣Primary decomposition
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