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سپاس�گزاری

کوشندگان، و ندانند او نعمت�های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخن�وران، که را خدای سپاس
نتوانند. گزاردن را او حق

راهنمای�ͳهای بدون که چرا سپاس�گزارم بسیار ͳآزادان نصر ͳعل محمد دکتر آقای جناب گرامیم استاد از همچنین
م�ͳنمود. مش΋ل بسیار پایان�نامه این تدوین ایشان

سفید من عزت راه در که را موهایشان م�ͳتوانم نه پروردگارا، هستم. عزیزم مادر و پدر سپاس�گزار پایان در و
پس دارم؛ ͳمرهم است، من افتخار برای تلاش ثمره که بسته�شان پینه دست�های برای نه و کنم سیاه شد،

بΎذرانم. بودنشان دست عصای در را عمرم های ثانیه و باشم ش΋ر�گزارشان لحظه هر که ده توفیقم

مرادی رضا
١٣٩٢ دي�ماه



چ΋یده

�م�ͳپردازیم. ͳاستلزام و مثبت ͳاستلزام ،ͳجابه�جای BCI/BCK-ایده�آل�های ͳبررس و ͳمعرف به پایان�نامه این در
BCI-جبرها در a-ایده�آل�ها، و q-ایده�آل��ها p-ایده�آل�ها، ،ͳاستلزام و ͳجابه�جای آل�های زیر-ایده همچنین
q-ایده�آل و p اگر فقط و اگر است a-ایده�آل Έی ایده�آل، هر م�ͳدهیم نشان و م�ͳکنیم مطالعه و ͳمعرف را
زیر-ایده�آل Έی ایده�آل، هر و م�ͳباشد ͳاستلزام زیر-ایده�آل و ͳاستلزام ایده�آل Έی p-ایده�آل، هر و باشد

باشد. مثبت ͳاستلزام و ͳجابه�جای زیر-ایده�آل اگر فقط و اگر است ͳاستلزام
P (A)صورت به و است ͳاصل ایده�آل Έی (P (X);−, ϕ) BCK-جبر ایده�آل هر که کردیم ثابت به�علاوه

.A ⊆ X که م�ͳباشد

ͳاستلزام BCI/BCK-ایده�آل ،ͳجابه�جای BCI/BCK-ایده�آل كليدي:BCI/BCK-جبر، واژگان
q-ایده�آل p-ایده�آل، ،ͳجابه�جای زیر-ایده�آل ،ͳاستلزام زیر-ایده�آل ،ͳاستلزام BCI/BCK-ایده�آل مثبت،

a-ایده�آل. و

آ�
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مقدمه

و [٣ شدند[۴، ͳمعرف ٢ ͳایزک و ١ ایمای توسط که هستند ͳمنطق جبر از کلاس دو BCI/BCK-جبرها

مثل Ͷمنطق جبرهاي بیشتر است. BCK-جبر تعمیم BCI-جبر،� شدند. داده توسعه دیΎر محققان توسط
که م�ͳدهد نشان مطلب این هستند[٩]. BCK-جبر توسی΄ ،٣ ͳبول جبرهای و MTL,BL, hoop,MV

از: عبارتند BCI/BCK-جبرها در کلاسمهم سه .[۵] دارند. عموم�ͳتری ساختار BCI/BCK-جبرها

BCI/BCK-جبرهای و مثبت ͳاستلزام BCI/BCK-جبرهای ،ͳجابه�جای BCI/BCK-جبرهای

.ͳاستلزام

اولین آن�هاست. ایده�آل�های روی مطالعه جبرها، درباره�ی تحقیق و مطالعه� برای روش�ها مهم�ترین از ͳ΋ی
بــــــرای ۵ Ίمن کردند. استفاده BCI/BCK-جبرها کامل�تر شرح برای ایده�آل�ها از ۴ تاناکا و ͳایزک بار
[١٠]،وی ٧ ژان ،۶ لیو کرد[١٢]. ͳمعرف را ͳجابه�جای BCI-ایده�آل�های ،ͳجابه�جای BCI-جبرهای ت΋ميل
ͳاستلزام BCI-ایده�آل�های مثبت، ͳاستلزام BCI-جبرهای ت΋ميل برای مستقل طور به [٧] ٩ جون و ٨

BCI-ایده�آل�های ͳاستلزام BCI-جبرهای ت΋ميل برای Ίمن و ١٠ Ίیان لیو، و کردند ͳمعرف را مثبت
ͳجابه�جای و ͳاستلزام زیر-ایده�آل�های ͳمعرف به مقاله�ای منΊدر و لیو همچنین کردند[٩]. ͳمعرف را ͳاستلزام

پرداختند[٨]. BCI-جبرها در

مورد p-نیم�ساده BCI-جبرهای مطالعه�ی در و شد ͳمعرف ١١ ژان توسط آل p-ایده مفهوم [١] در
شد. ͳمعرف ژان و Ίمن لیو، توسط آل a-ایده و آل q-ایده مفهوم ،[١١] در همچنین گرفت. قرار استفاده

ایم. پرداخته زیر شرح به ایده�آل�ها این ͳبررس به پایان�نامه این در
است. نیاز مورد بعدی فصل�های مطالب مطالعه�ی جهت که اولیه، مفاهیم فصل١:

ͳبررس و ͳمعرف همچنین .ͳاستلزام و �مثبت ͳاستلزام ،ͳجابه�جای BCK-ایده�آل�های ͳبررس و ͳمعرف فصل٢:
.ͳاستلزام و �مثبت ͳاستلزام ،ͳجابه�جای BCI-ایده�آل�های

١Imai
٢Iseki
٣Boolean algebra
۴Tanaka
۵Meng
۶Liu

٧Zhang
٨Wei
٩Jun

١٠Yang
١١Zhang

ت



ث مقدمه

و q-ایده�آل��ها p-ایده�آل�ها، ،ͳجابه�جای زیر-ایده�آل�های ،ͳاستلزام زیر-ایده�آل�های ͳبررس و ͳمعرف فصل٣:
a-ایده�آل�ها.

X ͳتوان مجموعه�ی ،P (X) و مجموعه ΈیX کنید ”فرض قضیه�ی اول فصل در که است ذکر شایان
” .A ⊆ X برای I = P (A) اگر فقط و اگر است (P (X);−, ϕ) BCK-جبر آل ایده Έی I باشد.
،(P (X);−, ϕ) BCK-جبر ایده�آل�های ͳکل ساختارهای مطالعه�ی در را ما قضیه این کردیم. اثبات را

کرد. یاری



١ فصل

اولیه مفاهیم

بوجود ما تف΋ر ͳفعل ΀سط بدلیل که ͳمسائل
حــل تف΋ر ΀سط همان با نم�ͳتوانند م�ͳآیند،

گردند.

Albert Einstein (١٨٢۶ –١٨۶۶)

فصل این قضایای اکثر م�ͳشود. پرداخته دیΎر فصول در نیاز مورد قضایای و تعاریف به فصل این در
همین به است)، پژوهش�گر پژوهش حاصل که مثال و قضیه چند جز است(به [١۴] -جبر BCI کتاب از

است. شده پرهیز منب΄ ذکر از جهت

BCI-جبرها ١.١

جبر Έی را A روی عمل چند یا Έی با همراه ،A ͳناته مجموعه�ی شامل سیستم، Έی تعریف١.١.١.
گویند.

جبر Έی ،(G, ., 0) گروه مثلا م�ͳشوند. بیان جبرها این نوع صورت به معمولا ،A روی عمل�های این
است. (٢،٢،٠) نوع از جبر Έی ،R حلقه�ی همچنین است. (٢، 0) نوع از

،x, y, z ∈ X هر ازای به هرگاه گویند ١ BCI-جبر را (٢، 0) نوع از (X, ∗, 0) جبر تعریف٢.١.١.
کند. صدق زیر شرایط در

١BCI-algebra

١



٢ اولیه مفاهیم .١ فصل

((x ∗ y) ∗ (x ∗ z)) ∗ (z ∗ y) = 0 ( BCI-١
(x ∗ (x ∗ y)) ∗ y = 0 (BCI-٢

x ∗ x = 0 (BCI-٣
x ∗ y = 0, y ∗ x = 0 =⇒ x = y (BCI-۴

(P,−, ϕ) صورت این در باشد، S ٢ͳتوان مجموعه P و باشد مجموعه Έی S کنید فرض .٣.١.١ مثال
است. BCI-جبر Έی

صورت به G روی را ∗ ͳدوتای عمل باشد. e ͳهمان با ٣ͳآبل گروه Έی (G, ., e) کنید فرض مثال١.١.۴.
است. BCI-جبر Έی (G, ∗, e) صورت این در م�ͳکنیم. تعریف x ∗ y = xy−1

گویند. (G, ., e) ͳآبل گروه ۴ ͳالحاق -جبر BCI را بالا مثال در (G, ∗, e)

.Q∗ = Q− {0} آن در که است. BCI-جبر Έی (Q∗,÷, 1) .۵.١.١ مثال
است. (Q∗, ., 1) ͳآبل گروه ͳالحاق BCI-جبر ،(Q∗,÷, 1) واق΄ در

است. BCI-جبر Έی (Z,−, 0) .۶.١.١ مثال
،x, y, z ∈ X هر براي اگر مرتبجزی۵ͳگويند مجموعه يك را ≤ رابطه با X مجموعه تعریف٧.١.١.

کند. صدق زیر شرایط در
x؛ ≤ x (١

x؛ = y آنΎاه y ≤ x و x ≤ y ٢)اگر
.x ≤ z آنΎاه y ≤ z و x ≤ y اگر (٣

≤ ͳدوتای رابطه�ی ،x, y ∈ X هر ازای به باشد. BCI-جبر Έی (X, ∗, 0) کنید فرض .٨.١.١ گزاره
مرتب مجموعه�ی Έی (X,≤) آن�گاه م�ͳکنیم. تعریف x ∗ y = 0 اگر فقط و اگر x ≤ y صورت به را

است. ͳجزی

x ⩽ a اگر ۶نامیم، مینیمال عنصر Έی را a عنصر ،(X,⩽) ͳجزی مرتب مجموعه�ی در تعریف٩.١.١.
.x ∈ X هر برای .x = a آن�گاه

این و x = 0 لذا ، x ∗ 0 = 0 آن�گاه x ≤ 0 اگر ،(X, ∗, 0) BCI-جبر در فوق تعریف به توجه با
است. مینیمال عضو ، 0 این�که ͳیعن

٢Power set
٣Abelian group
۴Adjoint BCI-algebra

۵Partial order set
۶Minimal



٣ اولیه مفاهیم .١ فصل

برقرارند. زیر اح΋ام X جبر -BCI هر در .١٠.١.١ گزاره
x)؛ ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ y (١
x؛ ∗ (x ∗ (x ∗ y)) = x ∗ y (٢

x))؛ ∗ z) ∗ (y ∗ z)) ∗ (x ∗ y) = 0 (٣
x؛ ∗ 0 = x (۴

0؛ ∗ (x ∗ y) = (0 ∗ x) ∗ (0 ∗ y) (۵
x؛ ≤ y =⇒ x ∗ z ≤ x ∗ y (۶
.x ≤ y =⇒ z ∗ y ≤ z ∗ x (٧

Έی را X از Y مجموعه�ی زیــــــر باشد. جبـــــر - BCI Έی (X, ∗, 0) کنید فرض تعریف١١.١.١.
باشد. BCI-جبر Έی خودش (Y, ∗, 0) اگر گویند X ٧ زیرجبر

زیرجبر Έی X از Y مجموعه�ی زیــــــر باشد. جبر - BCI Έی (X, ∗, 0) کنید فرض .١٢.١.١ گزاره
.y1 ∗ y2 ∈ Y ،y1, y2 ∈ Y هر ازای به اگر است،

است. (Z,−, 0) زیرجبر Έی (2Z,−, 0) .١٣.١.١ مثال
است. زوج عدد Έی زوج، عدد دو هر تفاضل زیرا

را P = {x ∈ X | 0 ∗ (0 ∗ x) = x} مجموعه�ی باشد، BCI-جبر Έی X اگر .١۴.١.١ تعریف
. نامیم X ٨ نیم�ساده�ی - p بخش

است. مینیمال P مجموعه�ی عضو هر .١۵.١.١ گزاره

p-نیم�ساده ،(X; ∗, 0) ͳالحاق BCI-جبر آن�گاه باشد، ͳآبل گروه Έی (X; ., e) اگر .١۶.١.١ مثال
داریم ،x ∈ X هر ازای به زیرا . x ∗ y = x.y−1 جای�ͳکه است.

e ∗ (e ∗ x) = e.(e.x−1)−1 = x

تعریف زیر صورت به را . ͳدوتای عمل باشد. p-نیم�ساده Έی (X; ∗, 0) کنید فرض .١٧.١.١ مثال
م�ͳکنیم

x.y = y ∗ (0 ∗ x)
م�ͳنامند. (X; ∗, 0) ٩ ͳالحاق ͳآبل گروه را (X; ., 0) گروه است. 0 ͳهمان با ͳآبل یΈگروه ،(X; ., 0) آن�گاه

هستند: معادل زیر جبری ساختمان دو .١٨.١.١ گزاره
.ͳآبل گروه�های و p-نیم�ساده جبرهای

٧Sub-algebra
٨P-semisimple

٩Adjoint abelian group



۴ اولیه مفاهیم .١ فصل

ی�ΈدیΎر با ͳآبل یΈگروه عنوان به (Z,+, 0) و p-نیم�ساده یΈجبر عنوان به (Z,−, 0) مثال١٩.١.١.
هستند. معادل

ی�ΈدیΎر با ͳآبل یΈگروه عنوان به (Q∗, ., 1) و p-نیم�ساده یΈجبر عنوان به (Q∗,÷, 1) مثال٢٠.١.١.
هستند. معادل

را مینیمال عناصر همه�ی شامل ،P مجموعه�ی باشد، BCI-جبر Έی X کنید فرض .٢١.١.١ گزاره
م�ͳگویند. X ١٠ -نیم�ساده�ی pبخش

هرگاه گویند، ١١ مثبت را x ∈ X عنصر باشد، BCI-جبر Έی X کنید فرض .٢٢.١.١ تعریف
.0 ∗ x = 0

داریم x, y ∈ X هر ازای به آن�گاه باشد، BCI-جبر Έی X کنید فرض .٢٣.١.١ گزاره
است؛ مینیمال 0 ∗ x (١

. 0 ∗ x = 0 ∗ y آن�گاه x ≤ y اگر (٢

و y ∗ (0 ∗ x) = 0 داریم صورت این در ،y ≤ 0 ∗ x کنید فرض برهان.

(0 ∗ x) ∗ y = (0 ∗ y) ∗ x
= ((y ∗ (0 ∗ x)) ∗ y) ∗ x
= ((y ∗ y) ∗ (0 ∗ x)) ∗ x
= (0 ∗ (0 ∗ x)) ∗ x = 0.

است. مینیمال 0 ∗ x پس . y = 0 ∗ x بنابراین ،0 ∗ x ≤ y ͳیعن

داریم ،(٧)١٠.١.١ طبق آن�گاه ،x ≤ y اگر

0 ∗ y ≤ 0 ∗ x.
.0 ∗ x = 0 ∗ y پس است، مینیمال 0 ∗ x ،(١) طبق

هم�ارزند: زیر گزاره�های آن�گاه باشد، BCI-جبر Έی X کنید فرض .٢۴.١.١ گزاره
است؛ p-نیم�ساده ،X (١

؛ a, x ∈ X هر ازای به a ∗ (a ∗ x) = x (٢
.a ∈ X هر ازای به X = {a ∗ x|x ∈ X} (٣

١٠P-semisimple part
١١Positive



۵ اولیه مفاهیم .١ فصل

BCK-جبرها ٢.١

م�ͳکنند. ایفا BCI-جبرها نظریه�ی در ͳنقشمهم که هستند BCI-جبرها از ویژه�ای کلاس BCK-جبرها

شده�اند. مطالعه و ͳمعرف BCI-جبرها از قبل BCK-جبرها ͳتاریخ لحاظ از واق΄، در

.x ∈ X هر ازای به .0 ∗ x = 0 هرگاه گویند، ١٢ جبر - BCK را X BCI-جبر تعریف١.٢.١.

باشد، BCK-جبر Έی X اگر که است ΀واض هستند. مثبت BCK-جبر Έی عناصر همه�ی واق΄ در
است ΀واض همچنین است. X عنصر کوچ�Έترین 0 دیΎر عبارت به است. X مینیمال عنصر تنها 0 آن�گاه

است. BCK-جبر Έی خودش Y آن�گاه باشد، X BCK-جبر از زیرجبر Έی Y اگر که

(P,−, ϕ) صورت این در باشد، S ͳتوان مجموعه P و باشد مجموعه Έی S کنید فرض .٢.٢.١ مثال
است. BCK-جبر Έی

مقسوم�علیه بزرگ�ترین (a, b) که است BCK-جبر Έی a∗b = a

(a, b)
آن در که (N, ∗, 1) مثال٣.٢.١.

است. b و a مشترک١٣

B = {x ∈ X | 0 ∗ x = 0} مجموعه�ی آن�گاه باشد، BCI-جبر Έی X کنید فرض تعریف٢.١.۴.
م�ͳنامیم. X ١۴ -بخش BCK را

باشیم داشته ،x, y ∈ X هــــر ازای به اگـــــر باشد، BCI-جبر Έی X کنید فرض .۵.٢.١ گزاره
است. BCK-جبر Έی X آن�گاه x ∗ (x ∗ y) = y ∗ (y ∗ x)

باشیم داشته ،x, y ∈ X هر ازای به و باشد، BCI-جبر Έی X کنید فرض برهان.

x ∗ (x ∗ y) = y ∗ (y ∗ x).

داریم ،x ∈ X هر ازای به صورت این در

0 ∗ (0 ∗ x) = x ∗ (x ∗ 0) = x ∗ x = 0.
ͳیعن این و

0 ≤ 0 ∗ x.
.0 ∗ x = 0 بنابراین است، مینیمال 0 ∗ x که م�ͳدانیم ،٢٣.١.١ طبق ͳطرف از

١٢BCK-algebra
١٣Greatest common divisor

١۴BCK-part



۶ اولیه مفاهیم .١ فصل

ایده�آل�ها ٣.١

باشیم داشته اگر گویند X ١۵ یΈایده�آل را X BCI-جبر از I ͳناته مجموعه زیر تعریف١.٣.١.
0؛ ∈ I (١

.x ∈ I آن�گاه y ∈ I و x ∗ y ∈ I اگر x, y ∈ X هر برای (٢

م�ͳگویند. ١۶ ͳبدیه ایده�آل�های آنها به که هستند X ایده�آل�های {0} و X

آل ایده Έی ،Z∗ صورت این در باشد. ،۵.١.١ مثال BCI-جبر ،(Q∗,÷, 1) کنید فرض .٢.٣.١ مثال
.Z∗ = Z− {0} آن در است.که Q∗

کنید فرض .a ∈ Z∗ م�ͳدهیم نشان ،b ∈ Z∗ و a ÷ b ∈ Z∗ اگر ،a, b ∈ Z∗ هر ازای به و 1 ∈ Z∗

.a ∈ Z∗ بنابراین ،k, b ∈ Z∗ آنجای�ͳکه a.از = kb صورت این در . a÷ b = k ∈ Z∗

آل ایده Έی ،N∗ صورت این در باشد. ،۶.١.١ مثال BCI-جبر ،(Z,−, 0) کنید فرض .٣.٣.١ مثال
.N∗ = N ∪ {0} آن در که است. Z

کنید فرض .a ∈ N∗ م�ͳدهیم نشان ،b ∈ N∗ و a− b ∈ N∗ اگر ،a, b ∈ N∗ هر ازای به و 0 ∈ N∗

.a ∈ N∗ بنابراین ،k, b ∈ N∗ آنجای�ͳکه a.از = k + b صورت این در . a− b = k ∈ N∗

صورت این در باشد BCI-جبر Έی X اگر .۴.٣.١ گزاره
است؛ X آل ایده Έی X از B بخش - BCK الف)

هر ازای به .x = 0 آن�گاه x ∗ a ∈ P اگر فقط و اگر است X آل ایده X از P ی p-نیم�ساده بخش ب)
. x ∈ X و a ∈ P

باشد. زیر جدول صورت به ∗ عملΎر و X = {0, 1, 2} کنید فرض .۵.٣.١ مثال

∗ ٠ ١ ٢
٠ ٠ ٠ ٠
١ ١ ٠ ١
٢ ٢ ٢ ٠

هستند. آن ایده�آل�های {0, 2} و {0, 1} ، X ، {0} و است جبر - BCK Έی (X, ∗, 0) نتیجه در
آل ایده Έی I باشد. X ͳتوان مجموعــه�ی ،P (X) و مجموعـــه Έی X کنید فرض .۶.٣.١ قضیه

.A ⊆ X برای I = P (A) اگر فقط و اگر است (P (X);−, ϕ) BCK-جبر
١۵Ideal
١۶Trivial ideal



٧ اولیه مفاهیم .١ فصل

.P (E) ⊆ I م�ͳدهیم نشان .E ∈ I فرضکنید همچنین باشد. P (X) ایده�آل Έی ،I فرضکنید برهان.
داریم E ∈ P (E) این�که از و B − E = ϕ ∈ I آن�گاه B ∈ P (E) کنید فرض

B ∈ I.

پس

P (E) ⊆ I.

C,D ∈ I هر ازای به ͳطرف از

(C ∪D)−D = C ∈ I.

آل ایده تعریف طبق بنابراین

C ∪D ∈ I.

بنابراین .M = ∪I م�ͳدهیم قرار

P (M) ⊆ I.

پس .F ∈ P (M) نتیجه در .F ⊆ M آن�گاه ،F ∈ I اگر ͳطرف از

I ⊆ P (M).

.I = P (M) نتیجه در
هر ازای به صورت این در باشد. P (X) مجموعه�ی زیر Έی ،I = P (A) کنید فرض ع΋س به
.E − F = G ∈ I م�ͳدهیم قرار .E ∈ I م�ͳدهیم نشان ،F ∈ I و E − F ∈ I اگر ،E,F ∈ P (X)

بنابراین

G ⊆ A.

داریم E − F = G این�که از ͳطرف از

E = F ∪G.

است. P (X) آل ایده Έی I بنابراین .E ∈ I ͳیعن .E ⊆ A پس ،F,G ⊆ A چون

در زیرا نیست. آل ایده Έی الزاما ،٢.٢.١ مثال ،(P,−, ϕ) جبر - BCK از زیرجبر هر .٧.٣.١ مثال
P زیرجبر Έی A = {ϕ, {1}, آن�گاه{{2} باشد. S ͳتوان مجموعه�ی P و S = {1, 2,3} صورت�ͳکه

.{1, 2} /∈ A اما ،{2} ∈ A و {1, 2} − {2} = {1} ∈ A زیرا نیست. P آل ایده اما است،

باشد. بسته ∗ عمل تحت اگر گویند، ١٧ بسته آل ایده را X BCI-جبر از A آل ایده تعریف٨.٣.١.

است. (Z,−, 0) بسته�ی آل ایده Έی (2Z,−, 0) .٩.٣.١ مثال
داریم ،b = 2l ∈ 2Z و a− b = 2k ∈ 2Z اگر ،a, b ∈ 2Z هر ازای به و 0 ∈ 2Z

١٧Closed ideal



٨ اولیه مفاهیم .١ فصل

a = 2k + 2l = 2(k + l) ∈ 2Z.
است. نیز Z زیرجبر Έی 2Z دادیم نشان ،١٣.١.١ مثال در ͳطرف از است. Z آل ایده Έی ،2Z پس

.0∗x ∈ A ،x ∈ X هر ازای به اگر فقط و اگر است بسته ،X BCI-جبر از ،A آل ایده .١٠.٣.١ گزاره

ایده�آل Έی ،A اگر زیرا است. بسته ایده�آل هر ،٢.٢.١ مثال ،(P ;−, ϕ) BCK-جبر در مثال١١.٣.١.
X،داریم ∈ A هر ازای به آن�گاه باشد،

ϕ−X = ϕ ∈ A.

شامل ،X ایده�آل ترین Έکوچ باشد. X BCI-جبر از زیرمجموعه�ای S کنید فرض تعریف١٢.٣.١.
م�ͳدهیم. نمایش < S > با و م�ͳگوییم S توسط ١٨ شده تولید ایده�آل را ،S

است. X ایده�آل Έی ،X ایده�آل�های از خانواده هر اشتراک .١٣.٣.١ گزاره

کنید فرض و باشد X BCI-جبر از ͳناته مجموعه�ی زیر S کنید فرض .١۴.٣.١ گزاره

A = {x ∈ X|(...((x ∗ a1) ∗ a2) ∗ ...) ∗ an)...)) = 0, a1, a2, ..., an ∈ S}

.< S >= A آن�گاه باشد X از مثبت عنصر Έی شامل ،S اگر ویژه به .< S >= A ∪ {0} آن�گاه
ایده�آل م�ͳدهیم. نمایش < a1, a2, ..., an > صورت به اختصار به را < {a1, a2, ..., an} > معمولا

م�ͳگوییم. X ١٩ ͳاصل یΈایده�آل ، < a >

آن�گاه باشد. S مجموعه�های زیر همه�ی مجموعه�ی ،P (S) و مجموعه Έی S کنید فرض .١۵.٣.١ قضیه
است. ͳاصل ایده�آل Έی ،(P (S);−, ϕ) BCK-جبر ایده�آل هر

داریم ،١۴.٣.١ ی گزاره طبق .A ∈ P (S) و باشد مجموعه Έی S کنید فرض برهان.

< A >= {X ∈ P (S)|(...((X − A)− A)− ...− A)...)) = ϕ}.

ͳیعن

< A >= {X ∈ P (S)|X − A = ϕ}.

.< A >= P (A) و X ∈ P (A) بنابراین
بنابراین .M ∈ P (S) که است P (M)صورت به P (S) از I ایده�آل هر ،۶.٣.١ ی قضیه طبق ͳطرف از

است. ͳاصل ایده�آل Έی P (S) ایده�آل هر
١٨Generated ideal
١٩Principal ideal



٩ اولیه مفاهیم .١ فصل

ͳقسمت جبرهایخارج و هم�نهشت�ͳها ۴.١

هر ازای به اگر گوییم، X روی ٢٠ ͳهم�نهشت را X BCI-جبر روی θ هم�ارزی رابطه�ی تعریف١.۴.١.
. x ∗ u ∼ y ∗ v(θ) آن�گاه u ∼ v(θ) و x ∼ y(θ) ، x, y, u, v ∈ X

θx = {y ∈ ͳیعن م�ͳشود. نمایشداده θx نماد Xبا BCI-جبر روی θرابطه�ی تحت xکلاسهم�ارزی
٢١ͳخارج�قسمت مجموعه�ی آن به و م�ͳدهند نمایش X

θ
با را {θx|x ∈ X} مجموعه�ی . X|y ∼ x(θ)}

.θx = θy اگر فقط و اگر x ∼ y(θ) بنابراین م�ͳگویند.

ͳهم�نهشت واق΄ است(در ͳدوتای عمل Έی θx ∗ θy = θx∗y رابطه�ی با
X

θ
روی ∗ عمل .٢.۴.١ گزاره

(2, 0) نوع از (X
θ
, ∗, θ0) جبر همچنین م�ͳگردد). ͳدوتای عمل ͳخوش�تعریف موجب ∼ هم�ارزی رابطه�ی

است.

ͳقسمت خارج جبر م�ͳگویند. θ ͳهم�نهشت توسط شده القا X ͳقسمت خارج جبر را (X
θ
, ∗, θ0) جبر

نباشد[١۴]. BCI-جبر Έی است مم΋ن (X
θ
, ∗, θ0)

صورت به X روی را θ ͳدوتای رابطه�ی باشد، Xجبر-BCI از ایده�آل Έی A کنید فرض .٣.۴.١ گزاره
م�ͳکنیم تعریف زیر

Έی θ صورت این در .x, y ∈ X هر ازای به .y ∗ x ∈ A و x ∗ y ∈ A اگر فقط و اگر x ∼ y(θ)

است. X روی ͳهم�نهشت رابطه�ی

روی (٢٣ ͳهم�نهشت-I اختصار به (یا ٢٢ ͳهم�نهشت ایده�آل را بالا گزاره�ی در θ ͳهم�نهشت رابطه�ی
جای به معمولا ، A توسط شده القا X روی θ ͳهم�نهشت-I برای م�ͳگویند. A ایده�آل توسط شده القا X

م�ͳکنیم. استفاده X
A

نماد از X
θ
جای به و Ax نماد از θx جای به ، x ∼ y(A) نماد از x ∼ y(θ)

Q∗

Z∗ ͳقسمت خارج جبر بنابراین است. Q∗ ایده�آل Έی Z∗ که دادیم نشان ،١٠.٣.١ مثال در .۴.۴.١ مثال
بنابراین ،x ∼ 1(Z∗) آن�گاه ،x ∈ Z∗1 کنید فرض م�ͳدهیم. نمایش Z∗1 با را ١ هم�ارزی کلاس داریم. را
که م�ͳشود مشاهده همچنین .Z∗1 = {−1, 1} رو این از .x = ±1 لذا .1 ÷ x ∈ Z∗ و x ÷ 1 ∈ Z∗

.Z∗1 ̸= Z∗

(
X

A
, ∗, A0) ͳقسمت خارج جبر آن�گاه باشد، X BCI-جبر از ایده�آل Έی A کنید فرض .۵.۴.١ گزاره

است. BCI-جبر Έی

،X
B

ͳقسمت خارج جبر آن�گاه باشد، X جبــر - BCI بخش - BCK ،B که کنید فرض .۶.۴.١ گزاره
است. p-نیم�ساده

٢٠congruence
٢١Quotient
٢٢Ideal congruence

٢٣I- congruence



١٠ اولیه مفاهیم .١ فصل

ͳجابه�جای BCK-جبرهای ۵.١

باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به اگر گویند ٢۴ ͳجابه�جای را X جبر - BCK تعریف١.۵.١.
.x ∗ (x ∗ y) = y ∗ (y ∗ x)

است. ͳجابه�جای BCK-جبر Έی ٣.٢.١ مثال در (N, ∗, 1) BCK-جبر .٢.۵.١ مثال
بنابراین (x, x

(x, y)
) =

x

(x, y)
که است ΀واض x

(x,
x

(x, y)
)
=

y

(y,
y

(y, x)
)
دهیم نشان باید

.(x, y) = (y, x) که است ΀واض . y

(y,
y

(y, x)
)
= (y, x) متشابه طور به و x

(x,
x

(x, y)
)
= (x, y)

است. برقرار ح΋م نتیجه در

است. ͳجابه�جای BCK-جبر Έی ،٢.٢.١ مثال در (P,−, ϕ) BCK-جبر .٣.۵.١ مثال
داریم .A− (A−B) = B − (B − A) دهیم نشان باید

A− (A−B) = A− (A ∩B′) = A ∩ (A ∩B′)′

= A′ ∩ (A ∪B)

= (A ∩ A′) ∪ (A ∩B)

= A ∩B.

.B − (B − A) = B ∩ A مشابه طور به

هستند: معادل زیر گزاره�های x, y ∈ X هر ازای به آن�گاه باشد BCK-جبر Έی X اگر .۴.۵.١ گزاره
است؛ ͳجابه�جای X (١

x؛ ∗ y = x ∗ (y ∗ (y ∗ x)) (٢
x؛ ∗ (x ∗ y) = y ∗ (y ∗ (x ∗ (x ∗ y))) (٣

. x = y ∗ (y ∗ x) آن�گاه x ⩽ y (۴

در اگر فقط و اگر است ͳجای جابه BCK-جبر Έی ،(2, 0) نوع از (X; ∗, جبر(0 .۵.۵.١ گزاره
کند. صدق زیر اتحادهای

x؛ ∗ x = 0 (١
x؛ ∗ 0 = x (٢

x)؛ ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ y (٣
.x ∗ (x ∗ y) = y ∗ (y ∗ x) (۴

در اگر فقط و اگر است ͳجای جابه BCK-جبر Έی ،(2, 0) نوع از (X; ∗, جبر(0 .۶.۵.١ گزاره
کند. صدق زیر اتحادهای

٢۴Commutative BCK-algebra



١١ اولیه مفاهیم .١ فصل

x))؛ ∗ y) ∗ z) ∗ ((x ∗ z) ∗ y) = 0 (١
x؛ ∗ (x ∗ y) = y ∗ (y ∗ x) (٢

.z ∗ ((x ∗ y) ∗ x) = z (٣

اتحادهای در اگر فقط و اگر است ͳجای جابه BCK-جبر ،(2, 0) نوع از (X; ∗, جبر(0 .٧.۵.١ گزاره
کند. صدق زیر

x؛ ∗ (0 ∗ y) = x (١
.(x ∗ z) ∗ (x ∗ y) = (y ∗ z) ∗ (y ∗ x) (٢

مثبت ͳاستلزام BCK-جبرهای ۶.١

باشیم داشته x, y, z ∈ X هر ازای به اگر گویند ٢۵ مثبت ͳاستلزام Xرا جبر - BCK تعریف١.۶.١.
.(x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)

را ∗ عمل باشد. 0 عنصر کوچ΋ترین با مرتب ͳجزی مجموعه�ی Έی (X;≤) کنید فرض .٢.۶.١ مثال
م�ͳکنیم. تعریف زیر صورت به X روی

x ∗ y =

{ 0 x ≤ y

x x ⩽̸ y

است. مثبت ͳاستلزام BCK-جبر Έی (X; ∗, 0) آن�گاه
باشد. زیر ͳکیل جدول طبق ،X روی ∗ ͳدوتای عمل و X = {0, 1, 2,3,4} کنید فرض .٣.۶.١ مثال

∗ 0 ١ ٢ ٣ ۴
0 0 0 0 0 0
١ ١ 0 ١ 0 0
٢ ٢ ٢ 0 ٢ 0
٣ ٣ ٣ ٣ 0 0
۴ ۴ ۴ ٣ ٢ 0

است. مثبت ͳاستلزام BCK-جبر Έی X آن�گاه

باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به اگر فقط و اگر است مثبت ͳاستلزام X BCK-جبر .۴.۶.١ گزاره
.x ∗ y = (x ∗ y) ∗ y

هستند: معادل زیر گزاره�های x, y ∈ X هر ازای به آن�گاه باشد BCK-جبر Έی X اگر .۵.۶.١ گزاره
است؛ مثبت ͳاستلزام X (١

x)؛ ∗ (x ∗ y)) ∗ (y ∗ x) = x ∗ (x ∗ (y ∗ (y ∗ x))) (٢
.x ∗ y = (x ∗ y) ∗ (x ∗ (x ∗ y)) (٣

٢۵Positive impelicative BCK-algebra


