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چͺیده

دیده توپلیتز١ ماتریس�های از ͬͽآشفت صورت به که متقارن سه��قطری ماتریس�های از خاصͬ رده��ی
اکسترمال ویژه�ی مقادیر برای دقیقͬ کران��های دقیق، تحلیل ͷی براساس مͬ�گیریم. نظر در را مͬ�شوند
استفاده با همچنین مͬ�شوند. ارائه شده، داده ماتریس اولیه�ی داده�های حسب بر ماتریس�ها از رده این
مͬ�گردد. ارائه معینͬ ماتریس�های تͺین مقدار کوچͺترین برای پایینͬ کران آمده، بدست کران�های از

هستند. خوب بسیار کران�ها این که مͬ�دهند نشان عددی نتایج

اکسترمال ویژه�ی مقادیر ویژه، مقادیر متقارن، ماتریس�های سه�قطری، ماترس�های کلیدی: واژگان
۶١ نامه: پایان صفحات تعداد

Toeplitz Matrices١



ଘاذنرਟیච໕انعومେభداو॥ت،ৎقدمਗی�࣒ماଌناراঃଘ࣊ਂیෘࣗคඖان
ࢩࡆتعار༙نଘماآड़وࣾتاوࣼمඇඏنای೯دا॥ت(ࢼنا္اॻناජة).

اوਪیෘࣗคඖآॠدنما॥توروزیدୌودورඓࣂࡣت،ਗی�آیدودهਗୀی�داردازૡঙه�ی
عوਗیازࣼممادی�نࢂඟوࠟ࢞لग़عاشآدঃیانඛসھانما৯ده...

گاਘیودعاਪی. ৽یدঃاଘ
”الठࢯمࠡࡡلॽوॻیکاॹࡶජج”



اਙঀی...٢
صفات و ذات در که احدی ای و خطايͬ پوشنده�ی که حͺيمͬ ای و عطايͬ بخشنده�ی که کريمͬ ای
صفات به و خود لايزال ذات به سزايͬ، را خدايͬ که قادری ای و راهنمايͬ که خالقͬ ای و بͬ�همتايͬ
را ما دل ده، خود صفای را ما جان که خود جمال عظمت به و خود جلال عزت به و خود کمال با

به. آن که ده آن را ما و ده خود ضياء را ما چشم ده، خود هوای
بر مطلع ای آوازها شنونده�ی ای و رازها داننده�ی ای نيازها، پذيرنده�ی ای نمازها، بيننده�ی ای الهͬ
و قوی تو که مͽير ما عيب�های فقير، ما و غنͬ تو که بپذير ما عذرهای خلايق، بر مهربان ای و حقايق
عطا تو و ذلت و آيد خطا بنده از نداريم، طاقت بسوزی اگر و نداريم حجت ما بر بͽيری اگر حقير، ما

رحمت. و آيد
نيست. حجت هيچ را او آن�که بر کن رحمت نيست حاجت هيچ ترا آنͺه بحق الهͬ

شاീীه�یऒوীشطاࣅਠیروزی૽ن یاربوජ໑ااਠฬیروزی૽ن
ا৯دردوगھان່اࣆਠیروزی૽ن زانஅ༙رغॴومازکارगھان

انصاری. عبدالʓه خواجه از ٢مناجاتͬ



ඟࢁพ়وୌقدৎ
ঃنانوਮ࣪قوॣعادتૡঙه پایانرسـاندهواز೯داو৯د ଘ اଌنहख़ࢤوଐرا تا اॸطافربای�اشوਮ࣪قداد با شࢁඟوণپاسخدایرا

وশندگانورଽوانع࢙موداিشراऒواৣم.
াسازॐمدوহنایاਙঀیوشࢁචඟ໋اریభଘگاه೯داو৯دਵࣞعالاਯࣨونحاલلૡঙه�یتلاش�ঃ࣐৴واपع॰دऒୀود່ضਗی�داৣم
باবضاࠥتا৯دکభلادبواනළرامජ໑اࢋণپاسخاॸصاଡوേ઼࣓ماଡراازૡঙه�یইسایૼنراభاଌنوادییاری৶ࢤوده�ا৯د

اୀازدارم.
৩ھاশࢌণپاسऒودراازاॸطافاণتادراঘ࣒مایඟ໋اقدرمপنابآ༚یدනرय़ھدیসناਘیدارم،اণتادارേ॒ندیঙࢤوارهبا
ਖ৶ی�࣒مروزی خਏیষیࢆوپا।خࢉوی१والاৠمরود৯دوباБЗرদواریऒود،قاৌصاଌنඵෟࣹرراड़ورداࠬماض້ارਗی�داد৯د.ච໋ଽادعا
اণتاد از ່اड़وشواকمඟ໊د. ੪ॸࡶشانرا ਗی�واৣماඇൕંناندকم�گاه ධران࣒ماما ऒواকمواিࡣتख़࡛ࢴتیاীشانرا

ज़شاورඟ໋اঃ࣓مপنابآ༚یدනرज़࠷ودامان੪ॸفزیادیඌিඁࢌଘૼنداণ،௭پاسࢂචاریਗی�৶مام.
ازاণتادان່زاଡودॼوزপنابآ༚یدනرا५داषख़္ࢤوయاده�وزୌیوໆرکارخاৣمدනرീি࣓مඬোرآبادیزॐ࢟تداوری

اଌنرساଔراࣞਵ࣫ل॰د৯دلพ়ࢁඟوदدردایرادارم.
৶ماশندهනख़رمূࡗજیلاتتࢇേیਚیণپاسࢂචارم. ازপنابآ༚یدනرعඵ෪رضاجافدا

৷ඟ໊ماଡازنارࠠفࢌ�مথذতه�ا৯دوభ৳مام�ଏଷی ইുیدهو ماସభ୍مঙࢤوارهঈୀوਘหیوਠতభیૼن،ق࢙مࠟࡼو از৮درو
پاীشانرا ز৯دਛییارویاوریਟی�ࣼمدا८تୀایૼنরوده��ا৯د،พ়ࢁඟوदدردایਗی�࣒موଘپاسزॐماتਟی�భࡂشاند॥تو

রوਗଖی�زৣم.
ازॐماশࢌ�یേ઼࣓ماୀଡاభانوऒواଽانସ୍مঙࢤواره௵نૼنরود৯د،दدردایਗی�࣒م.



ج

ازঙࢡඥرସ୍مభاଌندورانঃࣇملਠ൏।ی॰د৯دوباીࣤوریऒودଘૼنदدرتॡضاࠟفਗی�داد৯د،พ়ࢁਗඟی�࣒م.
षख़ࢤودرساඵෆرآبادی،ඌࣹن१وজندیوൌॣیدرণ࣎م�یاریجاীشانభنارمخاฮیا॥تو ঙࢠൾنازدوণتانସ୍مଘوه
گامૼنরود৯دو৳مامইسایభاଌنپایان�ଘଓฬندهඟ໊ਝد৯دଘوه िঙاهوঙ کلاਉی�مభੌولاଌندوسالൕঙࣂه िঙه�یૡঙ

دනر౹ਞตی،دනرخا৳ਖیودوণتانସ୍مേঊࣱلا୍دসناهوख़مدا।حاق�ୈادঙࢤوارهदدردایਗی�࣒م.

اඵෂرا୍دऒواه
ෙ७ور۱۳۹۲



مطالب فهرست

ح جداول لیست

خ تصاویر لیست

٢ پیش�نیازها و مفاهیم ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریسها ١.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ٢.١

١٩ ویژه مقادیر موقعیت�یابͬ ٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرشͽورین قضیه ١.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرشͽورین قضیه از تعمیم�هایͬ ٢.٢

٣٢ اکسترمال ویژه�ی مقادیر برای تخمینͬ ٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن سهقطری ماتریسهای از خاصͬ رده�ی ١.٣
٣۵ . . متقارن سهقطری ماتریسهای از ردهای اکسترمال ویژه�ی مقادیر برای تخمینͬ ٢.٣

۴٨ کاربردها ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزئͬ دیفرانسیل معادلات ١.۴
۵١ . . . . سه�قطری ماتریس�های از رده ͷی تͺین مقدار کوچͺترین برای پایینͬ کران� ٢.۴

۵٧ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه�ی

۵٩ مراجع

چ



جداول لیست

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . m ∈ N بعدهای همه�ی برای مناسب ثابت ١.٣
۴٢ . . . m = m(K) ∈ N بزرگ کافͬ اندازهی به بعدهای همهی برای مناسب ثابت ٢.٣

۵۴ . . . تحقیق این در شده محاسبه کران با λmin(L
s(τ, h)) دقیق مقدار مقایسه�ی ١.۴

کران�های و تحقیق این در شده محاسبه کران با σmin(L(τ, h)) دقیق مقدار مقایسه�ی ٢.۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشین تحقیقات در آمده بدست

ح



تصاویر لیست

٢٢ . . . . . . . . . . . ٣.١.٢ مثال در A ماتریس سطری گرشͽورین دیسͷهای ١.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . ٣.١.٢ مثال در A ماتریس ستونͬ گرشͽورین دیسͷهای ٢.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . ۶.١.٢ مثال در A ماتریس گرشͽورین دیسͷهای ٣.٢
٢۵ . . ۶.١.٢ مثال در ۵.١.٢ نتیجه از استفاده با A ماتریس گرشͽورین دیسͷهای ۴.٢
٢٩ . . . . . . . . . . ٢.٢.٢ مثال در A ماتریس (سطری) گرشͽورین دیسͷهای ۵.٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٢.٢ مثال در A ماتریس ͬͺاستروس دیسͷهای ۶.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵.٢.٢ مثال در A ماتریس کاسینͬ بیضͬ ٧.٢

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٢.٣ لم (١) گزاره بررسͬ ١.٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٢.٣ لم (٢) گزاره بررسͬ ٢.٣

خ



پیش�گفتار
برابرند. هم با آن قطرهای روی درایه�های که هستند خاصͬ ماتریس�های توپلیتز، ماتریس�های
روی درایه�های همه�ی که هستند متقارنͬ سه�قطری ماتریس�های متقارن سه�قطری توپلیتز ماتریس�های
از خاصͬ رده�ی تحقیق این در برابرند. هم با نیز دیͽر قطر دو درایه�های تمام و هم با آن اصلͬ قطر
از ͬͽآشفت صورت به و مͬ�کنند بروز کاربردی مسائل از بسیاری در که متقارن سه�قطری ماتریس�های

مͬ�گردد. معرفͬ مͬ�شوند، دیده توپلیتز ماتریس�های
آن به دانشمندان از خیلͬ که است جالبͬ موضوع ماتریس ͷی ویژه�ی مقادیر شامل ناحیه�ای یافتن
از بعد است. کرده مشخص را ناحیه این خاصͬ دیس�ͷهای ارائه�ی با گرشͽورین٣ پرداخته�اند.
تحقیق این در داده�اند. ارائه را خاصͬ ناحیه�ی او کار تعمیم با برآور۵ و ۴ͬͺاستروس گرشͽورین،
متقارن سه�قطری ماتریس�های از خاصͬ رده�ی ویژه�ی مقادیر بزرگترین و کوچͺترین برای کران�هایͬ
با مطلب این است. بهتر خیلͬ پیشین تحقیقات در آمده بدست کران�های به نسبت که مͬ�شود ارائه
ویژه، مقادیر برای آمده بدست پایین کران از استفاده با ادامه در مͬ�شود. داده نشان عددی مثال ارائه�ی
با مقایسه در که مͬ�شود ارائه خاصͬ نامتقارن ماتریس�های تͺین مقدار کوچͺترین برای پایینͬ کران

است. دقیق�تر پیشین تحقیقات در شده ارائه پایین کران�های
مͬ�باشد. فصل ۴ شامل تحقیق این

درکمطالبفصل�های برای مفاهیم این با آشنایͬ که مͬ�شود ارائه مقدماتͬ مفاهیم تعاریفو ١ فصل در
مͬ�باشد. ضروری بعد

مشخص را ماتریس ͷی ویژه�ی مقادیر شامل ناحیه�ای که مͬ�پردازد نتایجͬ از بعضͬ معرفͬ به ٢ فصل
آن از استفاده با و مͬ�شود بیان گرشͽورین قضیه از استفاده با ویژه مقادیر شامل ناحیه�ی ابتدا مͬ�کنند.
برآور، و ͬͺاستروس قضیه بیان به سپس مͬ�گردد. ارائه خاص ماتریس�های از بعضͬ مورد در نتایجͬ

مͬ�پردازد. مͬ�باشند، گرشͽورین قضیه از تعمیمͬ که
ماتریس�های از ͬͽآشفت صورت به که متقارن، سه�قطری ماتریس�های از خاصͬ رده�ی ٣ فصل در
دقیقͬ کران�های شده، داده ماتریس درایه�های از استفاده با و مͬ�گردد معرفͬ مͬ�شوند، دیده توپلیتز
بهتر پیشین نتایج با مقایسه در که مͬ�شود ارائه ماتریس�ها از رده این اکسترمال ویژه�ی مقادیر برای

مͬ�شود. داده نشان کران�ها این بودن دقیق عددی، مثال ͷی بیان با سرانجام مͬ�باشند.
حل مͬ�کند. بروز کاربردی مسائل از بسیاری در که مͬ�دهد ارائه را جزیͬ دیفرانسیل معادله ۴ فصل
کوچͺترین برای پایینͬ کران فصل این در مͬ�شود. خطͬ دستͽاه ͷی حل به منجر معادله این عددی
بدست پایین کران بین مقایسه�ای ادامه در مͬ�شود. ارائه خطͬ دستͽاه این ضرایب ماتریس تͺین مقدار

مͬ�شود. انجام پیشین تحقیقات در شده ارائه پایین کران�های و تحقیق این در آمده

Gershgorin٣

Ostrowski۴

Brauer۵



١ فصل

پیش�نیازها و مفاهیم

٢



ماتریسها٣ .١.١

.

ماتریسها ١.١

مربعͬ حقیقͬ ماتریسهای همهی مجموعهی ،Rm×n با m×n حقیقͬ ماتریسهای همهی مجموعهی
داده نشان Mm,n(F ) با F میدان تحت m × n ماتریسهای تمام مجموعهی و Rn×n با n مرتبه�ی
Mm,n(C) سادگͬ برای مͬدهند. نشان Mn(F ) با را Mn,n(F ) آن�گاه ،m = n اگر معمولا˟ و مͬشود

مͬ�دهیم. نمایش Mn و Mm,n با ترتیب به را مͬ�باشد مختلط اعداد میدان C آن در که Mn(C) و

صورت: این در .A = [aij] ∈ Mm,n کنید فرض .١.١.١ تعریف

صورت به و داده نشان AT ∈ Mn,m با را A ترانهادهی (١)

AT = [aji],

مͬشود. تعریف

صورت به و داده نشان A ∈ Mm,n با را A مزدوج (٢)

A = [aij],

مͬشود. تعریف

صورت به و داده نشان A∗ ∈ Mn,m با را A مزدوج ترانهاده�ی (٣)

A∗ = A
T
= [aji],

مͬشود. تعریف

صورت: این در .A = [aij] ∈ Mn کنید فرض .٢.١.١ تعریف



پیش�نیازها۴ و مفاهیم .١

یعنͬ ،aij = aji ،j و i هر برای هرگاه مͬشود نامیده هرمیتͬ A (١)

A∗ = A.

نامند. نامنفرد را آن صورت این غیر در .detA = ٠ هرگاه مͬشود، نامیده منفرد A (٢)

A اصلͬ زیرماتریس ͷی مͬآید، بدست A از یͺسان ستونهای و سطرها حذف از که ماتریسͬ (٣)
اصلͬ زیرماتریس مͬشود. نامیده

Ak =

a١١ a١٢ . . . a١k
... ... ... ...

ak١ ak٢ . . . akk

 , k = ١, ٢, . . . , n,

است. A از k مرتبهی پیشرو اصلͬ زیرماتریس

صورت به و داده نشان As با را A هرمیتͬ قسمت (۴)

As =
١
٢(A+ A∗),

مͬ�شود. تعریف

هرگاه مͬشود، نامیده مثلثͬ (بالا) پایین A (۵)

aij = ٠, i ≤ j (aij = ٠, i ≥ j)

هرگاه مͬشود، نامیده مثبت) معین (نیمه مثبت معین A (۶)

باشد. هرمیتͬ A یعنͬ ،A = A∗ (الف)

.(x∗Ax ≥ ٠) x∗Ax > ٠ ،0 ̸= x ∈ Cn هر برای (ب)

که طوری به باشد موجود B مانند ماتریسͬ هرگاه مͬ�شود، نامیده وارون�پذیر A (٧)

AB = BA = I,

نمایش A−١ با و نامیده A وارون را B صورت این در است. n× n همانͬ ماتریس I = In که
مͬ�دهند.

یعنͬ ،A∗A = In هرگاه است یͺانͬ A (٨)

A∗ = A−١.

هرگاه مͬشود، نامیده متقارن A (٩)

aij = aji, i, j = ١, ٢, . . . , n.



ماتریسها۵ .١.١

هرگاه مͬشود، نامیده قطری A (١٠)

aij = ٠, i ̸= j

مͬشود. داده نشان A = diag(a١١, a٢٢, . . . , ann) = diag(aii) با و

هرگاه مͬشود، نامیده سهقطری A (١١)

aij = ٠, |i− j| > ١.

هرگاه مͬشود، نامیده توپلیتز A (١٢)

aij = ai+١,j+١, i, j = ١, ٢, . . . , n− ١,

یعنͬ

A =



a١١ a١٢ a١٣ · · · · · · a١n

a٢١ a١١ a١٢
. . . ...

a٣١ a٢١
. . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . a١٢ a١٣

... . . . a٢١ a١١ a١٢
an١ · · · · · · a٣١ a٢١ a١١


.

نامیده A متقارن قسمت As ،A ∈ Rn×n که حالتͬ در ،٢.١.١ تعریف (۴) قسمت به توجه با
صورت به و مͬ�شود

As =
١
٢(A+ AT ),

مͬ�گردد. تعریف

ماتریسهای .٣.١.١ مثال

A =


٢ −٣ ٠ ١
١ ٢ −٣ ٠
٣ ١ ٢ −٣
۵ ٣ ١ ٢

 , B =


٢ ١
١ ٢ ١

١ ٢ ١
١ ٢

 ,

مͬ�باشد. متقارن سهقطری توپلیتز ماتریس ͷی B و توپلیتز ماتریس ͷی A بͽیرید. نظر در را

ماتریس .۴.١.١ مثال

A =


٧ −٣ ٢ ١
٣ −۵ ١ ٠
١ ٠ ۴ −٢
١ −٢ ١ −۴

 ,
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صورت به ترتیب به A از ٣ مرتبهی و ٢ مرتبهی پیشرو اصلͬ زیرماتریسهای بͽیرید. نظر در را

A٢ =

[
٧ −٣
٣ −۵

]
, A٣ =

٧ −٣ ٢
٣ −۵ ١
١ ٠ ۴

 ,

هستند.

.[١٢] معادلند زیر گزاره�های آن�گاه ،A ∈ Mn اگر .۵.١.١ تبصره

است. نامنفرد A (١)

است. وارون�پذیر A (٢)

.det(A) ̸= ٠ (٣)

A اگر تنها و اگر است، x = 0 بدیهͬ جواب دارای فقط Ax = 0 همͽن خطͬ دستͽاه .۶.١.١ قضیه
باشد. وارون�پذیر

شود. رجوع [٣] به برهان.

نامیده مثبت) معین (نیمه مثبت معین A صورت این در .A ∈ Rn×n کنید فرض .٧.١.١ تعریف
،0 ̸= x ∈ Rn هر برای هرگاه مͬ�شود،

xTAx > ٠ (xTAx ≥ ٠).

به باشد موجود S نامنفرد ماتریس هرگاه نامند متشابه را B و A مربعͬ ماتریسهای .٨.١.١ تعریف
که طوری

B = S−١AS.

ماتریسهای .٩.١.١ مثال

A =

 −٩ ۴ ۴
−٨ ٣ ۴
−١۶ ٨ ٧

 , B =

−١ ٠ ٠
٠ −١ ٠
٠ ٠ ٣

 ,

زیرا هستند، متشابه

B = S−١AS,

آن در که

S =

١ ١ ١
٢ ٠ ١
٠ ٢ ٢

 , S−١ =

 ١ ٠ −١
٢

٢ −١ −١
٢

−٢ ١ ١

 .



ماتریسها٧ .١.١

بدست همانͬ ماتریس ستونهای) (یا سطرهای تعویض از که P ∈ Rn×n ماتریس .١٠.١.١ تعریف
مͬشود. نامیده جایͽشت١ ماتریس آید، مͬ

(ستونهای) سطرهای تعویض باعث A ماتریس در (راست) چپ از P جایͽشت ماتریس ضرب
.P TP = I آن�گاه باشد، جایͽشت ماتریس ͷی P اگر مͬشود. آن

صورت به را P جایͽشت ماتریس و A ماتریس .١١.١.١ مثال

A =

۵ −١ ٢
٣ ٠ ١
٢ ١ ٠

 , P =

٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
١ ٠ ٠

 ,

صورت این در بͽیرید. نظر در

AP =

٢ ۵ −١
١ ٣ ٠
٠ ٢ ١

 , PA =

٣ ٠ ١
٢ ١ ٠
۵ −١ ٢

 .

هرگاه مͬشود، نامیده (سطری) غالب قطر A = [aij] ∈ Mn ماتریس .١٢.١.١ تعریف
n∑

j=١
j ̸=i

|aij| ≤ |aii|, i = ١, ٢, . . . , n.

اکید (سطری) غالب قطر A آن�گاه باشد، برقرار اکید طور به نامساوی ،i = ١, ٢, . . . , n هر برای اگر
مͬشود. نامیده

هرگاه مͬشود، نامیده ستونͬ غالب قطر A = [aij] ∈ Mn ماتریس .١٣.١.١ تعریف
n∑

i=١
i̸=j

|aij| ≤ |ajj|, j = ١, ٢, . . . , n.

اکید ستونͬ قطرغالب A آن�گاه باشد، برقرار اکید طور به نامساوی ،j = ١, ٢, . . . , n هر برای اگر
مͬشود. نامیده

ماتریسهای .١۴.١.١ مثال

A =


−۵ ١ ١ ٢ −١
−١ ٨ −١ ۵ ٠

٢ ٢ ۴ ٠ ٠
١ ۵ ١ ١٠ ٢
١ ٠ ١ ٠ ٣

 , B =


٨ −١ ٠ ٣ ٠
٠ ۴ ٠ ١ −٢
٢ ١ −۵ −١ ٠
١ ٠ ١ −۶ −١
٠ −١ ٠ ٠ ۴

 ,

(سطری) غالب قطر B و ستونͬ غالب قطر و (سطری) غالب قطر A که است واضح بͽیرید. نظر در را
مͬ�باشد. اکید ستونͬ غالب قطر و اکید

Permutation Matrix١
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x ∈ Cn بردار هر به که ∥ ·∥ : Cn −→ R مانند است تابعͬ Cn روی برداری نرم ͷی .١۵.١.١ تعریف
مͬدهد. نسبت زیر خواص با ∥x∥ حقیقͬ عدد ͷی

،∥x∥ > ٠ ،x ∈ Cn ناصفر بردار هر برای (١)

،∥αx∥ = |α|∥x∥ ،x ∈ Cn بردار هر و α ∈ C اسͺالر هر برای (٢)

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ Cnهر برای (٣)

.x = 0 اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠ که مͬشود نتیجه (٢) و (١) خواص از
Cn بر شده تعریف معروف برداری نرمهای از برخͬ .x = (x١, x٢, . . . , xn)

T ∈ Cn کنید فرض
از: عبارتند

∥x∥١ =
n∑

i=١
|xi|, (نرم-١)

∥x∥٢ =

(
n∑

i=١
|xi|٢

) ١
٢

, نرم-٢) یا اقلیدسͬ (نرم

∥x∥∞ = max
i=١,٢,...,n

|xi|. ماکزیمم) نرم یا بͬنهایت (نرم

که است ∥ · ∥ : Mm,n −→ R مانند حقیقͬ تابع ͷی Mm,n روی ماتریسͬ نرم ͷی .١۶.١.١ تعریف
مͬکند. صدق زیر خواص در و است شده تعریف مجموعه این بر

،∥A∥ > ٠ ، A ∈ Mm,n ناصفر ماتریس هر برای (١)

،∥αA∥ = |α|∥A∥ ،A ∈ Mm,n ماتریس هر و α ∈ C اسͺالر هر برای (٢)

.∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥ ،A,B ∈ Mm,n هر برای (٣)

.A = 0 اگر تنها و اگر ∥A∥ = ٠ که مͬشود نتیجه (٢) و (١) خواص از
مربعͬ مختلط ماتریسهای برای ماتریسͬ نرم ͷی بͽیرید. نظر در را x ∈ Cn برای ∥x∥ برداری نرم
فرعͬ نرم یا ∥x∥ برداری نرم از حاصل طبیعͬ نرم را آن که مͬشود متناظر نرم این با A مانند n مرتبهی

صورت به و مͬنامند ∥x∥ برداری نرم از حاصل

∥A∥ = max
x ̸=٠

∥Ax∥
∥x∥

,

معادل طور به یا
∥A∥ = max

∥x∥=١
∥Ax∥,

مͬشود. تعریف
.[١٢] است زیر خواص دارای طبیعͬ ماتریسͬ نرم هر

،A = 0 اگر تنها و اگر ∥A∥ = ٠ و ∥A∥ ≥ ٠ ،A ∈ Mn هر برای (١)



ماتریسها٩ .١.١

،∥αA∥ = |α|∥A∥ ،A ∈ Mn هر و α ∈ C هر برای (٢)

،∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥ ،A,B ∈ Mn هر برای (٣)

است، سازگار است، به�کاررفته آن تعریف در که ∥x∥ برداری نرم با ∥A∥ طبیعͬ ماتریسͬ نرم هر (۴)
یعنͬ

∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥,

،A,B ∈ Mn هر برای یعنͬ است، زیرضربͬ خاصیت دارای طبیعͬ نرم هر (۵)
∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥,

داریم ،∥ · ∥ مانند طبیعͬ ماتریسͬ نرم هر برای (۶)
∥I∥ = ١.

ماتریس هر برای ∥A∥∞ و ∥A∥١ طبیعͬ ماتریسͬ نرمهای محاسبهی برای عملͬ راه ͷی زیر گزارهی
مͬدهد. ارائه A ∈ Mn

برقرارند. زیر احͺام .١٧.١.١ گزاره

با است برابر نرم-١ برداری، نرم از حاصل ماتریسͬ نرم (١)

∥A∥١ = max
j=١,٢,...,n

n∑
i=١

|aij|.

با است برابر بͬنهایت برداری نرم از حاصل ماتریسͬ نرم (٢)

∥A∥∞ = max
i=١,٢,...,n

n∑
j=١

|aij|.

شود. رجوع [١٢] به برهان.

بلوکͬ ماتریس ͷی A ⊗ B کرونͺر ضرب آن�گاه ،B ∈ Mp,q و A ∈ Mm,n اگر .١٨.١.١ تعریف
صورت به mp× nq

A⊗B =

a١١B · · · a١nB
... . . . ...

am١B · · · amnB

 ,

مͬباشد.

ماتریسهای .١٩.١.١ مثال
A =

[
١ ٢
٣ ۴

]
, B =

[
٠ ۵
۶ ٧

]
,
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داریم بͽیرید. نظر در را

A⊗B =

[
١ ٢
٣ ۴

]
⊗
[

٠ ۵
۶ ٧

]
=


٠ ۵ ٠ ١٠
۶ ٧ ١٢ ١۴
٠ ١۵ ٠ ٢٠

١٨ ٢١ ٢۴ ٢٨

 .

مͬ�دهد. ارائه را ماتریس�ها کرونͺر ضرب و معمولͬ ضرب بین ارتباطͬ زیر نتیجه�ی

صورت این در .D ∈ Mq,r و C ∈ Mn,k ،B ∈ Mp,q ،A ∈ Mm,n کنید فرض .٢٠.١.١ لم
(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD.

(A⊗B)(C ⊗D) ماتریس (i, j) بلوک صورت این در .C = [chj] و A = [aih] کنید فرض برهان.
صورت به

n∑
h=١

aihBchjD =

[ n∑
h=١

aihchj

]
BD,

بلوک همان که است برابر BD ماتریس در AC ماتریس ,i)ام j) درایه حاصل�ضرب با که مͬ�باشد
مͬ�باشد. AC ⊗BD ماتریس (i, j)

به کرونͺر ضرب تعریف به توجه با .α ∈ C و B ∈ Mm ،A ∈ Mn کنید فرض .٢١.١.١ تبصره
که نمود بررسͬ مͬ�توان راحتͬ

.α(A⊗B) = (αA)⊗B = A⊗ (αB) (١)

.(A⊗B)∗ = A∗ ⊗B∗ (٢)

است. یͺانͬ A⊗B آن�گاه باشند، یͺانͬ B و A اگر (٣)

که طوری به p, q ∈ (١,∞) کنید فرض هولدر٢) (نامساوی .٢٢.١.١ گزاره
١
p
+

١
q
= ١.

داریم ،Cn در y = (y١, y٢, . . . , yn)
T و x = (x١, x٢, . . . , xn)

T بردار دو هر ازای به صورت این در
n∑

i=١
|xiyi| ⩽ (

n∑
i=١

|xi|p)
١
p (

n∑
i=١

|yi|q)
١
q .

شود. رجوع [١٢] به برهان.
Holder′s Inequality٢



ویژه١١ بردارهای و ویژه مقادیر .٢.١

ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ٢.١

کاربردهای و مͬباشند خطͬ جبر در اصلͬ مباحث از ͬͺی ماتریس ͷی ویژهی بردارهای و ویژه مقادیر
بیان آنها با رابطه در مهم قضیهی و تعریف چند بخش این در دارند. مختلف علمͬ مسائل در زیادی

مͬشود.

غیر بردار هرگاه مͬشود، نامیده A ویژهی مقدار ͷی λ اسͺالر .A ∈ Mn کنید فرض .١.٢.١ تعریف
معادل طور به یا ،Ax = λx که طوری به باشد موجود x مانند صفری

(A− λI)x = 0.

مͬنامند. λ ویژهی مقدار با متناظر A (راست) ویژهی بردار را برداری چنین

که طوری به است y صفر غیر بردار ،λ ویژهی مقدار با متناظر چپ ویژهی بردار
yTA = λyT .

اگر تنها و اگر است بدیهͬ غیر جواب دارای (A− µI)x = 0 خطͬ دستͽاه

det(A− µI) = ٠.

که است واضح
φ(µ) = det(A− µI),

مͬشود. نامیده A ماتریس مشخصهی چندجملهای که مͬباشد µ حسب بر n درجهی چندجملهای ͷی
چندجملهای متمایز ریشههای λk ،. . . ،λ٢ ،λ١ اگر هستند. A ویژهی مقادیر جملهای چند این ریشههای

صورت به را φ(µ) مͬتوان آنگاه باشند، A مشخصهی

φ(µ) = (−١)n(µ− λ١)
σ١(µ− λ٢)

σ٢ · · · (µ− λk)
σk ,

ویژهی مقدار جبری٣ تͺرار مرتبهی مͬشود، داده نشان σ(λi) = σi با که σi صحیح عدد داد. نمایش
مرتبهی هرگاه مͬشود، نامیده ساده ویژهی مقدار ͷی A ماتریس از λ ویژهی مقدار مͬشود. نامیده λi

باشد[١٢]. ١ با برابر آن جبری تͺرار

صورت: این در باشند. A ویژهی مقادیر ،i = ١, ٢ . . . , n ،λi و A ∈ Mn کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

صورت به و داده نمایش ρ(A) با را A طیفͬ شعاع (١)

ρ(A) = max
i=١,٢,...,n

|λi|,

مͬشود. تعریف
Algebraic Multiplicity٣


