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චاری ণپاس໋�
خود وظیفه مͬ�شوم، ͷنزدی خود کار نهایͬ مراحل به پاک یزدان عنایات با که اکنون

کنم. تقدیم گرانقدرم اساتید پیشͽاه به را خود سپاس ارزنده�ترین مͬ�دانم

علͬ دکتر آقای جناب گرانقدرم، استاد به را خود بͬ�پایان سپاس مͬ�دانم لازم خود بر
این�جانب �هایشان تشویق و صبورانه و راهنمایͬ�هایخردمندانه زحماتبͬ�شائبه، با که پارسیان
تقدیم فرمودند، یاری پایان�نامه این تدوین و نͽارش پژوهشͬ، آموزشͬ، امور انجام در را
ارجمند اساتید از هم�چنین دارم. ابراز ایشان به نسبت را خود خالصانه امتنان مراتب و دارم
عهده بر را نامه پایان این داوری زحمت که اکبری محمد دکتر و نظری اسماعیل دکتر آقایان

مͬ�کنم. تشͺر صمیمانه داشتند

٩٢ شهریور معافͬ، فاطمه

آ�



چͺیده
هندسه از غیر هندسه�ای هر و نااقلیدسͬ فضای را اقلیدسͬ فضای جز به فضایͬ هر اساساً
ما شناخته�ایم زیاد کنون تا ها هندسه گونه این از که نامند. مͬ نااقلیدسͬ هندسه را اقلیدسͬ
ͬͺلباچفس و بویوئͬ، گاوس، توسط به که خاصͬ هندسه آن به را خود توجه مقاله این در
متفاوتͬ مدل�های مͬ�سازیم. محدود شود، مͬ نامیده هذلولوی هندسه امروز و شده کشف
و بالایͬ نیم�صفحه مدل پوانͺاره، قرص مدل کیلͬ�کلاین، مدل جمله از هذلولوی هندسه در
بالایͬ نیم�صفحه مدل ما نظر مورد الͽوی است. مطرح هذلولوی صفحه هذلولͬ�گون مدل
هندسه به که است کلاین ارلانͽن برنامه اساس بر آن رویͺرد و مͬ�باشد مختصات صفحه
هندسه مدل ͷی ابتدا مقاله این در مͬ�کند. نͽاه فضا ͷی روی گروه ͷی عمل صورت به
تعریف را H در هذلولوی خط و کرده معرفͬ را H بالایͬ صفحه نیم مدل یعنͬ هذلولوی،
خطوط به را هذلولوی خطوط که مͬ�کنیم معرفͬ را H تبدیلات از گروه ͷی سپس مͬ�کنیم
ای وسیله که مͬ�آوریم به�دست H روی ناوردا قوس طول عنصر ͷی آنͽاه مͬ�برد هذلولوی
H روی طبیعͬ متر ͷی انتها در و مͬ�باشد H در مسیر ͷی هذلولوی طول محاسبه برای
و مͬ�کنیم تعریف مͬ�کند، وصل هم به را نقطه دو که مسیر ͷی طول کوتاه�ترین حسب بر

مͬ�کنیم. محاسبه را هذلولوی نقطه دو بین فاصله

موبیوس، تبدیلات گروه ریمان، کره هذلولوی، دایره هذلولوی، خطوط کلیدی: کلمات
هذلولوی. فاصله و طول هذلولوی، قوس طول عنصر هذلولوی، طولپای هذلولوی، متر

ب
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پیش�گفتار
این�که دلیل ͷی است. ریاضیات از بخشͬ هذلولوی، هندسه به�خصوص نااقلیدسͬ هندسه
مختلط، آنالیز شامل مختلفͬ حوزه�های که است آن دارد تداوم هذلولوی هندسه جذابیت
و پایین بعد با توپولوژی و دیفرانسیل هندسه اعداد، نظریه گروه�ها، نظریه�ی مجرد، جبر

مͬ�باشند. هذلولوی هندسه با ارتباط در دیͽر فراوان حوزه�های

موازی هذلولوی سپسخطوط مͬ�کنیم. معرفͬ هذلولوی صفحه برای مدلͬ ͷی فصل در
متفاوت، ظاهر به هذلولوی خط نوع دو کردن یͺسان برای آنͽاه مͬ�کنیم بیان آنها مورد در را
و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را آن پایه�ای خواص از برخͬ و پرداخته C̄ ریمان کره مفهوم به

مͬ�بریم. پایان به را فصل C̄ در H نشاندن با سپس

خطوط که مͬ�کنیم معرفͬ +Möbرا به موسوم Hتبدیلات از گروهͬ ابتدا دوم فصل در
را گروه این خواص اساسͬ�ترین از ͬͺی سپس مͬ�برد. هذلولوی خطوط به را هذلولوی
سپس مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد مͬ�کند عمل یͺتا سه�گانه متعدی طور به C̄ روی که
متمایز چهارتایͬ�های روی تابعͬ عنوان به مͬ�دهیم نشان و کرده معرفͬ را ناهمساز نسبت
نمایش ͷی و کرده دسته�بندی را موبیوس تبدیلات سپس مͬ�باشد. ناوردا Möb+ تحت C̄
که Möb عام موبیوس تبدیلات گروه معرفͬ به آنͽاه مͬ�کنیم. معرفͬ آنها برای ماتریسͬ
خاصیت و مͬ�پردازیم مͬ�باشد انعͺاس�ها و Möb+ موبیوس تبدیلات ترکیب�های شامل
را H که تبدیلاتͬ معرفͬ با را فصل سرانجام مͬ�کنیم. بیان را Möb اعضای همدیسͬ مهم

مͬ�بریم. پایان به مͬ�کنند حفظ

ͷی مͬ�کند، حفظ را H که Möb از Möb(H) گروه زیر تعیین از بعد سوم فصل در
مسیر ͷی هذلولوی طول محاسبه برای وسیله�ای یعنͬ ،H روی ناوردا قوس طول عنصر
عمل تحت مسیر ͷی هذلولوی طول �طوری�که به مͬ�آوریم دست به f : [a, b] −→ H
f : [a, b] −→ H مسیر هذلولوی طول که است معنͬ آن به این است. ناوردا Möb(H)

در γ عضو هر ازای به γ ◦ f : [a, b] −→ H آن شده داده انتقال مسیر هذلولوی طول با برابر
مسیر ͷی طول کوتاه�ترین برحسب H روی طبیعͬ متر ͷی مͬ�توانیم حال باشد. Möb(H)

مͬ�کنیم محاسبه را هذلولوی فاصله سپس �کنیم. تعریف مͬ�کند، وصل هم به را نقطه دو که

ث



در .Isom(H) = Möb(H) مͬ�کنیم ثابت و کرده تعریف را هذلولوی طولپای انتها در و
است. شده استفاده [٣] و [٢] و [١] منابع از بیشتر نامه پایان این

ج



١ فصل

هذلولوی هندسه معرفͬ

را H بالایͬ صفحه� نیم مدل سپس و کرده معرفͬ را هذلولوی هندسه ابتدا فصل این در
آنها توازی و هذلولوی خطوط تعریف به سپس مͬ�کنیم. تعریف هذلولوی صفحه برای
کره بررسͬ به باشیم کرده ͷکم H تبدیلات گروه ساخت به این�که برای آنͽاه مͬ�پردازیم.

مͬ�بریم. پایان به C̄در H نشاندن با را فصل و پرداخته ریمان

هذلولوی هندسه بنداشت�های ١.١
هندسه آن به را خود توجه گوییم، نااقلیدسͬ هندسه را اقلیدسͬ هندسه از غیر هندسه�ای هر
نامیده هذلولوی هندسه امروزه و لباچفسͺͬکشفشده و بویوئͬ گاوس، توسط به که خاصͬ
بنداشت�های همه قبول با ما که است هندسه�ای هذلولوی، هندسه مͬ�سازیم. محدود مͬ�شود
بنداشت که را آن نقیض هیلبرت توازی اصل جای به ولͬ مͬ�آوریم دست به نتاری هندسه

مͬ�گذاریم. دارد نام هذلولوی
از استفاده با را آنها مͬ�توان که قضایایͬ همه بر مشتمل است هندسه�ای نتاری هندسه
توازی بنداشت از استفاده بدون ،ͬͽپیوست و انطباق قابلیت میانبود، وقوع، بنداشت�های

کرد. ثابت
وقوع: بنداشت�های

فقط نیست مساوی p با که q نقطه باشد چه هر و p نقطه باشد چه هر وقوع: اول بنداشت
مͬ��گذرد. q و p بر که دارد وجود L مانند خط ͷی

١



دارد. وجود L بر واقع متمایز نقطه دو حداقل L خط باشد چه هر وقوع: دوم بنداشت
واقع آنها سه هر بر خطͬ هیچ چنان�که دارند وجود متمایز نقطه سه وقوع: سوم بنداشت

نمͬ�شود.
میانبود: بنداشت�های

خط ͷی بر که متمایزند نقطه سه C و B و A آنͽاه A ∗ B ∗ C اگر میانبود: اول بنداشت
.C ∗B ∗ A و دارند قرار

خط بر E و C و A مانند نقاطͬ شده�اند داده D و B متمایز نقطه دو میانبود: دوم بنداشت
.B ∗D ∗ E و B ∗ C ∗D و A ∗B ∗D چنان�که دارند قرار BD

نقطه به BD خط و دارند وجود D و B بین نقاطͬ که مͬ�سازد مطمئن را ما بنداشت این
نمͬ�شود. تمام D نقطه یا B

تنها و ͬͺی آنͽاه باشند خط ͷی بر متمایز نقطه سه C و B و A اگر میانبود: سوم بنداشت
است. واقع دیͽر تای دو بین آنها از ͬͺی

بودند دایره بر ما نقاط اگر نیست شͺل دایره�ای خط که مͬ�سازد مطمئن را ما بنداشت این
است. دیͽر تای دو بین آنها از ͷی هر که بͽوییم بودیم مجبور وقت آن

واقع نا C و B و A نقطه سه هر و L خط هر ازای به ( سازی جدا ) میانبود: چهارم بنداشت
و A آنͽاه باشند L طرف ͷی در هم C و B و L طرف ͷی در B و A گاه هر الف) L؛ بر

بود. خواهند Lطرف ͷی در هم C

ͷی در C و A آنͽاه باشند L طرف دو در هم C و B ، L طرف دو در B و A گاه هر ب)
بود. خواهند Lطرف

انطباق: قابلیت بنداشت�های
دلخواه نقطه ͷی A′ و باشند متمایز نقطه دو B و A گاه هر انطباق: قابلیت اول بنداشت
وجود r بر B′ مانند نقطه ͷی فقط شود رسم A′ از که r مانند نیم�خطͬ هر ازای به آنͽاه

.AB ∼= A′B′ و B′ ̸= A′ چنان�که دارد
.CD ∼= EF آنͽاه AB ∼= EF و AB ∼= CD گاه هر انطباق: قابلیت دوم بنداشت

است. انطباق قابل خودش با پاره�خطͬ هر همچنین
و AB ∼= A′B′ و A′ ∗ B′ ∗ C ′ و A ∗ B ∗ C گاه هر انطباق: قابلیت سوم بنداشت

.AC ∼= A′C ′ آنͽاه ،BC ∼= B′C ′

−→
AC با متقابل −→AB زاویه، تعریف بر بنا (که ÂBC گاه هر انطباق: قابلیت چهارم بنداشت
آنͽاه باشند شده داده است شده خارج A′ از که −−→

A′B′ نامشخص نیم�خط هم�چنین و نیست)

٢



B̂′A′C ′ ∼= B̂AC چنان�که دارد ′A′Bوجود خط یͷطرفمعین A′C→−−در ′ نیمخط ͷی فقط
.B̂ ∼= Ĉ آنͽاه Â ∼= Ĉ و Â ∼= B̂ گاه هر انطباق: قابلیت پنجم بنداشت

ضلع دو با ترتیب به مثلثͬ از آنها بین زاویه و ضلع دو گاه هر انطباق: قابلیت ششم بنداشت
انطباقند. قابل مثلث دو آن باشند انطباق قابل دیͽر مثلثͬ از آنها بین زاویه و

چنان�که دارد وجود n مانند عددی باشند پاره�خط دو CD و AB اگر ارشمیدس: بنداشت
Eمͬ�رسیم یͷنقطه به آنͽاه Aبͽذاریم از ابتدا ،−→AB نیم�خط بر بار n CDرا پاره�خط گاه هر

است. E و A بین B و n · CD ∼= AE که
زیر دو اجتماع از ،L خط ͷی بر واقع نقاط همه مجموعه مͬ�کنیم فرض ددکیند: بنداشت
و نباشد

∑
٢ نقطه دو بین

∑
١ نقطه هیچ که باشند شده تشͺیل چنان

∑
٢ و
∑

١ مجموعه
اگر p١ ∗ o ∗ p٢ چنان�که دارد وجود L بر o مانند فردی به منحصر نقطه ͷی آنͽاه به�عͺس.

.p١, p٢ ̸= o و p٢ ∈
∑

٢ و p١ ∈
∑

١ اگر تنها و
مͬ�باشد. خط جداسازی خاصیت عͺس نوعͬ ددکیند بنداشت

وجود L بر واقع غیر p نقطه ͷی و L خط ͷی هذلولوی هندسه در هذلولوی: بنداشت
مͬ�گذرند. p نقطه از L با موازی خط دو کم دست چنان�که دارند

بالایͬ صفحه نیم مدل ٢.١

قبیل از هندسͬ اشیاء تعبیر و ͬͽونͽچ انتخاب و زمینه فضای ͷی انتخاب مدل، از منظور
مدل این در هذلولوی هندسه اصول تمام به�طوری�که باشد، مͬ زمینه فضای این در خط و نقطه
هذلولوی صفحه�ی مدل دارد. وجود هذلولوی صفحه برای مدل زیادی تعداد کند. صدق

[٢۵] است. بالایͬ صفحه�ی نیم مدل میͺنیم، کار آن با مقاله این در که
زیر صورت به که است C مختلط صفحه در H بالایͬ صفحه�ی نیم مدل این زمینه فضای

میشود: تعریف

H = {z ∈ C | Im(z) > ٠}

استفاده میبرد، ارث به C از H که زاویه معمولͬ مفهوم از هم�چنین و نقطه عادی مفهوم از
در منحنͬ به�عنوان که وقتͬ منحنͬ�ها بین زاویه را H در منحنͬ دو بین زاویه یعنͬ مͬ�کنیم

است. آنها بر مماس خطوط بین زاویه خود به�نوبه این و مͬ�کنیم تعریف شوند، تلقͬ C
C در اقلیدسͬ دوایر و اقلیدسͬ خطوط حسب بر را H در هذلولوی خطوط که جا آن از

٣



حسب بر ax + by + c = ٠ اقلیدسͬ خط معادله بدانیم است لازم کرد خواهیم تعریف
معادله جواب�های مجموعه صورت به C در z = x+ iy مختلط مختصات

βz + β̄z̄ + γ = ٠

به�صورت (x− h)٢ + (y − k)٢ = r٢ اقلیدسͬ دایره معادله و β ∈ C و γ ∈ R آن در که
معادله جواب�های مجموعه

αzz̄ + βz + β̄z̄ + γ = ٠

.β ∈ Cو α ̸= ٠ و α, γ ∈ R آن در که مͬ�باشد
فرض و باشد C در یͺه دایره S١ = {z ∈ C | |z| = ١} کنیم فرض اگر هم�چنین
s > ٠ اقلیدسͬ شعاع و r > ١ شرط با reiθ اقلیدسͬ مرکز با اقلیدسͬ دایره ͷی Aنیز کنیم
هم بر S١ و A زیرا .s =

√
r٢ − ١ اگر فقط و اگر است عمود � Aبر �� S١ آن�گاه باشد

فرض باشند.حال عمود هم بر تقاطع نقطه در آن�ها بر مماس خطوط اگر فقط و اگر عمودند
نظر در را x و reiθ و مبدأ رئوس با T اقلیدسͬ مثلث و باشد A ∩ S١ نقطه ͷی x مͬ�کنیم
A لذا و هستند S١ و A شعاع مͬ�کنند، وصل دیͽر رأس دو به را x که T اضلاع مͬ�گیریم.
فقط و فقط این و باشد π

٢ برابر x در T داخلͬ زاویه اگر فقط و اگر عمودند هم بر S١ و
.s٢ + ١٢ = r٢ یعنͬ باشد برقرار فیثاغورس قضیه که مͬ�افتد اتفاق وقتͬ

کنیم. تعریف را H در هذلولوی خط داریم آمادگͬ حال

اشیاء حسب بر دو هر که دارد وجود متفاوت ظاهر به هذلولوی خط نوع دو تعریف١.٢.١.
محور بر که است C در اقلیدسͬ یͷخط اشتراکHبا ͬͺی تعریفمͬ�شوند. Cدر اقلیدسͬ
خط روی مرکزی با اقلیدسͬ دایره ͷی با H اشتراک دیͽری است. عمود C در R حقیقͬ

است. R حقیقͬ
است. شده داده نشان H در هذلولوی خطوط از (١.١)مثال�هایͬ شͺل در

نیم�صفحه مدل در هذلولوی بنداشت�هایهندسه تمام ابتدایبخشگفتیم در که همان�طور
مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد مدل این در را وقوع بنداشتاول نمونه برای مͬ�کنند. بالایͬصدق

H در l یͺتای هذلولوی خط ͷی H در q و p متمایز نقطه دو هر ازای به .٢.٢.١ قضیه
میͽذرد. q و p از که دارد وجود

۴



Hدر هذلولوی خطوط :١.١ شͺل

Re(p) = Re(q) مͬ�کنیم فرض ابتدا دارد. وجود بررسͬ برای حالت دو اثبات.
محور بر ،L = {z ∈ C| Re(z) = Re(p)} معادله با L اقلیدسͬ خط صورت این در
خط l = L ∩ H هذلولوی خط لذا میͽذرد. q و p نقطه دو از و است عمود حقیقͬ

میͽذرد. q و p از که است مطلوب هذلولوی
.Re(p) ̸= Re(q) مͬ�کنیم فرض حال

اقلیدسͬ دایره ͷی باید نیست، عمود R بر دیͽر q و p از گذرنده اقلیدسͬ خط که آن�جا از
اقلیدسͬ پاره�خط Lpq فرضمͬ�کنیم بͽذرد. q و pنقاط از و رویRباشد آن مرکز که بسازیم
این�صورت در باشد. Lpq عمود�منصف K مͬ�کنیم فرض و مͬ�کند وصل q به را p که باشد
قسمت�های q و p چون دارد. قرار K روی آن مرکز مͬ�گذرد، q و p از که اقلیدسͬ دایره هر
یͺتای نقطه ͷی در R و K لذا و نیست R موازی K اقلیدسͬ خط دارند، نا�مساوی حقیقͬ

مͬ�کنند. قطع را یͺدیͽر c
p از A لذا باشد. |c − p| شعاع با و c تقاطع نقطه مرکز به اقلیدسͬ دایره A کنیم فرض
نیز q نقطه از A لذا و |c − p| = |c − q| بنابراین دارد، قرار K روی c چون مͬ�گذرد.

مͬ�گذرد. q و p از که است مطلوب هذلولوی خط l = A ∩Hدر�این�صورت مͬ�گذرد.
مورد اقلیدسͬ دوایر و اقلیدسͬ خطوط یͺتایͬ از q و p بر مار هذلولوی خط یͺتایͬ

است. تمام ٢.٢.١ قضیه اثبات ترتیب این� به� مͬ�شود. نتیجه آن، ساختن در استفاده

مار H در هذلولوی خط l اگر ٢.٢.١ قضیه در رفته کار به استدلال به توجه با بنابراین
کنیم. بیان صریح به�طور q و pحسب بر را l مͬ�توانیم باشد، q و p بر

آن در که l = L ∩ H که دیدیم باشند، مساوی حقیقͬ قسمت�های دارای q و p که وقتͬ
قسمت�های دارای q و p اگر اما است. L = {z ∈ C| Re(z) = Re(p)} اقلیدسͬ خط L

۵



R روی مرکزی با است اقلیدسͬ دایره A آن در که l = A ∩H خط باشند نامساوی حقیقͬ
محاسبه q و p حسب بر را A دایره r اقلیدسͬ شعاع و c اقلیدسͬ مرکز که q و p بر مار و

مͬ�کنیم.

وسط نقطه ١٢(p + q) باشد. q به p کننده متصل اقلیدسͬ خط پاره Lpq کنیم فرض

نقطه از Lpq منصف عمود K.است m =
Im(q)− Im(p)

Re(q)−Re(p)
برابر Lpq شیب و است Lpq

معادله دارای K لذا و است − ١
m

=
Re(p)−Re(q)

Im(q)− Im(p)
شیب دارای و گذشته ١

٢(p + q)

است: زیر

y − ١
٢(Im(p)− Im(q)) = [

Re(p)−Re(q)

Im(q)− Im(p)
](x− ١

٢(Re(p) +Re(q))

است: زیر به�صورت که است ها xمحور با K برخورد محل A اقلیدسͬ مرکز c

c = [−١٢(Im(p) + Im(q))][
Im(q)− Im(p)

Re(p)−Re(q)
] +

١
٢(Re(p) +Re(q)) =

١
٢ [

(Im(p))٢ − (Im(q))٢ + (Re(p))٢ − (Re(q))٢

Re(p)−Re(q)
] =

١
٢ [

|p|٢ − |q|٢

Re(p)−Re(q)
]

است: زیر به�صورت اقلیدسͬ شعاع

r = |c− p| = |١٢ [
|p|٢ − |q|٢

Re(p)−Re(q)
]− p|

باشند. هم از مجزا چنان�چه هستند، ١ موازی هذلولوی خط دو .٣.٢.١ تعریف

و بوده اقلیدسͬ خط ͷی L اگر واقع در دارند. وجود موازی خطوط اقلیدسͬ هندسه در
دارد وجود K خط ͷی فقط و ͷی آنͽاه باشد، نداشته قرار L روی که باشد C نقطه ͷی a

است. موازی L با و مͬ�گذرد a از که
١Parallel
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L اگر یعنͬ مͬ�باشند؛ نیز ٢ متساوی�الفاصله موازی، خطوط اقلیدسͬ هندسه در واقع، در
فاصله این�صورت در باشند L روی نقاطͬ b و a اگر و باشند موازی اقلیدسͬ خطوط K و

. K تا b اقلیدسͬ فاصله با است برابر K تا a اقلیدسͬ
مͬ�کند. عمل متفاوت کامل به�طور توازی هذلولوی، هندسه در

روی که باشد H از نقطه ͷی p و باشد H در هذلولوی یͷخط l فرضکنیم .۴.٢.١ قضیه
p نقطه از که دارند وجود متمایز هذلولوی خط نامتناهͬ تعداد این�صورت در ندارد. قرار l

مͬ�باشند. موازی l با و مͬ�گذرند

اقلیدسͬ یͷخط در مشمول l فرضمͬ�کنیم ابتدا دارد. وجود بررسͬ برای حالت دو اثبات.
که دارد Kوجود اقلیدسͬ خط ͷی بنابر�این ندارد، قرار L روی p که آن�جا از باشد. L مانند
R بر نیز K که مͬ�شود نتیجه است، عمود R بر L چون است. موازی L با و مͬ�گذرد p از
است عبارت باشد موازی l با و بͽذرد p از که Hدر هذلولوی یͷخط بنابراین است. عمود

.K ∩H از
روی x نقطه ͷی باشد، موازی l با و بͽذرد p از که دیͽر هذلولوی خط ͷی ساختن برای
آن مرکز که باشد اقلیدسͬ دایره A مͬ�کنیم فرض و مͬ�گیریم نظر در را K و L بین R
که زیرا دارد وجود دایره�ای چنین که مͬ�دانیم مͬ�گذرد. p و x نقاط از و است R روی

.Re(x) ̸= Re(p)

l از A ∩ H هذلولوی خط نتیجه در و مͬ�باشند مجزا L و A ساختن، نحوه به توجه با
است. موازی l با و مͬ�گذرد p نقطه از که است دومͬ هذلولوی A∩Hخط یعنͬ است. مجزا
تعداد ساختن، نحوه این دارد، وجود L و K بین R روی نقطه نامتناهͬ تعداد که آن�جا از
مͬ�باشند. موازی l با و مͬ�گذرند p از که مͬ�دهد دست به� متمایز هذلولوی خط نا�متناهͬ

است. شده داده نشان (٢.١) شͺل در پدیده این از تصویری
اقلیدسͬ Dدایره فرضکنیم Aباشد. اقلیدسͬ یͷدایره در مشمول l فرضمͬ�کنیم حال
و هستند مجزا هم�مرکز دوایر که آن�جا از بͽذرد p نقطه از و باشد A با ٣ هم�مرکز که باشد
از است عبارت l با موازی و p از گذرنده هذلولوی خط ͷی مͬ�باشند، یͺسانͬ مرکز دارای

.D ∩H
را x دلخواه نقطه ͷی باشد، موازی l با و بͽذرد p از که دومͬ هذلولوی خط ساختن برای

٢Equidistant
٣Concentric

٧



موازی هذلولوی خطوط از تعدادی :٢.١ شͺل

باشد R روی مرکزی با اقلیدسͬ دایره E کنیم فرض مͬ�کنیم. انتخاب D و A بین R روی
نتیجه در و مͬ�باشند مجزا A و E ساختن، نحوه به توجه با باز مͬ�گذرد. p و x نقاط از که

است. موازی l با و مͬ�گذرد p از که است هذلولوی خط ͷی E ∩H
نامتناهͬ تعداد بنابراین موجودند، D و A بین R روی نقطه نامتناهͬ تعداد چون بالا، مانند
در پدیده این از تصویری هستند. موازی l با و مͬ�گذرند p از که موجودند هذلولوی خط

است. شده داده نشان (٣.١) شͺل

موازی هذلولوی خطوط از تعدادی :٣.١ شͺل

مͬ�شود. کامل ۴.٢.١ قضیه اثبات ترتیب این به

هذلولوی خط با و گذشته i از که دهیم Hارائه در هذلولوی خط دو مͬ�خواهیم .۵.٢.١ مثال
l موازی و گذشته i از که هذلولوی یͷخط �باشند. موازی l = {z ∈ C| Re(z) = ٣}∩H

٨



هذلولوی خط کردن پیدا برای است. I = H∩ {Re(z) = مثبت{٠ موهومͬ محور باشد،
R روی مرکز با A اقلیدسͬ دایره و x = ٢ مثل ٣ و ٠ بین R روی x مانند نقطه�ای دوم
صورت به A اقلیدسͬ مرکز ٢.٢.١ قضیه به توجه با بͽذرد. i و ٢ از که مͬ�گیریم نظر در

روی نقطه هر حقیقͬ قسمت که آن�جا از است. r =
۵
۴ برابر A اقلیدسͬ شعاع و c = ٣

۴
l موازی و گذشته i از که است هذلولوی خطͬ H ∩ A هذلولوی خط است، ٢ حداکثر A

است.

خط با و گذشته i از که دهیم ارائه H در هذلولوی خط دو مͬ�خواهیم این�بار .۶.٢.١ مثال
شعاع و ٢ اقلیدسͬ مرکز با اقلیدسͬ دایره A طوری�که به باشند موازی l = A∩H هذلولوی
و ٢ اقلیدسͬ مرکز دارای A با هم�مرکز و i بر مار D اقلیدسͬ دایره مͬ�باشد. ١ اقلیدسͬ
به A موازی و i بر مار هذلولوی خط ͷی لذا و است

√
۵ = |i − (−٢)| اقلیدسͬ شعاع

D و A بین R روی x نقطه ͷی از دوم هذلولوی خط ساختن برای است. H ∩ A صورت
−۴ بر مار و R روی مرکز با اقلیدسͬ دایره E کنیم فرض .x = −۴ مثل مͬ�کنیم، شروع

اقلیدسͬ شعاع و بوده c = −١۵٨ صورت به E اقلیدسͬ مرکز ٢.٢.١ قضیه بنابر باشد. i و

است. r = ١٧
٨ آن

هستند جدا هم از {z ∈ C| |z+ ١۵
٨ | = ١٧

٨ } و {z ∈ C| |z+٢| = ١} دوایر چون و
مͬ�باشد. l موازی که است i بر مار هذلولوی خط ͷی H ∩ E هذلولوی خط لذا

ریمانͬ کره ٣.١
یͺسان به ابتدا مͬ�برند، هذلولوی خطوط به را هذلولوی خطوط Hکه از تبدیلاتͬ تعیین برای
و اقلیدسͬ خط ͷی در مشمول خطوط یعنͬ متفاوت، ظاهر به هذلولوی خط نوع دو کردن
از است عبارت ما کلیدی و اساسͬ ایده مͬ�پردازیم. اقلیدسͬ، دایره ͷی در مشمول خطوط
خط ͷی به تنها نقطه ͷی کردن اضافه با مͬ�توان را اقلیدسͬ دایره هر که نͺته این مشاهده

آورد. دست به اقلیدسͬ
را ξ : S١ − {i} −→ R تابع و باشد C در یͺه دایره S١ مͬ�کنیم فرض تصریح، برای
فرض ،S١ − {i} در z نقطه هر ازای به مͬ�شود: تعریف ترتیب به�این که مͬ�گیریم نظر در
تابع این .ξ(z) = R ∩ Kz مͬ�دهیم قرار و باشد i و z از گذرنده اقلیدسͬ خط Kz کنیم

٩



که شرط این به مͬ�کنند، قطع یͺتا نقطه ͷی در را هم�دیͽر R Kzو زیرا است، خوش�تعریف
حسب بر مͬ�نامیم. ۴ کنج�نͽاری تصویر را عمل این ببینید. (۴.١)را شͺل .Im(z) ̸= ١

کنج�نͽاری تصویر :۴.١ شͺل

در و است ها x محور با متناظر C در R حقیقͬ محور صفحه، معمولͬ دکارتͬ مختصات
زیر شیب دارای Kz که مͬ�بینیم محاسبه، انجام با است. Kz خط مبدأ از طول ξ(z) نتیجه

است:

m =
Im(z)− ١

Re(z)

از: است عبارت Kz معادله بنابراین است. ١ برابر آن مبدأ از وعرض

y − ١ =
Im(z)− ١

Re(z)
x

از: است عبارت Kz مبدأ از طول ویژه، به

ξ(z) =
Re(z)

١− Im(z)
.

هر ازای به آوریم دست به را ξ−١ : R −→ S١ − {i} صریح ضابطه بخواهیم اگر هم�چنین
مار Lc اقلیدسͬ خط آن�گاه ،c = ٠ اگر مͬ�گیریم: نظر در را حالت دو R به متعلق c نقطه

.ξ−(٠)١ = −i لذا و �کند مͬ قطع ±i در را S١ ، مبدأ و iبر
است: زیر صورت به i و c بر مار Lc خط معادله ،R در c ̸= مفروض٠ نقطه ͷی ازای به

۴Stereographic projection

١٠


