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چکیده
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پردازیم. می ایزوتروپیک S-انحناي و اسکالر پرچمی
-انحنا. S پرچمی، انحناي تصویري، تخت متر راندرز، متر فینسلري، متر کلیدي: واژه�هاي
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1 فصل
مقدمه

پژوهش پیشینه 1.1
بیان ریمان) (مترهاي داخلی هاي ضرب از اي خانواده با فضاهاي براي را انحنا مفهوم 1 ریمان ب. ،1854 در

داخلی هاي ضرب خانواده جاي به مینکوفسکی هاي نرم خانواده جایگزینی با 2 فینسلر پ. 1918 در کرد؛

نمود. معرفی ریمانی هندسه از استفاده با را عمومی نسبیت 3 اینشتین آ. درضمن، داد. تعمیم را مفهوم این

مفهوم 4 بروالد ل. ،1926 در اینکه تا بود. اولیه مرحله در فینسلري فضاهاي هندسه هنوز زمان آن البته،

خودش التصاق از استفاده با را جدیدي ناریمانی کمیت و داد تعمیم فینسلري فضاهاي به را انحنا ریمانی

و بیست و چهارم مسائل که کرد بیان را مساله 23 پاریس، 1900 سخنرانی در 5 هیلبرت د. کرد. کشف

دارد. طبیعی علوم در فراوانی کاربرد فینسلري هندسه گیرند. می قرار فینسلري رده در سوم

شود: می تعریف زیر شکل به که است فینسلري متر یک ، M منیفلد روي راندرز متر

F = α+ β,

توسط ابتدا راندرز مترهاي باشد. Mمی روي 1-فرمی یک βy = bi(x)y
i و ریمانی متر یک α =

√
aijyiyj که

الکترونی هاي میکروسکوپ نظریه در مترها این آن، از پس شدند. بیان 1941 در 6 راندرز ج. فیزیکدان
1B. Riemann
2P. Finsler
3A. Einstein
4L. Berwald
5D. Hilbert
6G. Randers
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مقدمه .1 فصل

راندرز متر را مترها نوع این که بود کسی اولین که شدند، گرفته کار به 1957 در 7 اینگاردن س. ر. توسط

نامید.

نیروي میدان یک تاثیر تحت (M,h) ریمانی فضاي یک ناوبري مساله از طبیعی طور به مترها این همچنین،

. [21] آمدند وجود به W خارجی

رابطه وسیله به F = α+ β راندرز متر یک هاي ژئودزیک زمانی مسیرهاي کوتاهترین که شده داده نشان

h(x,
y

F
−Wx) = ١

آیند. می دست به

منیفلد روي منفی ثابت پرچمی انحناي با فینسلري متر هر که گوید می 8 اکبرزاده مشهور سختی قضیه

قضیه یابد، تغییر اسکالري” پرچمی ”انحناي به ثابت” پرچمی ”انحناي اگر است. ریمانی متر یک بسته،

یعنی، داریم، را زیر سختی

باشد. راندرز متر یک باید n ≥ ٣ بعد از بسته منیفلد روي منفی اسکالري پرچمی انحناي با فینسلري متر هر

شود.) مراجعه [16] مرجع به بیشتر اطلاعات کسب (براي

شود. می اسکالر پرچمی انحناي با راندرز مترهاي مطالعه به منجر این

-انحنا S اگر اسکالري، پرچمی انحناي با F = F (x, y) فینسلري متر یک براي که شود می داده نشان

باشد: زیر شکل به باید پرچمی انحناي آنگاه S = (n+١)c(x)F یعنی باشد ایزوتروپیک

K =
٣cxmym

F
+ σ, (1.1)

.[8] هستند اسکالري توابع c = c(x) و σ = σ(x) که

شود. می ایزوتروپیک -انحناي S با اسکالري پرچمی انحناي با فینسلري مترهاي مطالعه به منجر این

Rn باز هاي زیرمجموعه روي آنها هاي ژئودزیک اگر شود می گفته تصویري تخت F فینسلري متر یک
7R. S. Ingarden
8Akbar Zadeh

2



مقدمه .1 فصل

شوند: مشخص زیر معادلات با توانند می U روي تصویري تخت فینسلري مترهاي باشند. راست خطوط

Gi = P (x, y)yi,

تصویري تخت متر هر که شود می داده نشان آسانی به باشد. می P (x, λy) = λP (x, y) ، λ > ٠ هر براي که

خواهد زیر شکل به مترها این براي پرچمی انحناي علاوه، به است. اسکالر پرچمی انحناي از F = F (x, y)

بود:

K =
P٢ − Pxmym

F٢
.

ثابت برشی انحناي از اگر فقط و اگر است موضعی تصویري تخت ریمانی، متر یک که گوید می بلترامی قضیه

شود. می ایزوتروپیک -انحناي S با تصویري تخت فینسلري مترهاي مطالعه به منجر این باشد.

نامه پایان اهداف 2.1
می ایزوتروپیک -انحناي S و اسکالر پرچمی انحناي با راندرز مترهاي بندي طبقه نامه پایان این اصلی هدف

در ضمن در است. ( 2.5 (بخش 4.2.5 قضیه اصلی، قضیه و شود می پرداخته آن به 5 فصل در که باشد

شوند. می بندي طبقه ایزوتروپیک -انحناي S با تصویري تخت راندرز مترهاي 4 فصل
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2 فصل
مقدماتی مفاهیم

مقدمه 1.2
این در دهد. نشان را x ∈ M در مماس فضاي TxM و بوده -بعدي n حقیقی هموار منیفلد M کنید فرض

عضو هر باشد. می π := TM → M متعارف تصویر نگاشت با M مماس کلاف TM :=
⊔

x∈M TxM صورت

π(x, y) := x شکل به متعارف تصویر نگاشت بنابراین ؛ y ∈ TxM و x ∈ M که است (x, y) شکل به TM

است.

مقدماتی نمادهاي و تعریف�ها 2.2
باشد: می زیر شرح به کنیم می استفاده نامه پایان این سراسر در که قراردادهایی

پایین در بار یک و بالا در بار یک اندیسی اگر یعنی کنیم، می استفاده اینشتین بندي جمع قرارداد از -1

هاي اندیس از و نماییم می خودداري ∑ علامت نوشتن از و نامیم می شده بندي جمع آنرا شود، تکرار

کنیم. می استفاده i, j, k, . . . ∈ {١, . . . , n}

باشند. می البعد متناهی و هموار نامه، پایان این در منیفلدها -2

دهند. می نشان را Rn در داخلی ضرب و اقلیدسی نرم ترتیب به < . > و |.| -3

4



مقدماتی مفاهیم .2 فصل

باشد. می [12] مرجع از مطلب آن بود؛ نشده داده ارجاع کجا هر چنانچه است، ذکر به لازم

پرچمی انحناي با راندرز مترهاي بندي طبقه براي که اساسی مفاهیم بیان به شده، ذکر قراردادهاي به توجه با

پردازیم. می باشد، می لازم اسکالر

فینسلري متر 1.2.2

نماییم: تعریف را همگن تابع است لازم ابتدا در

اگر گوییم y به نسبت r درجه از مثبت همگن را H : Rn \ {٠} −→ R تابع [1] همگن). (تابع 1.2.2 تعریف

باشیم: داشته λ مثبت عدد هر ازاي به

H(λy) = λrH(y)

کنیم: می تعریف را فینسلري متر اکنون

F : TM → [٠,∞) چون اي پیوسته تابع ،M منیفلد روي فینسلري متر [1] فینسلري). (متر 2.2.2 تعریف

کند: می صدق زیر شرایط در که است

که است هموار TM٠ روي F بودن: منظم -1

TM٠ := TM \ {٠} = {y ∈ TxM |y ̸= ٠, x ∈M}.

باشد. می یک درجه از مثبت همگن y به نسبت F تابع مثبت: همگن -2

مثبت معین شود می تعریف زیر صورت به که [gij(x, y)] ماتریس (x, y) ∈ TM٠ هر براي قوي: تحدب -3

است:

gij(x, y) :=
١
٢ [F٢]yiyj (x, y) = FyiFyj + FFyiyj .

.Fyi = ∂F
∂yi آن در که

گویند. می فینسلري منیفلد (M,F ) مرتب زوج به

5



مقدماتی مفاهیم .2 فصل

به فینسلري متر یک تحدید که کرد مشاهده توان می فینسلري متر تعریف به توجه با [1] .3.2.2 توضیح

است. مینکوفسکی نرم یک ، TxM مماس صفحه

ها gij آن در که است ریمانی متر یک فینسلري، متر یک از مثال ترین ساده ریمانی). (متر 4.2.2 مثال

باشند. می x برحسب فقط توابعی،

است. شده بیان خاص ریمانی متر چند زیر در باشند. می فینسلري مترهاي ترین مهم ریمانی، هاي متر

که باشد Rn روي استاندارد اقلیدسی نرم |.| کنید فرض استاندارد). اقلیدسی (متر 5.2.2 مثال

|y| :=

√√√√ n∑
i=١

(yi)٢.

کنیم: می تعریف زیر صورت به را F = F (x, y)

F := |y| y ∈ TxRn ∼= Rn. (1.2)

شود. می نامیده استاندارد اقلیدسی متر که باشد، می Rn روي فینسلري متر یک F

و استاندارد واحد گوي Bn ⊂ (Rn, |.|) کنید فرض کلاین). (متر 6.2.2 مثال

α−١ :=

√
|y|٢ − (|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١− |x|٢
, y ∈ TxB

n ∼= Rn. (2.2)

مدل (Bn, α−١) زوج شود. می نامیده کلاین متر که باشد می Bn روي ریمانی متر یک α−١ صورت این در

شود. می نامیده کلاین

، x ∈ Sn براي باشد. استاندارد واحد کره Sn ⊂ (Rn+١, |.|) کنید فرض تصویري). کروي (مدل 7.2.2 مثال

کنید: فرض کنیم. می مشخص Rn+١ در اي ابرصفحه با طبیعی روشی کمک به را TxSn

α+١ := |y|٠, y ∈ TxS
n ⊂ Rn+١. (3.2)
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مقدماتی مفاهیم .2 فصل

بالایی هاي کره نیم ترتیب به Sn
− و Sn

+ کنید فرض اکنون دهد. می نشان را Rn+١ روي اقلیدسی نرم |.|٠ که

است: شده تعریف زیر شکل به که باشد تصویر نگاشت ψ± : Rn −→ Sn
± و دهند نشان را پایینی و

ψ±(x) := (
x√

١+ |x|٢
,

±١√
١+ |x|٢

).

برد. می Sn
± روي عظیمه هاي دایره به را Rn در مستقیم خطوط ψ±

شود: می داده زیر شکل به ψ+ با Sn
+ از Rn روي بک پول متر

α+١ =

√
|y|٢ + (|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١+ |x|٢
, y ∈ TxRn ∼= Rn. (4.2)

شود. می نامیده تصویري کروي مدل (Rn, α+١) زوج

تصویري کروي مدل :1.2 شکل

شوند: می بیان زیر شکل به فرمول یک در 7.2.2 و 6.2.2 ، 5.2.2 هاي مثال در ریمانی مترهاي

αµ :=

√
|y|٢ + µ(|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١+ µ|x|٢
, y ∈ TxB

n(rµ) ∼= Rn, (5.2)

بیان αµ =
√
aijyiyj شکل به αµ متر . rµ := +∞ آنگاه ، µ ≥ ٠ اگر و rµ := ١√

−µ
آنگاه ، µ < ٠ اگر که

که: شود، می

aij =
١

١+ µ|x|٢
{δij −

µxixj

١+ µ|x|٢
}. (6.2)
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آنگاه باشد. پذیر دیفرانسیل Rn \ {٠} نقاط تمام در H حقیقی تابع کنیم فرض [1] (اولر1). 8.2.2 قضیه

اگر تنها و اگر است r درجه از مثبت همگن H

yiHyi(y) = rH(y),

. Hyi = ∂H
∂yi آن در که

آنگاه: باشد؛ یک درجه از مثبت همگن F تابع اگر [1] .9.2.2 نتیجه

yiFyi(y) = F (y)

و

yjFyiyj (y) = ٠.

کند: می صدق زیر رابطه در فینسلري متر تعریف در شده بیان F تابع [1] .10.2.2 نتیجه

F٢(y) = gij(y)y
iyj .

چرن التصاق 2.2.2

این بیان به قسمت این در که کرد بیان فینسلري مترهاي براي را التصاقی 2 چرن س. س. 1943 سال در

نماییم. تعریف را بک پول کلاف باید آن از پیش اما پردازیم می التصاق

با باشد. N و M منیفلد دو بین هموار نگاشتی f : M −→ N و برداري کلاف یک (E, π,N) کنیم فرض

این نمود. تعریف (E, π,N) برداري کلاف تار همان با M روي برداري کلاف یک توان می f از استفاده

نامیم. می بک پول کلاف را جدید ساختار
1Euler
2S. S. Chern

8



مقدماتی مفاهیم .2 فصل

نگاشت یک f :M −→ N و برداري کلاف یک (E, π,N) کنیم فرض [15] بک). پول (کلاف 11.2.2 تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به و داده نشان f∗E نماد با را f توسط E بک پول کلاف باشد. هموار

f∗E = {(x, ν) ∈M × E|f(x) = π(ν)}.

باشند. می E تارهاي از کپی یک f∗E بک پول کلاف تارهاي

می تعریف (x, ν) ∈ M × E 7−→ x ∈ M توسط که pr١ : f∗E −→ M اول مولفه تصویر نگاشت با f∗E

(x, ν) 7−→ ν توسط pr٢ : f∗E −→ E دوم مولفه تصویر نگاشت اگر است. M روي برداري کلاف یک شود؛

است: جابجایی زیر نمودار در ها کلاف بین نگاشت آنگاه شود؛ تعریف
f∗E

pr٢−→ E
pr١ ↓ ↓ π
M

f−→ N

. f∗E ∼= E و

پول کلاف بالا تعریف به توجه با صورت این در باشد؛ متعارف تصویر نگاشت π : TM −→M کنیم فرض

است: زیر شکل به (x, y) ∈ TM٠ نقطه هر در آن تارهاي و است تعریف قابل π∗TM بک

π∗TM |(x,y) := {(x, y, ν)|ν ∈ TxM} ∼= TxM.

.(3.2 است(شکل TxM کپی فقط π∗TM |(x,y) دیگر عبارت به

شود. می نامیده بک پول مماس کلاف π∗TM

V TM := span{ ∂
∂yi } آنگاه باشد. T (TM٠)براي طبیعی موضعی کنج { ∂

∂xi ,
∂

∂yi } فرضکنید تعریف12.2.2.

شود. می نامیده M عمودي مماس کلاف که باشد، می T (TM٠) کلاف زیر

باشد. می π∗TM براي موضعی کنج یک {∂i} صورت این در . ∂i := (x, y ∂
∂xi |x) کنید فرض

گردد: می تعریف زیر صورت به که دارد را Y متعارف برش π∗TM برداري کلاف

Y(x,y) := (x, y, y).

9
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است. صفر برش تصویر چین، نقطه قسمت :2.2 شکل

شود: بیان تواند می زیر شکل به Y ، y = yi ∂
∂xi |x ∈ TxM در

Y = yi∂i. (7.2)

کنیم: می بیان را فینسلري هندسه در مهم تانسور دو اکنون

و M روي فینسلري متري F کنید فرض کارتان). تانسور و اساسی (تانسور 13.2.2 تعریف

gij :=
١
٢ [F٢]yiyj (x, y), Cijk :=

١
۴ [F٢]yiyjyk(x, y).

کنیم: می تعریف زیر صورت به را C و G

G := gijdx
i ⊗ dxj , C := Cijkdx

i ⊗ dxj ⊗ dxk. (8.2)

شوند. می نامیده کارتان تانسور و اساسی تانسور ترتیب به که باشند می TM٠ روي تانسورهایی C و G

شود: می بیان زیر قضیه کارتان تانسور و اساسی تانسور با

دلخواه موضعی کنج براي باشد. -بعدي n فینسلري منیفلد (M,F ) کنید فرض . ( (چرن3 .14.2.2 قضیه

موضعی هاي 1-فرمی از یکتایی مجموعه ، {ωi} یعنی π∗T ∗M براي آن دوگان کنج هم و {ei} یعنی π∗TM

3Chern
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که: طوري به دارد وجود TM٠ روي {ωi
j}

dωi = ωj ∧ ωi
j , (9.2)

dgij = gkjω
k
i + gikω

k
j +٢Cijkω

n+k, (10.2)

که:

ωn+i := dyi + yjωi
j , (11.2)

. Cijk := C(ei, ej , ek) و gij := G(ei, ej) بنابراین ؛ Y =: yiei و

تقارن با معادل 9.2 حقیقت، در

Γi
kj = Γi

jk (12.2)

یعنی، است؛ ωi
j در dyk جملات نبودن و

ωi
j = Γi

jkdx
k (13.2)

دهد: می نتیجه 10.2

Γk
ij =

١
٢g

kl{∂gjl
∂xi

+
∂gli
∂xj

− ∂gij
∂xl

}

− gkl{CjmlN
m
i + CimlN

m
j − CijmN

m
l }. (14.2)

آن: در که

N i
j := ymΓi

mj . (15.2)

نتیجه: در

Nk
j =

١
٢g

kl{∂gjl
∂xi

+
∂gli
∂xj

− ∂gij
∂xl

}yi −٢gklCjmlG
m, (16.2)
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که:

Gi :=
١
٢N

i
jy

j =
١
٢Γi

jky
jyk. (17.2)

پس:

Gi =
١
۴g

il{∂gjl
∂xk

+
∂glk
∂xj

− ∂gjk
∂xl

}yjyk (18.2)

باشد. می gij ماتریس وارون gij و

براي {ei} موضعی کنج به نسبت {ωi
j} یعنی، چرن، التصاق هاي فرم با چرن). (التصاق 15.2.2 تعریف

شود: می تعریف زیر صورت به π∗TM روي ∇ خطی التصاق ، π∗TM

∇ŶX := {dXi(Ŷ ) +Xjωi
j(Ŷ )} ⊗ ei.

تر: ساده طور به

∇X := {dXi +Xjωi
j} ⊗ ei.

شود. می نامیده چرن التصاق ∇

معادلات از استفاده با

[F٢]xl =
∂gij
∂xl

yiyj , [F٢]xkylyk = ٢∂gil
∂xk

yiyk,

شود: می بازنویسی زیر شکل به 18.2 در Gi

Gi =
١
۴g

il{[F٢]xkylyk − [F٢]xl}. (19.2)

هاي فرمول کمک با

[F٢]xl = ٢FFxl , [F٢]xkylyk =
٢Fxkyk

F
gmly

m +٢FFxkylyk
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