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  : پاس گذاريس

رگوار جناب آقاي دکتر بهمن یوسفی با سپاس از اساتید محترم و بز  
شـان در ایـن    صدیقه جاهدي که با همکاري صـمیمانه  دکتر سرکار خانم و

      . مسیر مرا قدم به قدم راهنمایی کردند
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  چکیده 

}){(فرض کنیم            nβ    مثبـت باشـد و   یـک دنبالـه از اعـداد∞<≤ p1  يمـا فضـا)(βPL   از تمـام

∑سریهاي توانی
∞

=

=
on

nznfzf ∑را با شـرط  )(ˆ)(
∞

=

∞<
on

pp nnf |)(||)(ˆ| β    بـه عنـوان فضـاي)(βPH  در
  .نظر می گیریم

ه و ی ـم اولیاز مفاه یت که در آن برخان نامه شامل چهار فصل است، فصل اول مقدمه اسین پایا          
  .ان نموده امیم داشت ، بیاز خواهیگر به آن نید يرا که در فصل ها ییایقضا

∞β)(در فصل دوم دوري اکید بودن
PH     جبر بسته ضعیف تولید شده توسـط عملگـر ضـربی ،zM   کـه ،

ی کند رابررسی می کنیم و فضاي ایده ال ماکسیمال، فضاي دوگان و انعکاسی بودن عمل مβPH)(روي 
∞β)(جبر

PH همچنین شرطهاي لازم و کافی را براي اکیـدا دوري بـودن  . را ارائه می کنیم)(β∞
PH    بیـان

  .خواهیم کرد
اهیم کرد که تحت آن شرایط عملگـر انتقـال پسـرو    در فصل سوم بعضی شرایط کافی را ارائه خو         

 βpL)(اي در  ک شرط لازم وکافی را براي آنکه یک چنـد جملـه  یز یدوري باشدون βpL)(روي فضاي 
  .دهیم العه قرار میبیان و مورد مط βpL)(اي را بر  گر نقطه دوري باشد،  سپس کرانداري تابعک محاسبه

  
، کـه روي فضـاهاي    را zMبـودن عملگرضـرب   ) دی ـاک يدور(در پایان در فصل چهارم ما دوري        

  . خواهیم کرد  یهاردي وزن دار از سریهاي لوران صوري عمل می کند بررس
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   يي با برخي مفاهيم و قضاياي اوليه اآشن ۱. ۱

از آنجا كه ستونهاي محكم هر مبحث آناليز تعاريف و قضايايي هستند كه به آنهـا اسـتناد شـده يـا            
طـور  بـه  ها را كـه   دقيقاً از آنها استفاده شده است، پيش از شروع بحث لازم است بعضي تعاريف و قضيه

يا در اين پايان نامه نامي از آنها برده شده است را براي يـادآوري خواننـده    ،شاخص از آنها استفاده شده
  . ميئذكر نما

  : فضاي باناخ  ۱. ۱.  ۱  
باشد، يعني هر دنبالـه   تام مي  يك فضاي نرمدار است كه نسبت به متر تعريف شده به وسيله نرم          

  . شددر آن همگرا با كشي
، فضاهاي هيلبـرت، بعضـي   Lpتوان از فضاهاي توابع پيوسته بر فضاهاي فشرده، فضاهاي  بعنوان مثال مي 

 بانـاخ ناخ به ديگري و جبرهـاي  اشتهاي خطي پيوسته از يك فضاي باپذير، فضاهاي نگ از فضاهاي مشتق
  . دآين اين چهارچوب نمي اما فضاهاي مهم ديگري نيز وجود دارند كه در. نام برد

   :براي مثال
)(ΩC    nRدر فضاي اقليدسي  Ωفضاي تمام توابع مختلط پيوسته برمجموعه باز :   

)(ΩH : فضاي تمام توابع تحليلي بر مجموعه بازΩ  در صفحه مختلط  
∞
KC :بر  رپذي نهايت بار مشتق فضاي تمام توابع مختلط بيnR  كه در خارج از مجموعه فشرده ثابتي چون
k با درون ناتهي صفرند .  

  ]۵[ شوند اند كه از نرم القا نمي اين فضاها داراي توپولوژيهاي طبيعي

  
  :باناخدوگان دوم يك فضاي ۲. ۱. ۱ 

است و  باناخ، خود يك فضاي  *Xنشان دهيم  *Xرا با  آن دوگانباشد، و  باناخيك فضاي   Xر اگ        
Xx هر. شود نموده مي ** Xبا  آن لذا دوگان ∈ ،**Xx∈φ  منحصر بفردي را با معادله          
  )1(  )(,, **** Xxxxxx ∈>>=<< φ   
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 ٣

  كند و  يف ميتعر
)۲ (          X)(x||x||||x|| ∈=φ  

:**شود كه  معلوم مي) ۱(از رابطه  XX →φ ،۲(بنابر   خطي است( ،φ حال چـون   .باشد يك متر ميX 
به روي يـك زيـر     Xاز  كمتريختي يك يكري φلذا . باشد بسته مي **Xدر  Xφ)(رض شده است، تام ف

  . باشد مي **Xفضاي بسته 
  
  : فضاهاي انعكاسي ۳. ۱. ۱  

Xφ)(را با  X  با توجه به تعريف قبل،       تلقـي   **Xزيـر فضـاي    X، در ايـن صـورت   گيـريم  يكي مي 
توپولـوژي آن   -*اند كـه نسـبت بـه ضـعيف     *Xهاي خطي بر  درست آن تابعي Xφ)(اعضاي . شود مي

 **Xيك زيـر فضـاي حقيقـي     Xφ)(قويتر است، ممكن است   *Xچون نرم توپولوژي . باشند  پيوسته مي
>>∞بـا   LPمثلاً تمام فضـاهاي  (هستند  Xمانند  يهم زيادماما فضاهاي   باشد، P1(  كـه**)( XX =φ؛ 

  . اين فضاها را انعكاسي گويند
كافي  **Xبه روي  Xاز  φوجود يك يكريختي يكمتر مانند   ،Xلازم است تأكيد شود براي انعكاسي بودن 

  ]۱۳. [برقرار باشد φبوسيله ) ۱(نيست بايد اتحاد 
  
  : جبر باناخ ۴. ۱. ۱ 

  است كه در آن يك ضرب تعريف شده Cبروي ميدان مختلط  Aي مانند جبر مختلط يك فضاي بردار
  است كه در روابط

zxyyzx )()()( =1  
yzxzzyxxzxyzyx +=++=+ )(,)()(2  

)()()()( yxyxxy ααα ==3  
  . كند صدق مي αو هر اسكالر  Aدر  z,y,xبه ازاي هر 

  نسبت به نرم صادق در نامساوي ضربي  باناخيك فضاي  Aهرگاه علاوه بر اين 
),(||||||||||||)( AyAxyxxy ∈∈≤4  

  باشد بطوري كه  eشامل عنصريكه  Aبوده و 
)()( Axxexxe ∈==5  

  و 
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 ٤

                                                                                       16 =||||)( e  
  ]۵[. باشد مي باناخجبر  يك Aآنگاه 

  
   :تابع تحليلي۵. ۱.  ۱

و  Ω∈ozاگـر    ،تعريف شـده باشـد   Ωدر  fتابع مختلط فرض كنيم       
o

o

o zz
zfzf

zz −
−

→

)()(lim   موجـود

)(اين حد را با   باشد، ozf ozدر  fنشان داده و آن را مشتق  ′ ')(اگر . ناميم مي  ozf   به ازاي هـرΩ∈oz 
 ΩH)(را بـا   Ωرده تمام توابع هلوريخـت در  . است Ωدر ) تحليلي(هلوريخت  fموجود باشد، گوئيم 

  ]۵[. دهيم نشان مي
  
  : عملگرهاي انتقال و ضرب۶. ۱. ۱

x∈αهـر   براي. ك فضاي برداري توپولوژيك باشدي xفرض كنيم        عملگـر   o≠λو هـر اسـكالر    
  به وسيله فرمولهاي  λMو عملگر ضرب  aTانتقال 

)()(,)( XxxxMxaxTa ∈=+= λλ  
  ]۵[. شوند ف ميتعري

  
   (H):فضاي هيلبرت ۷. ۱. ۱

يعني فضاي  .است يد شده توسط ضرب داخلينسبت به مترتول فضاي هيلبرت يك فضاي متري تام       
  ]۴[. در آن همگرا باشد Hنباله كشي در دبرداري مختلطي كه هر 

  
  :پذير فضاي جدايي ۸. ۱. ۱

  . ارشپذير باشدمش يك زيرمجموعه چگال ر است كه شاملدر صورتي جدايي پذي يك فضا      
  
   :گسترش خطي بسته يك مجموعه۹. ۱. ۱

HAاگر          VAباشد را با نماد  Aكه شامل  Hباشد، آنگاه اشتراك تمام زيرفضاهاي خطي بسته از ⊇
  پس. ناميم مي Aنمايش و آن را گسترش خطي 
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  ]۴[. است Hاز  Aكوچكترين زيرفضاي خطي بسته شامل  Aلذا گسترش خطي بسته مجموعه 
  
  :نامساوي هولدر۱۰. ۱. ۱

>>∞نماهـاي مـزدوج بـوده و     pو  qفـرض كنـيم            P1 و X       يـك فضـاي انـدازه بـا انـدازهµ 
  باشند، در اين صورت  ينامنف پذير توابعي اندازه g, f ديفرض کن.باشد

q

x

q

p

x x

P dgdffgd
// 11

















≤ ∫∫ ∫ µµµ  

  . به اين نامساوي، نامساوي هولدر گوئيم
>>∞نماهاي مزدوج باشند،  q,pاز طرفي اگر  P1  و)(µPLf µqLg)(و  ∋   ، آنگاه∋

)(µ1Lfg qp و ∋ gffg |||||||||||| ≤1  
||,||رابطه فوق نيز همان نامساوي هولدر است كه بر fg ۶. [اعمال شده است[  

  
  :فضاي ايده آل ماكسيمال۱۱. ۱. ۱

  يك ايده آل است اگر  Aاز جبر مختلط تعويض پذير  Iگوئيم زير مجموعه       
Axهر گاه : بوده و ثانياً) به مفهوم فضاي برداري( Aزيرفضاي  I :اولاً Iyو ∋ Ixyآنگاه  ∋ ∈.  
AIاگر  ≠،I يك ايده آل حقيقي است.  
توجـه كنيـد كـه     ,آل حقيقي بزرگتر قرار ندارند اند كه در هيچ ايده آلهاي ماكسيمال، ايده آلهاي حقيقي ايده

  .پذير نيست آل حقيقي شامل عنصر معكوس ايدهک ي
  
  :ژي ضعيف ستاره يك فضاي دوگانتوپولو۱۲. ۱. ۱

Xxهر . باشدX∗با دوگان يك فضاي برداري توپولوژيك  Xفرض كنيم         خطـي   يـك، تابعـك   ∋
xfكنـد كـه بـا     القا مي X∗بر  xfمانند  x Λ=Λ   شـود و   تعريـف مـي}{ Xxf x را جـدا  X∗نقـاط   :∋

  .واضح استxfخطي بودن هر ،سازد مي
Xxffهر گاه به ازاي هر  xx ∈Λ′=Λ xxxآنگاه به ازاي هر ، , ,Λ′=Λ،      در نتيجـه، بنـا بـه تعريـف

  .Λ′=Λابع،تساوي دو ت
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  :جبر نيم ساده۱۳. ۱.  ۱
 Aرا راديكـال   Aآلهاي ماكسيمال  اشتراك تمام ايده. تعويض پذير باشد باناخيك جبر  Aفرض كنيم       

  .نشان ميدهيم rad Aناميم و با  مي
   .نيم ساده نام دارد ک جبريA آنگاهo=radA}{اگر 

  
  :طيف۱۴. ۱. ۱
اسـت بـه طـوري كـه     λكالرهاي مجموعه تمـام اس ـ  Tσ)(ر باشد، طيف يك عملگر كراندا Tاگر        
IT λ− لذا . معكوس پذير نباشد)(Tσλ   : يكي از دو حكم زير درست باشداگر و فقط اگر دست كم ∋

I-Tبرد  )يك λ تمامX  نباشد  
I-T)دو   λ يك به يك نباشد.  
  
  )F.Riesz( قضية ريس۱۵. ۱.  ۱

يـك تـابعي خطـي     Λسدروف به طور موضعي فشرده بـوده و  ها  يك فضاي  Xفرض كنيم  :قضيه       
هـاي   هست كه شـامل تمـام مجموعـه    Xدر  mد نجبر مان -σدر اين صورت يك. باشدXCc)(مثبت بر 
را به مفهـوم زيـر نمـايش    Λهست كه  mبر  µباشد و يك اندازة مثبت منحصر بفرد مانند مي Xبورل در 

  :ميدهد
,)(به ازاي هر ) آ xCffdf c∈=Λ ∫ µ  

  :باشد ر نيز ميو داراي خواص ديگ
Xkkبه ازاي هر مجموعه فشرده ) ب ⊂∞< ,)(µ؛  
mEبه ازاي هر ) پ   داريم∋
};E, νν ⊂ }باز  :)(inf)( νµµ =E   
  رابطه ) ت

}EKK, ⊂ }فشرده  :)(sup)( kE µµ = 

mEو هر  Eبه ازاي هر مجموع باز     .برقرار است Eµ)(>∞كه ∋
mEEAEهر گاه ) ث ∈⊂= ,,)( oµ آنگاه ،mA∈.  

  :تر داريم  به عبارت ساده
  :[1]قضية نمايش ريس 
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  :كنيم ميباشد، تعريف  XM∈µ)(يك فضاي فشرده موضعي و  Xاگر 

∫=

→

µµ

µ

fdfF

FXCF

)(

)(: o  

XCF)(*پس  o∈µ  و نگاشتµµ F→ از  فيسم ايزومتريـك يك ايزومور)X(M    بـه تـوي*)(XCo 
نرم متغير  با Xاندازه روي  -Fهاي بورل مثبت  نشان دهندة فضاي تمام اندازه X(M(كه در آن  باشد مي
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  .باز خواهد بود Yنيز در  A(G)باز باشد،  Xدر 
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  .م داشتيکله را خواهيريبرگمن و د ,يهارد يب فضاهايباشد بترت
21يقت بازايحقدر  == pn ,)(β داريم:  

∞<= ∑
∞

=

2
2

on

nff |)(ˆ|  
  

21و در صورتيكه  21 =+= − p,)n()n( /β همراه بانرمباشد فضاي برگمن:  

∞<
+

= ∑
∞

=

2
2

2

1
1 ).(|)(ˆ|

n
nff

n o

  
  .شود يحاصل م

داشته باشيم  β2H)(لذا در صورتيكه در
1

1
+

=
n

n)(β يو بازا م يك فضاي باناخ انعكاسي داريمه باز 
  :ن فضاياز ا g ک عضوي



  فضاهاي هاردي وزن دار وبعضی عملگرها:فصل دوم 
      
                                                                   

 ١١

∑∑
∞

=

∞

= +
=

+
=

oo nn n
ng

n

ngg 11

2

2

2
2 |)(ˆ|

)(

|)(ˆ|||||  

nnبا شرط β2H)(فضاي += 1)(β  ـ همانند فضاهاي برگمن و هـاردي  است و کلهيفضاي دير       کي
  :ضاي باناخ انعكاسي است و داريمف

2

0

2
2

0

2 11 ∑∑
∞

=

∞

=

+=+=
nn

ngnnngg )(ˆ).().(|)(ˆ|||||  
  
۲  .۱  .۴- )(βpH يكه  باز شامل توابع تحليلي روي قرصU باشد مي.  

11اگر         =+ )(/)(lim nn ββ باشد، آنگاه فضاي)(βpH   عبارت از توابع تحليلي روي قرص يكـه
  .است Uباز 

متشكل از توابعي است كه روي قرص  βpH)(به عبارت ديگر در صورتيكه شرطهاي فوق برقرار باشد 
  .اند تحليلي U يكه باز

  :بينيم كه براي مثال اگر شرطهاي فوق را براي فضاي هاردي بررسي كنيم مي
11)آزمون نسبت(

11
==

+
)(

)(lim
n

n
n β

β  

   :تيكه براي فضاي برگمن بررسي كنيمو در صور

12
1

1
211 21

21
21 =

+
+

=
+
+

=
+

⇒+=
∞→−

−
−

n
n

n
n

n
nnn

nnn
lim

)(
)(lim

)(
)(lim)()( /

/
/

β
β

β  
  :له داريمو در مورد فضاي ديريك

11
211 21

21
21 =

+
+

=
+

⇒+= /

/
/

)(
)(lim

)(
)(lim)()(

n
n

n
nnn

nn β
β

β  
)(,)(هرگاه  ββ pp HfHg ∈∈ ∗, g(f) را با<f,g> نشان دهيم.  

  : توجه كنيد كه

                                                       p

n
nngnfgf )()(ˆ)(ˆ, β∑

∞

=

>=<
o

  

  βpL)(دوگان فضاي  ۵.  ۱. ۲
Lp)(ان آمده است دوگ] ۹[همانطور كه در مرجع        β كنيم را چنين معرفي مي:  

)())(( /* qpqp LL ββ =  
111که در آن

=+
qp

                                                    همچنين اگر ,    



  فضاهاي هاردي وزن دار وبعضی عملگرها:فصل دوم 
      
                                                                   

 ١٢

            

∑

∑

∞

−∞=

∞

−∞=

∈=

∈=

n

qpqn

n

pn

Lzngzg

Lznfzf

)()(ˆ)(

,

)()(ˆ)(

/β

β

  

  :پس واضح است كه

∑
∞

−∞=

>=<
n

pnngnfgf )()(ˆ)(ˆ, β  
بجاي  ||q||g از سادگي مطلب در اينجا براي

)( /|||| qpqL
g

β
  :استفاده مي كنيم

p
q

n

qqpq

n

q
q nngnngg )()(ˆ))(()(ˆ|||| / ββ ∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

==  
≅>>∞ د که اگريکنتوجه  pLL pp 1,)()( µβ  كهµ  اندازهδ اهي تعريف شده روي اعـداد صـحيح   متن

∑مثبــــــت بوســــــيله 
∈

=
kn

pnk )(()( βµ 0}{باشــــــد كــــــه در آن∪⊆ NK  کــــــه آنگــــــاه
≅>>∞يبازا pLl pp 1,)()( ββ.  

را مشـخص   βpl)(درلـم زيـر دوگـان فضـاهاي      ,نيز يك فضاي باناخ انعكاسي اسـت βpL)(بنابراين 
  .كنيم مي
  
>>∞براي: لم  - ۶.  ۲. ۱ p1 ،  دوگان)(βpl  عبارتست از)( / qpq βl كه يجاي  

111
=+=

qp
n qp

n
qp ,)}({( // ββ  

∑انـدازة تعريـف شـده بوسـيله      µفـرض كنيـد  : اثبـات 
∈

=
kn

pnk ))(()( βµ  باشـد و}{o∪⊆ NK   پـس
)()(,)()( / βµβµ ppqpqq LLLL ))(()(نيم كه بي بنابراين بروشني مي ≅≅ /* qpqp LL ββ =.  
  
),()(روي  ZM ضرب) عملگر( تبديل خطي ۲.  ۲ ββ pp HL  

nkn فرض كنيد      δ=)(f̂k يعني


= =

≠
kn
knnfk

1
o

kو ˆ)(
k zzf }{باشد آنگاه )(= kkf   يك پايه اسـت

kfk)(ايكه  به گونه β= .  
))(()(روي فضاي  را ZMيعني zبوسيله  عملگر ضربي حال ββ pp LHدر نظر بگيريد به صورت زير:  

)()(ˆ))(( zzfznfzfM
n

n
z == ∑

∞

=

+

o

1  
  



  فضاهاي هاردي وزن دار وبعضی عملگرها:فصل دوم 
      
                                                                   

 ١٣

  :هاي تواني صوري داريمبنابراين طبق تعريف سري

∑ ∑
∞

=

∞

=

+∧ ==
0

1

n n

nn
zz znfznfMzfM

o

)(ˆ)()())((  
}{پايه  Mz بينيم كه عملگر  بروشني مي kkf عملگر .  كند را منتقل ميzM اندار است اگر و فقط اگـر  كر

k
k

k







+

)(
)(

β
β   :اندار باشد زيراكر 1

/)(اگر قرار دهيم  kfe kk β= 1، آنگاه=keهر يبه ازا در ضمنn داريم:  
⇒=⇒= +

+ )()(

^

n
f

n
fMffM nn

znz n
ββ

1
1  

1
11 1
1

1
1
1

+
++ +

=
+

+
=

+
+

= n
nnn

z e
n

n
n
f

n
n

n
f

n
n

n
fM

)(
)(

)(
.

)(
)(

)(
.

)(
)(

)( β
β

ββ
β

ββ
β

β  

  :داريم] ۱[از مرجع ) ۴۰۶(حال بنا بر قضيه 
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  :توان دريافت كه از بحث فوق مي
كراندار است اگر و فقط اگر  Mzعملگر 
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