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و ا॥ت หبان روଃن، روز ෙघه ୀ او दدرت آสر  ଔجلا و ऋل را ی ೯دا ජ໑ ণتاীش و ণپاس
ع࢙م భی و তناسا৯د ما ଘ را ऒوಶඎীن  آ່یدگاری णభشان. หر، ८ب دل భ او حࢇ࢟ت اৗوار

ग़ࡁभජࢌ و ع࢙م ජໍق భ را ऒوীش ਹࣣف نده ن، دا ห ड़່ود ࠝطا ਠ່ی و ࠫی و ঝود ما ୀ را
از दدردای ग़قام భ  ا॥ت آن از اऋّل ग़ع࢙م، පෂزॻࢌ و گاه جا৾  دون یازماید.

ূجൎࣱل  آجاਪی از اما மرم. ඵزی ฬوان د॥ت و ඪ༚ر زبان با اীشان، ਟی شاه زॐمات
سلاक़ت و ਗی ند ඖหن را آඔ່ࣁش غاশࢌ و গدف  ا॥ت اিسای از ণپاس ग़ع࢙م، از
شاീীه و لات با اণتاد از وࣣಮه ࣹࡣب ୀ ൕഌৈن؛ ඳසرده ا৯د دඋࢾشان ଘ  را اماষࢌ ਪی

భ ঊمਔی  از ່وਣی و خق ૮ࣹن با صدر ૐॣه ل భ  หج মࡑش ඥࣺرو دනر آ༚ی পناب
و ીࣤور اণتاد از ඟ໋؛ ࠱ھده ୀ را ଔرسا اଌن راঘ࣒ماਪی زॐ࢟ت و ষ࣒ࢤود৯د భغ ૼن ୀ ଏଷ اଌن
 ॰د৯د ࣞਵ࣫ل حاฮی భ را ଔرسا اଌن ज़شاوره زॐ࢟ت  ඵোری ඇඖ࣐م دනر آ༚ی পناب ৎࡷوا با
دارم. را दدردای و ඟࢁพ় ل ਖ৶ی رণید؛ ॡطوب ங ଘ وژه اଌن اীشان ज़ساࠛدت دون

۹۳ ࢯ૱ن



چیده

بعدی دو خمینه های مساحت نگه دارنده وابرسانͳ های برای ناپایداری ناحیه های ͳبررس و ͳمعرف به پایان نامه این
کلیدی نقش ویژه به و مͳ رود کار به ͳنوع‐ Cr وابرسانͳ های مطالعه برای ابزاری عنوان به مفهوم این مͳ پردازد.
ایفا تناوبی نقطه های (ناپایدار) پایدار خمینه های مجموعه بودن چΎال درباره ل̃الوز ‐ فرˆنکز قضیه اثبات در
برای تناوبی نقطه های بودن چΎال که است پوانکاره حدس اثبات راستای در مهم ͳگام قضیه این .[١۵] مͳ کند

مͳ کند. ادعا را مساحت نگه دارنده ͳنوع وابرسانͳ های

ناپایداری، ناحیه اول، کرانه های فشرده سازی کرانه ای، فشرده سازی ،ͳچرخش عدد کلیدی: واژه های

پیوستار. ،ͳنوع
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پیشΎفتار

مساحت نگه دارنده ͳنوع‐Cr وابرسانͳ های از روشن ͳتوپولوژی تصویر Έی ارائه پایان نامه این هدف
این در ͳحت هستند. S۲ بعدی دو کره و ͳنامتناه استوانه مͳ گیریم نظر در که رویه هایی است. رویه ها
سوالات است گرفته انجام زمینه این در که پیشرفت هایی تمام با و نیست ساده مسئله هم خاص حالت
آیا که است این دارد وجود زمینه این در که سوالات مهمترین از ͳی دارد. وجود همچنان زیادی
این پاس بودن مثبت است؟ تناوبی های نقطه از چΎال مجموعه Έی دارای ͳنوع‐Cr ͳوابرسان Έی

است. پوانکاره از ͳقدیم و مهم ͳحدس سوال
قضیه های از ͳی .[١۵] است شده تدوین ل̃الوز و فرˆنکز دستاوردهای اساس بر پایان نامه این
نگه دارنده وابرسانͳ های از ͳنوع‐Cr مجموعه Έی r ≥ ۱۶ برای که است ١۶ . ٩ . ١ قضیه ،ͳاصل
هذلولوی تناوبی نقطه های تمام از پایدار خمینه های اجتماع که خاصیت این با دارد وجود S۲ مساحت
گزاره دو این است. درست هم ناپایدار خمینه های برای قضیه این مشابه است. چΎال مجموعه Έی

مͳ روند. شمار به آن تایید در مهم ͳگام ͳول نمͳ کنند اثبات را پوانکاره حدس اگرچه
راستا این در و کرده اند استفاده Έتوپولوژی روش های از قضیه این اثبات برای ل̃الوز و فرˆنکز
است ذکر به لازم .[٢] است بیرخوف ناپایداری ناحیه از ͳتعمیم که مͳ دهند ارائه مهم بسیار ͳمفهوم
شرط Έی و نیست ͳاساس و ناوردا بسته ساده خم هیچ شامل که است ناحیه ای بیرخوف ناپایداری ناحیه
شرط مͳ کند اثبات ͳنواح این برای جالبی قضیه  های آن از استفاده با بیرخوف که مفهوم این در کلیدی
Έی که مͳ دهند ارائه ناپایداری ناحیه از جدیدی مفهوم تابداری شرط حذف با آن ها است. تابداری
مͳ  دهند نشان و نیست تناوبی نقطه های بدون ناوردا و ͳاساس پیوستار هیچ شامل که است باز استوانه
این است. برقرار مشابه به طور بیرخوف ناپایداری ناحیه ویژگͳ های از بسیاری ͳنوع شرایط تحت که

است. ١۶ . ٩ . ١ قضیه اثبات برای ͳاساس ابزار Έی
مهمترین که است شده آورده Έدینامی و Έتوپولوژی از استانداردی مفاهیم سوم تا اول فصل در
فشرده سازی نام به رویه ها از سازی فشرده نوع دو چهارم فصل در است. ͳچرخش عدد مفهوم آن ها
این است. شده آورده کاراتئودوری به منسوب اول کرانه های با فشرده سازی دیΎری و ایده آل مرز با
نسبت ͳچرخش عدد همبند ساده دامنه های به که مͳ کند فراهم را امان این اول کرانه های فشرده سازی
پیوستارهای درباره ͳمطالعات هفت تا پن; فصل است. رویه ها مطالعه برای کارآمد بسیار ابزاری که دهیم
گذشته فصل های قضیه های Έکم با هشت فصل در است. تناوبی نقطه های با آن ها ارتباط و ناوردا
بودن چΎال قضیه نه فصل در است. شده ارائه آن خواص و یافته تعمیم ناپایداری ناحیه مفهوم

است. شده اثبات ͳنوع‐Cr وابرسانͳ های برای تناوبی نقطه های پایدار خمینه های

١



١ فصل

جبری توپولوژی بر مروری

در و هستند پایان نامه این در کلیدی ͳمفاهیم که مͳ کنیم یادآوری را جبری توپولوژی از ͳمفاهیم ابتدا

است. شده آورده [١٨] از فصل این مطالب داریم. نیاز آن ها به بعدی فصل های

ͳانهم م ١ . ١

g باشند. Y Έتوپولوژی فضای به X Έتوپولوژی فضای از پیوسته ای نگاشت های g′ و g کنید فرض

مانند پیوسته ای نگاشت درصورتͳ که است هم مان g′ با

G : X × I → Y

X از x هر ازای به چنان که باشد موجود

G (x,۰) = g(x) , G (x,۱) = g′ (x)

است. g′ و g بین ͳانم هم Έی G نگاشت .(I = [۰,۱] اینجا (در

در ͳراه g آن گاه g (۱) = x۱ و g(۰) = x۰ که باشد پیوسته ای نگاشت g : [۰,۱] → X اگر

ͳراه مان هم مͳ نگارند X به توی را I = [۰,۱] بازه که g′ و g راه های است. x۱ به x۰ از X

مانند پیوسته ای نگاشت و باشند x۱ انجام نقطه و x۰ آغازی نقطه دارای دو هر چنان که مͳ شوند خوانده

باشیم داشته I از t و s هر ازای به چنان که باشد موجود G : I × I → X

G (s,۰) = g(s) , G (s,۱) = g′ (s)

و

G (۰, t) = x۰ , G (۱, t) = x۱.

مͳ شود. خوانده g′ و g بین ͳراه مان هم Έی G

٢



g′ و g ترکیب g ∗ g′ آن گاه باشد x۲ به x۱ از X در دیΎری راه g′ و x۱ به x۰ از X در ͳراه g اگر

شود. ͳم تعریف زیر تساوی با l مانند ͳراه عنوان به

l(s) =


g(۲s) , ∀s ∈ [۰, ۱۲ ]

g(۲s− ۱) , ∀s ∈ [
۱
۲ ,۱]

g′ آن دوم نیمه و g آن اول نیمه که است x۲ به x۰ از ͳراه و است پیوسته و خوش تعریف l تابع

آن نتیجه در که مͳ کند القا ͳراه هم مان رده های بین ͳخوش تعریف عمل راه ها ترکیب عمل است.

مͳ شود. تعریف زیر صورت به رده دو ترکیب

[g] ∗ [g′] = [g ∗ g′]

زوج هایی برای فقط [g]∗[g′] که است این گروه خواص با آن اختلاف و دارد گروه واری خواص ∗ عمل

مͳ کند. gصدق (۱) = g′ (۰) شرط در که مͳ شود تعریف

مͳ یابد پایان x۰ به و آغاز x۰ از که X در ͳراه باشد. آن از نقطه ای x۰ و فضا Έی X کنید فرض

،∗ عمل با x۰ پایه بر کمندهای ͳراه هم مان رده های مجموعه مͳ شود. نامیده x۰ پایه بر کمند Έی

مͳ شود. داده نمایش π۱ (X, x۰) با گروه این مͳ شود. نامیده x۰ پایه به نسبت X بنیادی گروه

x۰ مانند X از عضو هر ازای به و باشد ͳراه همبند فضای هرگاه است همبند ساده X فضای

نشان π۱ (X, x۰) = ۰ تساوی با آن بودن ͳبدیه اغلب باشد. عضوی) (تک ͳبدیه π۱ (X, x۰) گروه

مͳ شود. داده

ͳپوشش فضای ١ . ٢

طور به p نگاشت با B از U باز مجموعه باشد. پوشا پیوسته نگاشت Έی p : E → B کنید فرض

مجموعه های از ͳاجتماع صورت به E در بتوان را p−۱ (U) عکس تصویر هرگاه مͳ شود پوشانده هموار

هر اگر باشد. U بر Vα از  ͳهمانسان Vα به p تحدید α هر ازای به چنان که نوشت Vα هم از جدا باز

Έی p آن گاه شود پوشانده هموار طور به p نگاشت با که باشد U مانند ͳΎهمسای دارای B از b نقطه

مͳ شود. نامیده B ͳپوشش فضای Έی E و ͳپوشش نگاشت

٣



ͳپوشش فضای E آن گاه باشد ͳپوشش نگاشت Έی p : E → B و همبند ساده فضای Έی E اگر

مͳ شود. خوانده B عام

است. ͳپوشش نگاشت Έی زیر ضابطه با p : R → S۱ نگاشت .١ . ٢ . ١ مثال

p (x) = (cos۲πx, sin۲πx)

بازه هر دایره دور R ͳحقیق خط پیچاندن ضمن که کرد مجسم ͳتابع صورت به را p مͳ توان

مͳ نگارد. S۱ بر را [n, n+ ۱]

مثال برای مͳ شود. نتیجه cos و sin توابع ͳمقدمات خواص از p نگاشت بودن ͳپوشش برهان.

p−۱ (U) مجموعه مͳ گیریم. نظر در مثبت اول مختص با نقطه ها همه از متشل S۱ از U مجموعه زیر

با برابر p−۱ (U) ͳیعن است. مثبت cos۲πx آن ها ازای به که مͳ شود تشیل x مانند نقطه هایی از

است. زیر به صورت Vn مجموعه های اجتماع

Vn =

(
n− ۱

۴ , n+
۱
۴

)
, n ∈ Z

sin۲πx زیرا مͳ آید. به دست Έی به Έی ͳنگاشت V n بسته بازه های از Έهر ی به p تحدید با اکنون

Vn و U بر را V n مجموعه p ͳمیان مقدار قضیه بنابر به علاوه است. ینوا اکید به طور بازه ای چنین بر

Έی p|Vn و مͳ باشد U و V n بین ͳهمانسان Έی p|V n
است فشرده V n چون مͳ کند. تصویر U بر را

بالایی باز نیم صفحه های با S۱ مقط΄ مورد در مͳ توان را ͳمشابه استدلال است. U به Vn از ͳهمانسان

به طور p توسط Έهری و مͳ پوشانند را S۱ باز مجموعه های این کرد. اعمال چپ نیم صفحه و ͳپایین و

است. ͳپوشش نگاشت Έی p : R → S۱ بنابراین شوند. ͳم پوشانده هموار

چنان که است T : E → E ͳهمانسان Έی p : E → B ͳپوشش نگاشت Έی از ای عرشه تبدیل

.poT = T

X مانند فضایی از پیوسته نگاشت Έی g اگر بΎیرید. نظر در را p : E → B ͳپوشش نگاشت

.pog̃ = g چنان که است g بالابر Έی g̃ نگاشت باشد B بتوی

۴



ͳمانستگ گروه های ١ . ٣

فضای در نقطه (n + ۱) از مجموعه ای با شده مشخص ͳهندس شل ساده ترین ∆n n‐سادک Έی

است. راس (n+ ۱) روی کامل گراف ͳهندس به طور ∆n است. Rn ͳاقلیدس

است. (n+ ۱) مرتبه با سادک راس های مجموعه از زیرمجموعه ای سادک Έی از n‐وجه Έی

که است سادک ها از باپایان مجموعه Έی K ͳسادک مجتم΄

.α ∈ K داریم A از α وجه Έی با A ∈ K سادک های همه برای .١

سادک Έی خودش ͳیعن است سادک دو از ͳوجه یا است ͳته یا A∩B آن گاه A,B ∈ K اگر .٢

است.

نظر در S از ترتیبی انتخاب با سادک روی جهت Έی سادک، Έی راس های از S مجموعه برای

n)‐وجه ها − ۱) روی ͳجهت n‐سادک، Έی روی جهت Έی دارد. جهت دو سادک هر مͳ گیریم.

آن گاه باشد جهت دار n‐سادک Έی An = (v۰, v۱, ...vn) اگر ببینید. را (١ . ١) شل مͳ کند. القا

تعریف زیر صورت به {v۰, ..., vi−۱, vi+۱, ..., vn} راس های مجموعه با An (n−۱)‐وجه های جهت

مͳ شود.

Fi = (−۱)i (v۰, ..., vi−۱, vi+۱, ..., vn)

و K ͳسادک مجتم΄ Έی از دلخواه جهت پذیر n‐سادک های از An
k , ..., A

n
۱ مجموعه Έی برای

مͳ شود. تعریف زیر صورت به gi ∈ G که G در ضرایب با x زنجیر ‐n ،G ͳگروه آبل Έی

x = g۱An
۱ + g۲An

۲ + ...+ gkA
n
k

.x+ y =
∑k

i=۱ (gi + hi)A
n
i داریم y =

k∑
i=۱

hiA
n
i و x =

∑k
i=۱ giA

n
i برای .G = Z مͳ دهیم قرار

داده نشان Ln با n‐زنجیرها گروه مͳ دهد. ͳآبل گروه Έی تشیل جم΄ این با n‐زنجیرها مجموعه

مͳ شود.

صورت به An مرز باشد. K ͳسادک مجتم΄ در جهت پذیر n‐سادک Έی An کنید فرض

است. An از (n−۱)‐وجه Έی An−۱
i که مͳ شود تعریف زیر صورت به Z بر K از (n−۱)‐زنجیر

δ (An) = An−۱
۰ + An−۱

۱ + ...+ An−۱
n

۵



جهت پذیر ٢‐سادک :١ . ١ شل

با Z روی K n‐دورهای مجموعه باشد. صفر آن مرز اگر مͳ شود نامیده دور Έی n‐زنجیر Έی

شود. نوشته Zn = Ker (δ) صورت به مͳ تواند و است Ln از ͳزیرگروه Zn مͳ شود. داده نشان Zn

K از n)‐زنجیر + ۱) Έی مرز اگر است صفر با متشابه K k‐سادک Έی از x n‐دور Έی

x ∼ ۰ صورت به رابطه این است. صفر با متشابه دوری هر مرز Έی .n = ۰,۱, ..., k − ۱ که باشد

x ∼ ۰ رابطه مͳ شود. داده  نشان Bn = Im (δ) به صورت مرزها از Zn از ͳگروه زیر و مͳ شود نوشته

y و x زنجیر دو برای مͳ دهد: هم ارزی رابطه Έی

(x− y) ∼ ۰ ⇒ x ∼ y

است. متشابه y با x و

Hn گروه داریم. را Hn = Zn/Bn ͳقسمت خارج رابطه است Zn از ͳزیرگروه Bn چون

.Hn = Ker (δ)/Im (δ) داریم است. Z روی K ͳسادک مجتم΄ از n‐بعدی ͳمانستگ گروه

۶



٢ فصل

ͳچرخش عدد و دایره همانسانͳ های

دایره ͳهمانسان هر به که ͳچرخش عدد نام به ͳمفهوم و ͳبررس را دایره همانسانͳ های فصل این در

گویا و است چرخش زاویه برابر دایره چرخش های برای عدد این مͳ کنیم. تعریف شود ͳم داده نسبت

.[۶] خیر یا داریم تناوبی های نقطه که دهد ͳم ما به Έدینامی مورد در ͳاطلاعات آن بودن گنگ یا

فصل در داشت. خواهیم نیاز آن به کار ادامه در و است پایان نامه این در کلیدی ͳمفهوم ͳچرخش عدد

در ͳاطلاعات و است تعریف قابل نیز مختلط صفحه از همبند ساده دامنه برای عدد این مͳ بینیم چهار

مͳ دهد. به دست دامنه ها این Έدینامی مورد

کلاس های مجموعه که مͳ گیریم نظر در R/Z ͳقسمت خارج فضای صورت به را T۱ دایره

مجموعه صورت به را دایره مͳ توان است. صحیح عدد Έی اختلافشان که است ͳحقیق اعداد ارزی هم

معادل تعریف دو این z = e۲πix دادن قرار با آن گاه کرد. تعریف هم S۱ = {z ∈ C : |z| = ۱}

هستند.

دایره گنگ و گویا چرخش های ٢ . ١

زیر شل به اگر مͳ شود نامیده دایره چرخش یا انتقال Έی α ∈ R برای Rα : T۱ → T۱ نگاشت

باشد.

Rα(x) = x+ α (mod۱)

یا گویا به بسته آن ها Έدینامی و است دایره همانسانͳ های برای نمونه ساده ترین دایره چرخش های

است. α بودن گنگ

٧



گاه: آن باشد. α زاویه با دایره چرخش Έی Rα : T۱ → T۱ کنید فرض .٢ . ١ . ١ گزاره

باشد. تناوبی T۱ در مداری هر اگر تنها و اگر است گویا α .١

باشد. چΎال T۱ در مداری هر اگر تنها و اگر است گنگ α .٢

آن گاه است گویا α = p/q کنید فرض ابتدا برهان.

Rα
q(x) = x+ p = x (mod۱)

دوره از و تناوبی x نقطه کنید فرض دیΎر طرف از است. q تناوب دوره از و تناوبی نقطه ای هر پس

آن گاه است. q تناوب

Rα
q(x) = x+ qα = x (mod۱)

.α = p/q ͳیعن و qα = ۰(mod۱) مͳ دهد به دست که

قبل قسمت بنابر و نمͳ باشد تناوبی مدار این آن گاه است. چΎال x نقطه مدار کنید فرض اکنون

است. گنگ α کنید فرض وارون به طور است. گنگ α پس باشد گویا نمͳ تواند α ͳچرخش زاویه

نقطه هر مدار دهیم نشان باید است. مشابه اثبات α < ۰ حالت α؛ > ۰ مͳ کنیم فرض ͳسادگ برای

باپایان تعداد با را T۱ ،ε هر برای خاص به طور مͳ شود. دیΎری دلخواه نقطه هر Έنزدی دلخواه به x۰

از تعدادی شامل کمان هر که دهیم نشان است ͳکاف آن گاه مͳ پوشانیم ε طول به کمان مجزا) لزوما (نه

مجزا نقطه بی پایان تعداد شامل پس نیست تناوبی x۰ مدار که جایی آن از است. x۰ مدار نقطه های

نقطه دو حداقل بنابراین مͳ باشد.

xl = x+ lα (mod۱) , xm = x+mα (mod۱)

مͳ گیرد. قرار ε طول با ͳسانی کمان داخل که است موجود

ویژه به طور

|xm − xl| ≤ ε.

آن گاه m > l کنید فرض کلیت دادن دست از بدون

(m− l)α = |xm − xl| ≤ ε (mod۱).

بΎیرید. نظر در زیر صورت به x۰ مدار روی نقطه های از دنباله ای زیر اکنون

٨



xn(m−l) = x+ n(m− l)α

بنابراین است. n(m− l)α < ε اندازه به زاویه ای با ͳچرخش مرر بردن کار به با متناظر واق΄ در این

است. تمام اثبات و کند قط΄ را ε طول به ͳکمان هر باید زیردنباله این

ͳچرخش عدد ٢ . ٢

تحت نقطه ها چرخش میزان واق΄ در F : T۱ → T۱ مانند دایره ͳهمانسان Έی ͳچرخش عدد

Έی از بالابر مفهوم ابتدا است لازم ͳچرخش عدد تعریف برای مͳ گیرد. اندازه را F تکرارهای

کنیم. ͳمعرف را دایره ͳهمانسان

روی نقطه ای به را ͳحقیق عدد هر که R/Z ͳقسمت خارج فضای بر π : R → T۱ تصویر نگاشت

مͳ شود. خود اعشاری مقدار با متناظر مͳ نگارد T۱

π(x) = x = x− [x] (mod۱)

چنان که

[x] := max{k ∈ Z : k ≤ x}

چنان که دارد Ux مانند ͳΎهمسای Έی x ∈ T۱ هر ͳیعن است. ͳپوشش نگاشت Έی تصویر نگاشت این

همانسان به طور π نگاشت با هرکدام که است همبندی و باز مجموعه های مجزای اجتماع π−۱ (Ux)

است. T۱ عام ͳپوشش فضای R و مͳ شود نگاریده Ux بر

اگر است F از بالابر Έی f : R → R باشد. دایره ͳهمانسان Έی F : T۱ → T۱ کنید فرض

πof = Foπ.

دوسویی و است پوشا تنها π که تفاوت این با است مزدوج شرط شبیه شرط این که کنید توجه

است. f Fو بین مزدوج شبه Έی π نیست.

باشد. دایره چرخش Έی F = Rα : T۱ → T۱ کنید فرض .٢ . ٢ . ١ مثال

F (x) = x+ α (mod۱)

٩



کنید. تعریف زیر صورت به را f : R → R نگاشت و k ∈ Z کنید فرض همچنین

f (x) = x+ α + k

آن گاه

π (f (x)) = π (x+ α + k) = x+ α + k = x+ α = π (x) + α = F (π (x)) (mod۱)

است. F از بالابر Έی f پس

صحیح عدد Έی در تنها بالابر دو این باشند F : T۱ → T۱ از بالابر دو g و f اگر که کنید توجه

و x ∈ R هر برای آن گاه باشد آن بالابر Έی f و نگه دار جهت F ͳهمانسان اگر دارند. تفاوت هم با

.f (x+ n) = f (x) + n داریم n ∈ Z هر

از بالابر Έی f : R → R و نگه دار جهت ͳهمانسان Έی F : T۱ → T۱ کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ گزاره

ρ (f) با حد این است. x نقطه از مستقل و موجود lim
n→∞

fn(x)− x

n
،x ∈ R هر برای آن گاه باشد. F

است. f بالابر از مستقل π(ρ(f)) عدد به علاوه مͳ شود. داده نشان

مͳ کنیم. بیان را زیر ساده لم قضیه این اثبات برای

m,n ∈ N هر (برای باشد مثبت عددهای از ͳجمع زیر دنباله Έی {cn} کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ لم

آن گاه .(cm+n ≤ cm + cn داریم

lim
n→∞

cn
n

= inf{cn
n

: n ∈ N}

دارد. وجود حد این و

که دارد وجود r ∈ {۰, ..., q − ۱} و q ∈ N ∪ {۰} ،n و k مثبت صحیح عدد هردو برای برهان.

آن گاه .n = qk + r

cn
n

≤ cqk + cr
qk + r

≤ qck + cr
qk + r

k دلخواه ثابت برای پس

lim sup
n→∞

cn
n

≤ ck
k

بود دلخواه k چون و q → ∞ داریم n→ ∞ ͳوقت بنابراین و

١٠


