
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 داًشگاُ اصفْاى 

 داًشکدُ علَم

 گرٍُ ریاضی

 

 پایاى ًاهِ ی کارشٌاسی ارشد رشتِ ی ریاضی 

 گرایش آًالیس 

 

 نابرابری های تغییراتی برداری و بهینه سازی

 

:استاد راٌّوا   

 دکتر هحبَبِ رضایی

 

:استاد هشاٍر   

 دکتر جعفر زعفراًی 

 

:پژٍّشگر   

 سیدُ فرزاًِ سْرابی 

1389آباى هاُ   

 



 
 

 

 

 

 

 کلیِ حمَق هادی ٍ هعٌَی هترتب بر ًتایج

 هطالعات ،  ابتکارات ٍ ًَآٍری ّای ًاشی از

 تحمیك  هَضَع  ایي  پایاى ًاهِ  هتعلك  بِ

.                              داًشگاُ اصفْاى است  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 



 
 

 سپاسگساری                                                                                             

 از گسًد داس درٍگر ٍلت ّیچ رٍیٌدُ را زًْار ًیست                              

 هگر تراًِ هي کِ در رٍزگار ًاهدُ بر جای هی هاًد

.                           تا بِ ًاخَاست دست جفا پیشِ ی دّر ، شکَُ تَ را بستاید  

 

 ابتدا  بر  خود لازم می بينم  از زحمات و راهنمايی های بی دريغ سرکار خانم

 دکتر رضايی  تشکر نمايم ،                                                             

.             و از راهنمايی های عالمانه ی جناب آقای دکتر زعفرانی سپاسگسارم  

    در پايان از خانواده خويش ؛ پدر و مادر و بويژه برادر عسيسم سيد آرش سهرابی که 

.             خود را مديون ايشان می دانم تشکر می کنم  

                                                                         

 

 

 

 

 

 



 
 

: تمدین بِ                   

  

.                                                        به پدر و مادر عسيسم   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 چکيده

هجوَػِ ّب ٍ تَاثغ هحذة ًقش .         آًبليش هحذة يکی اس اثشارّبيی است کِ کبرثزد فزاٍاًی در ريبضيبت دارد

ثِ ػٌَاى هثبل در تَاثغ هحذة ّز هيٌيون هَضؼی يک هيٌيون سزاسزی . هْوی در آًبليش هحذة ثبسی هی کٌٌذ 

در  ايي  پبيبى ًبهِ ثزخی رٍاثط ثيي  ًبثزاثزی ّبی تغييزاتی ثزداری ٍ هسبئل ثْيٌِ سبسی ثزداری هشتق . است 

ّن چٌيي  هجوَػِ ی جَاة ّبی ًبتْی ٍ فشزدُ . ًبپذيز ثب فزض تَاثغ هحذة پبيبی غيز ّوَار اثجبت شذُ است

ثزای  ًبثزاثزی ّبی تغييزاتی ثزداری  هيٌتی  ٍ استوپبخيب  کِ ثَسيلِ ی تَاثغ دٍ هتغيزُ تؼوين يبفتِ ای کِ رٍی 

هجوَػِ ّبی غيز هحذة تؼزيف شذُ اًذ  را  تَسط هفبّين شجِ يکٌَايی  ٍ  سيز فزدی  هَرد  تحقيق ٍ ثزرسی 

ثِ ػلاٍُ ّن ارسی رٍاثط ثيي هجوَػِ  جَاة ّبی هيٌتی ، استوپبخيب ٍ جَاة ّبی هؤثز ضؼيف .  قزار گزفتِ اًذ 

تَاثغ دٍ هتغيزُ شجِ آفبيي را هَرد . هسبئل  ثْيٌِ سبسی  ثب  فزض شجِ هحذثی ٍ هحذة پبيبيی اثجبت شذُ است 

ّن چٌيي تبثغ شجِ خطی ٍ .  تَجِّ  قزار دادُ ٍ در شزايط لاسم کبفی ثزای ايي گًَِ ًگبشت ّب ثذست آهذُ است 

ثزخی  ٍيژگی ّبی آى را هطزح  کزدُ  ٍ ثب استفبدُ اس ايي  ٍيژگی ّب  هجوَػِ ی  جَاة ّبی ثزًبهِ ّبی  شجِ 

خطی هشخص شذُ  ٍ  ٍيژگی ّبيی  ثزای هجوَػِ جَاة ّبی هسبئل ًبثزاثزی تغييزاتی شبهل تَاثغ  دٍ هتغيزُ 

در  پبيبى ردُ ای  اس هجوَػِ ّبی هحذة را تؼوين دادُ ٍ  هؼبدل ثَدى تَاثغ پبيب ٍ .  شجِ آفبيي ثيبى شذُ است 

شزايط لاسم  ٍ کبفی ثزای پبيبيی تَاثغ  هَضؼبً ليپشيتش  را  ثب استفبدُ اس سيز .  تَاثغ شجِ هحذة اثجبت شذُ است 

.  ديفزاًسيل کلارک ثذست آٍردُ  ٍ هٌظن ثَدى تَاثغ پبيبی هَضؼبً  ليپشيتش  هَرد ثحث قزار گزفتِ شذُ است 

ثِ ػلاٍُ تحت شزايط  هٌبست هبًٌذ شزط  ثْيٌگی لاسم اس ًَع اسلتز ٍ  شزط ثْيٌگی کبفی ثزای  هسئلِ ی غيز 

.                                                                                      ّوَار شبهل تَاثغ پبيب ثذست آهذُ است

  هجوَػِ ی هحذة پبيب ، ًبثزاثزی تغييزاتی ثزداری ، هسئلِ ی ثْيٌِ سبسی ثزداری ،  : واژه های کليدی       

. تَاثغ شجِ يکٌَا ، تَاثغ شجِ خطی ، تَاثغ دٍ هتغيزُ ، تَاثغ پبيب ، سيز ديفزاًسيل ، تَاثغ سيز فزد  
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¤�µÔÚÈ��.´¨� ùÀª ÓþÂã� ü®�þ¤ �¤�¬ �� �î ý��ÜÿÆõ ý�Â� ¾¨�� ßþÂµú� ßµê�þ ý�Â� ´¨� üÞÜä ý¥�¨ ���ú�ß��ã� �ú÷� Û� ý�Â� öøÀõ ý�û©ø¤ ø ¢¢Âðüõ �ãó�Îõ �ÜÿÆõ ¢���õ ý�ûÀ�ì ø éÀû â��� ÝÜä ßþ� ¤¢���ú� ý�úªø¤ .´¨� ù¢Âî �À�� ü¨À�úõ ÓÜµ¿õ ý�û�µª¤ ¤¢ üã�¨ø ¢Â�¤�î ý¥�¨ ���ú� ù¥øÂõ� .¢�ªüõý�ûÝ�Þã� ÇûøÄ� ßþ� ¤¢ .À÷¤�¢ ý¢�þ¥ ¤��Æ� á��� ,À÷�ªüõ ùÀ�õ�÷ ��÷ ü®�þ¤ ý�þ¤ �õ�÷Â� �î ý¥�¨ý�ûýÂ��Â��÷ ��úÔõ ø ´¨� ùÀª ���¤� ℄11[1 ö�¨ ßû Í¨�� �î �þ�� �À½õ â���� À�÷�õ �À½õ â���� Ýúõß�� ¯�±�¤� ���� Û��ì ý�µØ÷ .Ý��îüõ ü¨¤Â� ,ùÀþ¢Âð �ÂÎõ ℄9[2 üÆ÷�þ� Í¨�� ý¤�¢Â� ü��Â��ç�.´¨� ý¥�¨ ���ú� Û��Æõ �� ü��Â��ç� ý�ûýÂ��Â��÷ý� û��� � � ä� Þ¹ õ ß � � ý� ûý¥¤� Ý û ß µ ê� þ éÀû ´¨� ÛÊ ê ¸ � � Û õ� ª � î � õ� ÷ ö� þ� � ß þ� ¤¢�ÂÏ �� ß��»Þû .´¨� ý¥�¨ ���ú� Û��Æõ ���� �ä�Þ¹õ ø ...ø üµ��õ ø ��¡�³Þµ¨� ü��Â��ç� ý�ûýÂ��Â��÷ý¤�ÂìÂ� ¤¢ üã¨ üþ�þ�� �B ø �À½õ �E ø üþ�þ�� �À½õ �� À�÷�õ �À½� ��úÔõ ¥� üÔÜµ¿õ ý�ûÝ�Þã�.Ýþ¤�¢ ÓÜµ¿õ ���� ¤¢ �¤ ü��Â��ç� ýÂ��Â��÷ Û��Æõ �� ��÷ üû�ð ø ý¥�¨ ���ú� Û��Æõ �� ¯�±�¤�¸þ�µ÷ ø �þ�Ìì üÌã� ø ü��õÀÖõ Ý�û�Ôõ ø Óþ¤�ã� ö��� �� ℄21[ ø ℄4[ ,℄18[ ù¢�Ôµ¨� �� ñø� ÛÊê ¤¢.Ýþ¥�¢Â�üõ ýÀ�Üî�Þ÷ üÎ¡ ¤��Þû Â�è â���� ø �Þ÷ ßþ�ê� â���� ��úÔõ ü¨¤Â� �� ℄14[ ,℄13[ ¥� ù¢�Ôµ¨� � � �ø¢ ÛÊê ¤¢�¤ ý¥�¨ ���ú� �ÜÿÆõ ý�û����ý�ä�Þ¹õ ,üþ�Þ÷ ßþ�ê� ø üþ�Þ÷ üÎ¡­Âê ´½� ß��»Þû .Ýþ¥�¢Â�üõü��Â��ç� ý�ûýÂ��Â� �÷ ý�Â� ù¢ÂÈê ø üú� �÷ ý�û���� �ä�Þ¹õ ℄18[ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� .Ý��îüõ É¿ÈõÕ�Ö½� ¢¤�õ �µê�þ Ý�Þã� ý¢Âê Âþ¥ ø üþ�Þ÷ ���Øþ À�÷�õ üÞ�û�Ôõ ö¢Âî �ÂÏ �� üµ��õ ø ��¡�³Þµ¨� ý¤�¢Â�Hanson1Giannessi2



�� Ó�ã® Â��bõ ý�û���� ø üµ��õ ,��¡�³Þµ¨� ý�û���� �ä�Þ¹õ ß�� ý�ûý¥¤� Ýû ùø�ã� .Ýû¢üõ ¤�Âì.Ý�û¢üõ ¤�Âì ���� ¢¤�õ í¤�î ÕµÈõ ¥� ù¢�Ôµ¨�Ý��îüõ ö��� �¤ �þ�� �À½õ �� ø �þ�� �À½õ â���� ¥� ýÀþÀ� §�î ℄17[ ø ℄8[ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ��¨ ÛÊê ¤¢Û��Æõ ø ü��Â��ç� ýÂ��Â��÷ ß�� Í��ø ¤ ��±�� �� (WV V LI) ø (V V LI) ü��Â��ç� ý�ûýÂ��Â��÷ �ÂÏ �� ø.Ýþ¥�¢Â�üõ �þ�� �À½õ �� , �þ�� �À½õ â���� ­Âê ´½� ¤��Þû Â�è ý¥�¨ ���ú��E ö���ä �� â��� � ø �û�ä�Þ¹õ ý�Â� �À½� Ý�Þã� ×þ ö�� � � � ℄7[ ø ℄23[ ,℄10[ �¤�ú� ÛÊê ¤¢Û��Æõ �� �¤ �ú÷� Í��ø ¤ ,â���� ø �û�ä�Þ¹õ ßþ� «��¡ ü¡Â� ö��� ßÞ® ... ø üþ�þ�� �À½õ �E ,�À½õ.Ý��îüõ ���¤� ý¥�¨ ���ú�Íþ�Âª ø �µ¡�¢Â� �À½õ �±ª â���� �� �ú÷� ¯�±�¤� ø �þ�� �B �E ø �þ�� �B â���� ü¨¤Â� �� Ý¹�� ÛÊê ¤¢�õ�÷Â� ø �þ�� �B ø �µ�È³�ó �fã®�õ ,ÝÑ�õ â���� ø Ý���þüõ �¤ �µ�È³�ó �fã®�õ â���� üþ�þ�� �B ý�Â� �¥�.Ý�û¢üõ ¤�Âì ¶½� ¢¤�õ �¤ �þ�� �B â���� �� ý�ûý�þ¤
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1 ÛÊê
��óø� Ý�û�Ôõ

¤�Âì ù¢�Ôµ¨� ¢¤�õ �õ�÷ ö�þ�� ßþ� ¤¢ �î ��óø� Ý�û�Ôõ ℄21[ ø ℄4[ ,℄18[ â��Âõ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ÛÊê ßþ� ¤¢.À�ª�� üØþ��ó���� ý¤�¢Â� ý�Ìê X ø Y Ý��îüõ­Âê ß��»Þû .Ý��îüõ ö��� �¤ ´¨� �µêÂð� 2 [0;1℄ Âû ø x; y 2 A Âû ý�Â� Âð� Ý�õ�÷üõ 1 �À½õ ý�ä�Þ¹õ ×þ �¤ A � X . 1.1ÓþÂã�:Ý�ª�� �µª�¢�x+ (1� �)y 2 A:
Convex1



��óø� Ý�û�Ôõ 1 ÛÊêÂû ý�Â� Âð� Ý�þ�ð � : X �X ! X �� ´±Æ÷ 2 �þ�� �À½õ ý�ä�Þ¹õ×þ �¤ K � X . 2.1ÓþÂã�:Ý�ª�� �µª�¢ � 2 [0;1℄ Âû ø x; y 2 Kx+ ��(x; y) 2 K:
é�è �¤ A Ûõ�ª �À½õ ý�ä�Þ¹õ ßþÂ� ×��î �¤�¬ ßþ� ¤¢ .A � X Ý��î ­Âê . 3.1ÓþÂã�.Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷ 
onvA �� ø Ý�þ�ð A 3 �À½õ:Ý�ª�� �µª�¢ � 2 [0;1℄ Âû ø x; y 2 X Âû ý�Â� Âð� Ý�õ�÷üõ �À½õ �¤ f : X ! R â��� . 4.1ÓþÂã�f(�x+ (1� �)y) � �f(x) + (1� �)f(y):.Ý�þ�ð ÂãÖõ �¤ f Àª�� �À½õ �f �î ü�¤�¬ ¤¢�µª�¢ � 2 [0;1℄ Âû ø x; y 2 X Âû ý�Â� Âð� Ý�þ�ð 4 �À½õ �±ª �¤ f : X ! R â��� . 5.1ÓþÂã�:Ý�ª��f(�x+ (1� �)y) � maxff(x); f(y)g:�¤�¬ ßþ� ¤¢ Àª�� ¤�Âì Â� t 2 (0;1) Âû ø x 6= y ,x; y 2 X Âû ý�Â� À�î� �¤�¬ �� ��� ýÂ��Â��÷ Âð�.Ý�õ�÷üõ �À½õ �±ª �fÀ�î� �¤ f â���Invex2Covex hull3Quasi 
onvex4

6



��óø� Ý�û�Ôõ 1 ÛÊê�µ¨��� Ý�÷) 5 ü��þ�� ý�µ¨��� Ý�÷ x0 2 X ý�ÎÖ÷ ¤¢ f : X ! R [ f�1;+1g â��� . 6.1ÓþÂã�x 2 U Âû ý�Â� �î Àª�� �µª�¢ ¢��ø ý��÷�ð �� x0 ¥� U üÚþ�ÆÞû " > 0 Âû ý�Â� Âð� Ý�þ�ð (6 üþ���.(f(x) � f(x0) + ") f(x) � f(x0)� " Ý�ª�� �µª�¢:Ý�ª�� �µª�¢ � � 0 Âû ý�Â� Âð� Ý�õ�÷üõ 7 ¯øÂ¿õ �¤ C � X . 7.1ÓþÂã��C � C.Ý�þ�ð ¤�¢ í�÷ ¯øÂ¿õ �¤ C �¤�¬ ßþ� ¤¢ C \ (�C) = f0g ù�ð Âû�� ü±��Â� ý�Î��¤ �¤�¬ ßþ� ¤¢ .int C 6= ; �� �À½õ ¯øÂ¿õ C � X À��î ­Âê . 8.1ÓþÂã�:ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ Âþ¥ �¤�¬x �C y , x� y 2 C ; x >C y , x� y 2 int Cx �C y , x� y =2 C ; x �C y , x� y =2 int C:
ù�ð Âû Ý�õ�÷üõ 8 ´±·õ ßÚÞû �¤ g : X ! R â��� . 9.1ÓþÂã�g(tx) = tg(x); 8t � 0:

Lower semi-
ontinuous5Upper semi-
ontinuous6Cone7Positively homogeneous87



��óø� Ý�û�Ôõ 1 ÛÊê:Ý��îüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� ü±��Â� ý�Î��¤ x; y 2 Rn Âû ý�Â� . 10.1ÓþÂã�x � y , xi � yi; i = 1; : : : ; n;x = y , xi = yi; i = 1; : : : ; n;x < y , xi < yi; i = 1; : : : ; n:
ù�ð Âû Ý�þ�ð 9 ö��� ¢�¡ �¤ F : Rn ! Rn ´ª�Ú÷ . 11.1ÓþÂã�FoF = F:

´¨� 10¤�¢ ´ú� ÕµÈõ ý�¤�¢ v 2 X ´ú� ¤¢ ø x 2 X ý�ÎÖ÷ ¤¢ f : X ! Y â��� . 12.1ÓþÂã��î Àª�� �µª�¢ ¢��ø ý��÷�Ú� w 2 Y Âð�limt#0 f(x+ tv)� f(x)� twt = 0Y.Ý�û¢üõ ¤�Âì w = f 0(x; v) �¤�¬ ßþ� ¤¢×þ ø K > 0 ù� ð Âû Ý � õ� ÷üõ 11� µ �È ³ � ó x 2 X üØþ¢� ÷ ¤¢ �¤ f : X ! R â �� � . 13.1ÓþÂã�:Ý�ª�� �µª�¢ y; z 2 U Âû ý�Â� �î Àª�� ¢���õ U À�÷�õ x ¥� üÚþ�ÆÞûjf(y)� f(z)j � Kky � zk.Ý�þ�ð �µ�È³�ó �fã®�õ �¤ f â��� Àª�� �µ�È³�ó X ý�ÎÖ÷ Âû üØþ¢�÷ ¤¢ f �î ü�¤�¬ ¤¢Indepotent9Dire
tionally di�erentiable10Lip
hitz118



��óø� Ý�û�Ôõ 1 ÛÊê:Ý��îüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� °��Â� �� �¤ f : X ! R â��� üþ��� ø ü��þ�� ü�þ¢ ÕµÈõ . 14.1ÓþÂã�Df+(x; v) = lim supt!0+ f(x+ tv)� f(x)t ;
Df�(x; v) = lim inft!0+ f(x+ tv)� f(x)t :

í¤�î �µê�þ Ý�Þã� ¤�¢ ´ú� ÕµÈõ .Àª�� �µ�È³�ó �fã®�õ f : X ! R â��� À��î ­Âê . 15.1ÓþÂã�¥� ´¨� �¤�±ä Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷ f0(x; v) �� �î v ¤�¢Â� ´ú�¤¢ ø x ý�ÎÖ÷ ¤¢ f â��� 12f0(x; v) = limt#0 supy!x f(y + tv)� f(y)t :¥� ´¨� �¤�±ä x ý�ÎÖ÷ ¤¢ f â��� Û�Æ÷�ÂÔþ¢ Âþ¥ ¥� ¤�Ñ�õ�
f(x) = f� 2 X� : f0(x; v) � h�; vi;8v 2 Xg:
:�¤�¬ ßþ� ¤¢ Àª�� K �±�Âõ ¥� �µ�È³�ó x 2 X üØþ¢�÷ ¤¢ f : X ! R â��� À��î ­Âê . 16.1 ��Ìì:´¨� ¤�Âì Â� Âþ¥ ¯Âª ø ´±·õ ßÚÞû ,üû��µõ �ø¢ Â�çµõ �� ´±Æ÷ f0(x; v) â��� (Óó�)jf0(x; v)j � Kkvk: :Ýþ¤�¢ x; v 2 X Âû ý�Â� (�)f0(x;�v) = (�f)0(x; v):Clark's generaliezed dirre
tional derivative129



��óø� Ý�û�Ôõ 1 ÛÊê.À��î á��¤ ℄4[ â�Âõ �� . ��±��Âû ø x 2 X Âû ý�Â� �¤�¬ ßþ�¤¢ .Àª�� �µ�È³�ó �fã®�õ f : X ! R â��� À��î ­Âê . 17.1 ù¤��ð:Ýþ¤�¢ � 2 R�
(�f) = ��
f(x): .À��î á��¤ ℄4[ â�Âõ �� . ��±���¤�¬ ßþ� ¤¢ .À�ª�� �µ�È³�ó x 2 X üØþ¢�÷ ¤¢ f; g : X ! R â���� Âð� . 18.1 ù¤��ð�
(f + g)(x) � �
f(x) + �
g(x):.À��î á��¤ ℄4[ â�Âõ �� . ��±��ù�ð Âû Ý�õ�÷ 13ÝÑ�õ x 2 X ý�ÎÖ÷ ¤¢ �¤ f : X ! R â��� . 19.1ÓþÂã�f0(x; v) = f 0(x; v); 8v 2 X:
ÂÑ÷ ¤¢ �¤ Âþ¥ ý¤�¢Â� ý¥�¨ ���ú� ý�ÜÿÆõ .Àª�� K � X ø f : X ! R À��î ­Âê . 20.1ÓþÂã�:ÝþÂ�ðüõminf(x):x 2 K:Ý�ª�� �µª�¢ y 2 K Âû ý�Â� Âð� ´¨� ë�ê ý¥�¨ ���ú� ý�ÜÿÆõ ý�Â� 14Â��bõ ���� x 2 Kf(y) 
 f(x) regular13EÆ
ient solution1410



��óø� Ý�û�Ôõ 1 ÛÊê:Ý�ª�� �µª�¢ y 2 K Âû ý�Â� Âð� ´¨� ë�ê ý¥�¨ ���ú� ý�ÜÿÆõ ý�Â� 15 Ó�ã® Â��bõ ���� x 2 K øf(y) � f(x):
16KKM ´ª�Ú÷ �¤ F : E � Rn ý¤�ÀÖõ À�� ´ª�Ú÷ .´¨� E � Rn À��î ­Âê . 21.1ÓþÂã�:Ý�ª�� �µª�¢ E ¥� fx1; x2; : : : ; xng üû��µõ ý�ä�Þ¹õ Âþ¥ Âû ý�Â� Âð� Ý�þ�ð
onvfx1; x2; : : : ; xng � n[i=1F (xi):
ùø�ã� .´¨� Rn ¤¢ �µÆ� F (x) ý�ä�Þ¹õ x 2 E � Rn Âû ý�Â� À��î ­Âê (KKM Ýó). 22.1 Ýó�¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� KKM ´ª�Ú÷ F ø ¤�À÷�Âî F (x) ý�ä�Þ¹õ x 2 E ×þ ý�Â� Ûì�À�\x2E F (x) 6= ;: �.À��î á��¤ ℄18[ â�Âõ �� . ��±��ý¤�ÀÖõ À�� â��� �¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� üú� Â�è ý��ä�Þ¹õ E � Rm À��î ­Âê . 23.1ÓþÂã�¤¢ �µÆ� ý��ä�Þ¹õ ¢�ªüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� �î F ¤�¢�Þ÷ Âð� Ý�õ�÷üõ 17 �µÆ� �¤ F : E � Rn.Àª�� Rm � Rngrap F = f(x; y) 2 E � Rn jy 2 F (x)g Weakly eÆ
ient solution15KKM map16
lose1711



��óø� Ý�û�Ôõ 1 ÛÊêÂû ý�Â� �¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� int C 6= ; �� ý��µÆ� ø �À½õ ¯øÂ¿õ C � X À��î ­Âê . 24.1 Ýó:´ª�¢ Ý�û��¡ x; y; z 2 X.y =2 int C ù�Ú÷� x =2 int C ø x� y 2 int C Âð� (Óó�).z � y =2 int C ù�Ú÷� x+ z =2 int C ø x+ y 2 C Âð� (�).x+ z =2 int C ù�Ú÷� �y 2 C ø x+ z � y =2 int C Âð� (�).x+ z =2 int C ù�Ú÷� y � z 2 C ø x+ y =2 int C Âð� (¢)�¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� x� y 2 int C ø y 2 int C À��î ­Âê (Óó�) . ��±��x� y + y 2 int C + int C � int C.´¨� y =2 int C ßþ�Â���� .´¨� Ëì��� ßþ� �õa� x 2 int C Å��¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� x+ y 2 C ø z � y 2 int C À��î ­Âê (�)z � y + x+ y 2 int C + C � int C.´¨� z � y =2 int C ßþ�Â���� .´¨� Ëì��� ßþ� �õa� z + x 2 int C Å��¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� �y 2 C ø x+ z 2 int C À��î ­Âê (�)x+ z � y 2 int C + C � int C.´¨� Ëì��� ßþ� �õa� .x+ z � y 2 int C �¹�µ÷ ¤¢� .¢�ªüõ ´��� ��÷ (¢) ´ÞÆì ���Èõ ¤�Î��À½õ �±ª �fÀ�î� f : Rn ! R â��� ø �À½õ ,üú�Â�è ý��ä�Þ¹õ S � R À��î ­Âê . 25.1 ��Ìì12


