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بنده را ياري برداشتن هيچ گامي  ،با سپاس بي كران  به در گاه ايزد يكتا كه بي لطف منتهايش

  .نيست

بيش از همه لازم مي دانم از استاد راهنماي گرامي، جناب آقاي دكتر سيد محمد باقري كه 
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به خاطر مطالعه پايان نامه و نيز قبول زحمت جهت شركت در موسوي و دكتر عباس حيدري 

  .دفاعيه، تقدير و تشكر مي كنم جلسه ي

 

  

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

  چكيده                                                   

منطق پيوسته گسترشي از منطق مرتبه ي اول مي باشد كه براي مطالعه ي ساختارهاي جبري 

منطق پيوسته بر مبناي فضاي متريك، از نظر صورت . طراحي شده است يكمجهز به يك متر

  .بندي شباهت بسيار با منطق مرتبه اول دارد

صورت مرتبه اول اين . هدف از اين پايان نامه بررسي قضيه ي تماميت در اين منطق مي باشد

صورت منطق  .پذير باشدخرسنداست اگروتنها اگر  برهان پذيرقضيه بيان مي كند كه جمله اي 

پيوسته اين قضيه تفاوت هايي با صورت مرتبه اول آن داردكه در اين پايان نامه مورد بحث قرار 

خواهيم از جمله در ارتباط با محاسبه پذيري  عضي از قضاياي ديگربدرادامه به . خواهد گرفت

 .پرداخت

يكنواخت، پيوستگي پيمانه پيوستگي : واژه هاي كليدي در اين پايان نامه عبارتند ازهمچنين 

  .يكنواخت، ، استنتاج صوري، درجه ي درستي و منطق گزاره اي پيوسته 
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  فصل اول                                    

  تعاريف وپيش نيازها                      

  Lukasiewiczومنطق گزاره ايدر اين فصل به معرفي منطق، منطق گزاره اي، منطق مرتبه اول 

  .ي باشدم ]7[و  ]5[،]3[،]2[مرجع مطالب اين فصل ازچهار .مي پردازيم

  تعريف منطق1.1

  .براي تفكر استمنطق رياضي، مدل سازي رياضي 

قدما منطق . هم با تعريف متأخرين از علم منطق اساسا ً متفاوت است تعريف با تعريف قدما واين 

لذا از شرافت ذاتي  بود ومي دانند به همين دليل، منطق يك علم آلي  را يك آلت تصحيح فكر

منطق رياضي را علم استدلال رياضي مي  اما متأخرين، منطق را علم استدلال و. برخوردار نبود

  .دانند 

  منطق گزاره اي2.1

  .گزاره هاي اتمي، كوچكترين واحدهاي خبري اند كه ممكن است راست باشند يا غلط

 :زبان منطق گزاره ها عبارتند از .1.2.1تعريف

 .دهيم نمايش مي �را با  الفباي زبانمجموعه .  p1,p0,…الفباي زبان يا نماد هاي گزاره اي )1

∧منطقي  هايهابند )2 ، ∨ ، → ، ⊥ ،¬  
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 »)  «و »(«نمادهاي كمكي ) 3

به نمادهاي گزاره  .در زبان منطق گزاره ها تعداد نماد هاي گزاره اي را شمارا در نظر مي گيريم

  .  نمادهاي اتمي يا متغيرهاي گزاره اي هم مي گوييم اي،

منطقي  هابنددر صورتي آنرا  .منطقي هابندهم  اي اتمي فرض كرد و را هم مي توان گزاره⊥ 

يك  ¬و  دو موضعي هابند→،∨،∧   كهحاليدر  صفر موضعي باشد هابند، يك  ⊥ كه فرض كنيم

  . در اينجا از اين نماد به عنوان گزاره ي اتمي استفاده مي كنيم. يك موضعي مي باشند هابند

اي اتمي، ه له هاي متناهي از نمادهاي گزارهشامل همه ي دنبا ،مجموعه ي عبارات .2.2.1تعريف

  .نمايش مي دهيم ���نمادهاي كمكي است و با نماد  ومنطقي  هايهابند

��نمايش مي دهيم كه كوچكترين مجموعه �� گزاره ها را با نماد ي مجموعه  ⊆ به  ���

  :قسمي كه

1(⊥∈  PR  به ازاي هر  و� ∈ ℕ  ،�� ∈ �� .  

�,� اگر  )2 ∈ ,(�⋀�)، آنگاه �� (�⋁�), (� → �) ∈ ��. 

�اگر  )3 ∈ (�¬) آنگاه  �� ∈ ��.  

تعريف كرد، اين مجموعه  هاهابندرا با استفاده از مجموعه ي خاصي از  هاهابنداگر بتوان همه ي 

 .مي گوييم» طور تابعي كاملبه  «را

,∨	  در اين منطق مجموعه ي به طور كامل، مجموعه هاي ¬
,∧	 و  ¬
، 	→  , ¬
، 	¬, ⊥
   مي

 كه به وسيله ي شفر ابداع شد و هابنداين . ي هست كه به تنهايي كامل مي باشدهابنداما  .باشند

يعني . نمادي دوتايي است و نمايش داده مي شود»|«شفر مشهور است معمولاً با نماد  هابندبه 

همان  A|B خودمان استفاده كنيم،  هابنداگر بخواهيم از . »�نه هم  و � نه هم«  �|�

¬(A ∧ B) است.  
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  :(HP)قواعد منطق گزاره ها در دستگاه هيلبرت موضوعه و بنداشت هاي .3.2.1تعريف 

  :موضوعه بنداشت هاي )الف

� → (� → �) 1(  

 (� → (� → �) → (�� → � → �� → �) 2(  

 � → (� → � ∧ �) 3(  

� ∧ � → � 4 (  

� ∧ � → � 5(  

�� → � → (�� → � → �� ∨ � → � 6(  

� → � ∨ �   7(  

� → � ∨ �   8(  

¬¬� → �   9(  

  :قاعده استنتاج )ب

   
A,      A → B

�  ��                                                                                                                              

   .گويند به گزاره هاي زير خط، نتيجه و ندهاي استنتاج گوي مقدمه به گزاره بالاي كسر،

  : حال برهان را در منطق گزاره اي بصورت زير تعريف مي كنيم

از  A براي) استنتاج(، برهان A از گزاره ها وگزاره اي مثل  �براي مجموعه اي مثل .4.2.1تعريف

,��، دنباله اي مثل  � … , ��هاست كه از گزاره �� = �، � و براي هر � ≤   :داشته باشيم �
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 قابل استنتاج است و مي نويسند �از Aموجود باشد، گويند  �از A اگر يك برهان براي 

  � ⊢�� �.  

Γاگر = ��⊣ يمو مي نويس است) در منطق گزاره ها ( قضيهيك  A يم،گوي ∅ �  .  

��)).5.2.1مثال → ��) ∧⊥ ��گزاره است در صورتي كه يك     ∨⊥→  .گزاره نيست ¬

اين است كه » كلاسيك«يكي از معاني . منظورمان از منطق رياضي، منطق رياضي كلاسيك است

به عبارت ديگر منطق كلاسيك به منطقي اطلاق مي شود كه . يا درست است ويا غلط هر گزاره اي

  . دو ارزشي است

:�  يك تعبير براي منطق گزاره ها، تابعي مانند  .6.2.1ريفعت �� → است كه در شرايط {0.1}

  :مي كند زير صدق 

1(��� ∧ � = ���اگر وفقط اگر   1 = ��� و1 = 1 .  

2( ��� ∨ � = ���اگر وفقط اگر 0 = ��� و0 = 0 . 

3(��� → � = ���اگر وفقط اگر  0 = ��� و0 = 1 . 

4( ��¬� = ���اگر وفقط اگر  1 = 0 . 

5( ��⊥ = 0 . 

���، اگر� تعبير  و Aگزاره ي  براي =  Aراست يا يك مدل I تعبير با Aگزاره  يممي گوي 1

� يمومي نويس .است ⊨ ���اگر  و � =  )غلط (ناراست �با تعبير Aگزاره ي يم، مي گوي 0

�و مي نويسند  است ⊭ � . 

�مجموعه اي از گزاره ها باشد، �اگر  همچنين ⊨ � براي هر يعني � ∈ �، � ⊨ � .  
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نتيجه ي معناشناسانه  Aكه يم ، مي گوي Aاز گزاره هاوگزاره اي مثل  �براي مجموعه ي  از طرفي

�، اگر � است اگر براي هر تعبير مثل �يا نتيجه ي منطقي  ⊨ �آنگاه   � ⊨  در اينصورت مي �

� يمنويس ⊨ � .  

� ،  �؛ يعني براي تعبير مثل يمگوي)هميشه راست (را همان گو Aتهي باشد گزاره ي  �اگر ⊨ � .

⫤ نويسيم صورت مياين در � .  

�فرض كنيد كه  ]قضيه ي استنتاج[.7.2.1قضيه ∪  آنگاه.مجموعه اي از گزاره ها باشد  {�,�}

� ∪ {�} ⊢�� �اگراگر وفقط  � ⊢�� � → � .  

�از گزاره ها را سازگار گويند هرگاه  �مجموعه اي مثل  .8.2.1تعريف در غير اينصورت .  ⊥⊬

   .گويندآنرا ناسازگار

  .منطق گزاره ها سازگار است جه گرفت كهيبا توجه به تعريف مي توان نت

� براي هر مجموعه از گزاره ها مثل ]قضيه ي تماميت[.9.2.1قضيه  ∪ � اگر   {�} ⊨  آنگاه �

 � ⊢ �.  

 است يعني قضيه تماميت معادل اين است كه هر زير مجموعه ي »لم وجود مدل«تماميت معادل 

  . سازگار از گزاره ها مدل دارد

  :حال به يكي از صورت هاي قضيه تماميت كه كاربردهاي زيادي دارد مي پردازيم

ر هر زير مجموعه ي متناهي آن مدل گفقط ا مدل دارد اگرو ]�قضيه ي فشردگي[.10.2.1قضيه

 .داشته باشد

،   �از گزاره ها را كامل گويند، اگر براي هر گزاره مثل � )سازگار(مجموعه  .11.2.1تعريف

� ⊢ �يا  � ⊢ ¬� .  

⊬ مثلاً :كامل نيست تعريف منطق گزاره ها اين با و ��¬ ⊬ �� . 
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  منطق مرتبه ي اول 3.1

  :الفباي زبان مرتبه اول شامل نمادهاي زير است .1.3.1تعريف

مجموعه اي از نماد هاي رابطه اي يا  ،�� براي هر عدد طبيعي  :نماد رابطه اي يا نماد محمولي )1

  . ...،����،����،����موضعي مثل  ��محمولي 

��،  ��براي هر عدد طبيعي: تابعي نمادهاي )2 ≥  موضعي� ، مجموعه اي از نمادهاي تابعي  1

  . ...،���� ، ����، ����مثل

�، ��، نمادهاي� مجموعه يبه ازاي : نمادهاي ثابت )3 ∈ � .  

  . ...، �� ،�� شماراي  دنباله ي نامتناهي و: متغيرهاي فردي )4

∨: هاچنداگر و هاهابند )5 ، ∧ ، → ،¬، ⊥ ،∀،∃ .  

 ).و ( نمادهاي كمكي  )6

 دو رابطه اياگر به الفباي بالا، نماد. زبان تعريف شده ي فوق را زبان سره ي مرتبه اول گويند

  .هماني يا تساوي اضافه شود، به آن الفباي زبان مرتبه اول گويندموضعي 

مي توان  به همين دليلضمناً رابطه يا نماد صفر موضعي، درست مثل اتم در منطق گزاره هاست 

  .منطق گزاره ها را بخشي از منطق مرتبه اول دانست

  :ساختار دنباله اي مرتب مثل .2.3.1تعريف

� = (�, {��
�� ∶ � ∈ �	}, {�
�� ∶ � ∈ ��,�
 ≥ 1 }, 	��: � ∈ �
)        

��}، است  �ربه نام جهان ساختامجموعه ي ناتهي  �است كه
�� ∶ � ∈ مجموعه اي از  {	�

��هاي رابطه ي موضع تعداد،  ��است كه  �ها روي هرابط

�} ،است ���� ∶ � ∈ مجموعه  {��
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��	است و   ��
�هاي تابع موضعتعداد،    
�كه است �اي از تابع ها روي  ∶ � ∈ �
مجموعه  

��	اي از ثابت هاست كه  ∶ � ∈ �	
 ⊆ � .  

��}هاي مجموعههر يك از 
�� ∶ � ∈ 
�}و  {	��� ∶ � ∈ ��,�
 ≥ متناهي يا  تهيتواند مي { 1

ℵ يا حتي اندازه ي آنها، بزگتر از  عضو داشته باشند و
�

  . باشد 

  :به تعريف عبارات، ترم و فرمول در منطق مرتبه اول مي پردازيماكنون 

  .3.3.1تعريف

، مجموعه ي همه ي دنباله هاي متناهي از نمادهاي الفباي ��� مجموعه ي عبارات، با نماد )�(

  .يك عبارت است ��)��∀��به طور مثال  .زبان است

  : ،كوچكترين مجموعه اي است كه داراي خاصيت زير مي باشد ���مجموعه ترم ها با نماد )��(

��، I در  �هر  براي)1 ∈ ��، � وبراي هر عدد طبيعي مثل ��� ∈ ���  .  

,��اگر)2 … , �� ∈ ,��)���نماد تابعي باشد در اين صورت  ���و ��� … ,   .است��� در(��

كه داراي  است ���،كوچكترين زير مجموعه ي��� مجموعه ي فرمول ها ، با نماد )���(

  :باشدمي  خاصيت زير

1( ⊥∈  FRM  . اگرn=0 كه � آنگاه براي هر��
��در زبان باشد،  �

� ∈  و n≥1اگر .  ���

��, … , �� ∈ ��كه �براي هر  در اينصورت ���
��در زبان باشد،  �

�(��, … , ��) ∈ ��� 

,�� اگر . �� ∈ �� آنگاه ��� ≈ �� ∈ ��� .  

�,�اگر  )2 ∈ ∋∘و  ��� {∧,∨, �)آنگاه  {→ ∘ �) ∈ ��� .  

� اگر )3 ∈ (�¬)، آنگاه  ��� ∈ ��� .  

� اگر)4 ∈ (���∀) ، �براي هر عدد طبيعي  هآنگا��� ∈ (���∃)و  ��� ∈ ��� . 
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مي  ℒتعريف شده است را مجموعه فرمول هاي اتمي در زبان ) 1(مجموعه فرمول هايي كه در بند 

گويند با توجه به اينكه محمول هاي صفر موضعي در اين مجموعه قرار دارند، اين مجموعه شامل 

  .گزاره هاي اتمي منطق گزاره ها هم هست

ℒفرض كنيدكه  .4.3.1مثال = {≤, �, نماد تابعي  �نماد محمولي دو موضعي و  ≥كه  {0,+

  :چند فرمول در اين زبان.نماد ثابت است 0نماد تابعي دو موضعي و +يك موضعي و

∃����� ≤ ��������       و            ≤       .…     و  0

  .را يك جمله گويند هرگاه متغير آزاد نداشته باشد �فرمولي مثل  .5.3.1تعريف

  ، تابعي مثل  �در ℒتعبير براي الفباي زبان  .6.3.1تعريف

� ∶   ℒ  →   {�
� ∶   �, � ∈ ℕ} ∪ {�
� :  �, � ∈ ℕ , � ≥ 1} ∪ 	�� ∶ � ∈ �
)   

  :است كه 

���
�� = �
�            ,            �, � ∈  ℕ                                                                                      

���
�� = �
�            ,                �, � ∈ ℕ        ,       � ≥ 1                                                        

���� = ��              ,          � ∈ ℕ                                                                                               


�)� به جاي باشد مشخص Iاگرتعبير 
�)� براي همچنين .كنيم استفاده مي �(�
�)نماد از (��) 


� �از نماد هاي نيز، ���� و��
�

 .استفاده مي كنيم ����و 

د راست است، با نما �، در ساختار� ، به تعبير  (�)ℒدر زبان �جمله  گوييم همچنين

� ⊨�    اگر وفقط اگر  ، �

1(  

�به ازاي هر )الف ∈ ℕ ،� ⊨� �����اگروفقط اگر ��� = 1 .  
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,�به ازاي هر  )ب � ∈ ℕ ،i≥1 ،� ⊨� �
����, … , ��,���)اگروفقط اگر  … , ���) 

  .باشد �(�
�)در

�⫤ �) ج �� ≈ ���اگروفقط اگر  �� = ��� .  

2(  

�⫤ �)الف � ∧ �⫤ �اگروفقط اگر  � �⫤ �و �[�] [�]�  .  

�⫤ �)ب � ∨ �⫤ �اگروفقط اگر  � �⫤ �يا �[�] [�]�   .  

�⫤ �)ج � → �⫤ �چنين نباشدكهاگروفقط اگر  � �⫤ �يا �[�] [�]� .  

�⫤ �) د �⫤ �وفقط اگرچنين نباشدكهاگر  �¬ [�]� .  

3(  

�⫤ �) الف �⫤ �، �در  �ر براي هر اگروفقط اگ ��∀ (���|� !)�   .  

�⫤ � )ب �⫤ �موجود باشدكه �در� اگروفقط اگر ��∃ (���|� !)� .  

�⫤ �مشخص باشد به جاي � رياگر تعب A  مينويسيم� ⊨  .است �مدل  �ومي گوييم  �

�راست نباشد مي نويسيم  �در   �اگر و ⊭ � .  

Γفرض كنيد كه  .7.3.1تعريف ∪   :باشد (�)ℒمجموعه اي از جمله ها در زبان  {�}

1( � ⊨� �⫤ �،  �اگروفقط اگر براي هرتعبير  � A .  

2(  ⊨ ⫤ � ، �ساختار -ℒبراي هر  راست است، اگروفقط اگر �يا  � � . 

3(Γ ⊨ �⫤ �، Γ در �، اگر براي هر  �ساختار -ℒاگروفقط اگر براي هر   � ، آنگاه  �

� ⊨ � . 



 10                 تعاريف و پيش نيازها. 1فصل

  

⫤ �موجود باشد كه  �ساختار -ℒارضاشدني است اگروفقط اگر  �جمله ) 4 � . 

,��با متغير هاي آزاد  �فرمول )5 … موجود  �ساختار -ℒاگروفقط اگر  ارضاشدني است ��,

�⫤ �باشد كه  ∃��, … ,��� . 

  )#"(قواعد منطق مرتبه اول در دستگاه هيلبرت و بنداشت ها .8.3.1

  :موضوعه  بنداشت هاي)الف

  منطق گزاره ها  بنداشت )9- 1

10( ∀� ��� → �[�|�]  

11( ∀��� → ���� → �� → ∀�����  )نيستآزاد  �در  �(  

12( ���|�! → ∃��(�)   

13( ∀���(�) → � → (∃��(�) →   )آزاد نيست �در  �( (�

  : قواعد استنتاج) ب

  قاعده استنتاج در منطق گزاره ها ) 1

  :      قاعده ي تعميم)2

�G  
A

∀��(�)
                                  

به اين مطلب توجه كرد كه متغير در فرمول هايي كه  در به كار بردن قاعده ي تعميم بايد ضمناً

  .استفاده شده اندآزاد نباشند �براي اثبات 

Γفرض كنيد كه ] استنتاج [.9.3.1قضيه  ∪ {�,   :مجموعه اي از فرمول ها باشد، آنگاه  {�

Γ ⊢�� A → B        ⇔    Γ ∪ {�} ⊢�� B     
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مدل  Γباشد آنگاه  ℒمجموعه اي سازگار از جمله ها در زبان  Γاگر ] تماميت [. 10.3.1قضيه 

  .دارد

  : يكي از مهمترين نتايج قضيه ي تماميت، قضيه ي فشردگي است

مدل دارد اگر وفقط اگر هر زير  ℒاز جمله ها در زبان  Γمجموعه ] فشردگي [.11.3.1قضيه 

  .باشد  داشته مدل Γمجموعه متناهي از 

Γنماد  است و �"مانند تعريف در  #"تعريف برهان در . 12.3.1تبصره ⊢�� A يعني فرمول  

A  از مجموعه يΓ  استنتاج مي شود)#" در(از فرمول ها.  


	���������منطق گزاره اي  .4.1    

را تعريف  ∸عمل دو موضعي بپردازيم،  Lukasiewiczعريف منطق گزاره اي قبل از اينكه به ت

  :مي كنيم

  :به صورت زير تعريف مي شود ∸موضعي  عمل دو .1.4.1تعريف

∸ ∶ ���  × ��� → ���                                                                                                                     

� ∸ $ = % 
� − $                  � ≥ $                          

0                      &'�&                         
(  

  :∸ چند اتحاد در مورد 

 )1  � ∸ $ = �� + ) ∸ �$ + )     

)2  �� ∸ $ ∸ ) = � ∸ �$ + ) 

)3  *����, $ = � ∸ (� ∸ $) 

 )4 *����,$ = 1 ∸ (*���1 ∸ �, 1 ∸ $) 


